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Operators and Cooperators in Homotopy Theory 
By 
B. EckKMANN in Ziirich and P. J, Hirroex*) in Birmingham 


1. Introduction 


In the definition of a fibre bundle the data include an operation of the 
structure group G, which is a topological group, on the fibre F: that is, a 
continuous map F x@ — F satisfying certain conditions. In the more general 
context of fibrations (in the sense of Serre) it is well-known that if p:X > Y 
is a fibre map with fibre F then there is an operation, defined up to homotopy, 
of the loop-space Q Y on F (see e.g., [1, 3]). If we pass from the category £ of 
based topological spaces and based continuous maps to the category D of 
based topological spaces and based homotopy classes of continuous maps then 
we may regard 2 Y as a “group” in the category D and the operation is a map 
in S. Thus we recover the situation of a group operating on an object but in 
a different category. In the category D however there is the useful dual notion 
of a “cogroup”’ (the cogroups in £ are just the one-point spaces!) and we may 
expect to find a cogroup “cooperating” on an object of D in the presence of 
a cofibration in £. In fact Purr pointed out in [4] that if /:P + Q is a map 
and if Z is the space obtained from Q by attaching CP, the cone on P, to Q by 
means of /, then, for any space B, the group J7,(P, B) operates on the set) 
IT(Z, B). In this paper we show that Puppe’s operation is derived from a 
cooperation of 2 P, the suspension of P, on Z which is a special case of a 
cooperation, defined up to homotopy, of the suspension 2 Y of the base Y 
on the cofibre F in an arbitrary cofibration i: Y -+ X. As such it is the precise 
dual, in the sense of [2], of the operation associated with a fibration, discussed 
above. 

We first formulate (§ 2) the notions of groups of operators and cogroups of 
cooperators as dual concepts in a general category with zero maps which 
admits finite direct products and finite free products*). We then develop in 
§ 3 the general theory of operators in the category D derived from fibrations 
in the category £, and also the dual theory of cooperators in D derived from 
cofibrations in ©. Their réle in connection with the exact homotopy sequences of 
fibrations and cofibrations is studied in § 4. In the final section we consider the 


*) The second-named author was supported by the U. S. Office of Naval Research 
(Contract No. Nonr 401 (20) — NR 043—167) while preparing the material for this paper. 

1) J1(X, Y) is the set of homotopy classes of maps X -> Y. For the definition of the 
group J7,(X, Y) see [2]. 

*) A more general and detailed treatment of group-like structures in general categories 
’ will form the subject of a later paper. 
Math. Ann. 141 1 








2 B. Ecxmann and P. J. Hizton: 


theorem of SpaNrER-WHITEHEAD [5] which asserts that if the fibre F of the 
. fibration p:X -» Y is contractible in X, then F is an H-space (space with multi- 
plication). We show how a contraction of F determines a definite homotopy 
equivalence of 2X x F with QY and construct a homotopy inverse. The dual 
theorem then asserts that if the projection q:X — F from the total space X of the 
cofibration i: Y + X onto the cofibre F is contractible then there is a homotopy 
equivalence of XY with XX v F. As a consequence F is an H’-space (space with 
comultiplication). 

The entire emphasis of our results — and, in some cases, their main claim 
to novelty — rests on the duality aspect featured in them. In order to be able 
to pass from a theorem in € to its dual it would be necessary to formulate the 
proof in such a way that it dualizes automatically. Thus, for example, if we 
wish to prove that a map is a homotopy equivalence we prefer to exhibit an 
explicit inverse rather than, e.g., to demonstrate that it induces an isomorphism 
of homotopy groups since, even if we were content with singular homotopy 
type, the dual form of argument would almost certainly require simple-connected- 
ness. This untoward avoidance of the “natural” techniques of combinatorial 
homotopy theory involves us often in unexpectedly lengthy arguments; its 
principal justification must depend on the (ultimate) success of resting the 
validity of a dual assertion on a duality principle, but it may also be claimed 
that it broadens the scope of our results. 

We have been deliberately unsystematic in choosing to which of two 
theorems standing in duality to 2ach other to give greater prominence (and 
full proof). hather we have been guided by the view that the choice in any 
particular case should depend on the familiarity of the relevant notions. Our 
indexing system is such that a result (or definition) based on the notion of 
cooperator carries a prime appended to the index of the corresponding result 
(or definition) for operators. In our notation we also usually try to emphasize 
the duality, but feel in a few cases hampered by tradition®). 


2. General definitions 


In this section we introduce the notions of operator and cooperator in a 
general category € with zero maps. We will actually be more explicit about the 
second notion since it is less familiar and will usually only sketch the dual. 

Let IJ be an indexing set and let A,,i« J, be a collection of objects of € 
indexed by J. Suppose that there exist in € an object A and maps y,:A;—> A, 
i € I, with the property: 

(F) given any collection of maps ¢,;:A,;— B there exists a unique map 
¢:A > B with du; = 4. 

It is easy to see that if A’, together with maps y;:A,— A’, also have 
property (F’) there is a unique equivalence w:A ~ A’ with wu; = uj. We may 


8) itis acceptable to write * > F ang X -®... ¥ for a fibration sequence; but it would 
~ be less familiar to write p’: Y’-» X for a cofibre map (say, an inclusion) and j’ for the 
projection of X’ on X’/p’ Y’. 
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therefore speak without real ambiguity of the collection {A; u,} as the free 
product (or free join) of the objects A,;; we may sometimes simply say that A 
is the free product of the A,. 

We will impose on the category € the following axiom‘). 

Axiom F. Every finite collection of objects of € has a free product. 

When the indexing set J consists of just the integers 1,..., we may 
write the map ¢ postulated by the axiom as (¢,, . . ., ¢,)” and A as A,*---*#A,. 
If A; = Q (for a particular i) we may write uw» for u,, and ¢, for ¢,. If, in pro- 
perty (Ff), we take’) B= A,, ¢,;= 0, i +j, ¢;= 1, we may write n, for the 
map ¢:A — A;. Given 6,:C,; > A;, $;:A;> B in €,i€1,...,n, there exists 
6:0,*-+--*C,+ A, *-++* A, with 


6 = (4,9, ..., tn On)”; 
we write 6, *---+* 6, for 6. 
We now list two lemmas which will be useful in the sequel; the proofs will 
be omitted. 
Lemma 2.1’. There is a unique equivalence y' :(A, * A,) * A, > A, * (A, * As) 
such that, for any maps ¢,:A,—> B, i = 1, 2, 3, 


((P1, be)”, bs)” = (br (be, b3)")” © x’ - 
Lemma 2.2’. (i) Given ¢,:A; > B, y:B>C in G, 


y © (,,..-, ba)? = (wo dy, ..., PO Ga)P: A, #***+*#AQ>C. 
(ii) Given ¢,:A,; > B, 0,;:C; > A, in €, 
(py, -- +s On)” 0 (0, * +++ * O,) = (M, OB, ..-, Pn OO)”. 


Passing to the dual concepts, we suppose that there exists in € an object A 
and maps ¢;:A > A,,t € J, such that (D) given any collection of maps ¢,: B+ A, 
there exists a unique map ¢: B > A with e,¢ = ¢,. 

We may then speak without real ambiguity of {A; e,}, or, briefly, A, as the 
direct product (or direct join) of the objects A,. We will impose on € the follow- 
ing axiom, dual to Axiom F. 

Axiom D. Every finite collection of objects of € has a direct product. 

We adopt notational conventions for the direct product similar to those for 
the free product. The direct product of A,, .. ., A, may be written A, x: - +X A,. 
If, in property (D), we take B = A,, ¢; = 0,14 +j, 6; = 1, we may write », for 
the map ¢:A;-—> A. The dual of 7’ is an equivalence 


4: A, X(Ay xX As) > (A, x A,) XA; : 


such that ((¢,, 6)”, 63)? = x © (;, (be, o3)”")? where ¢,;:B—> A;. We leave 
Lemmas 2.1, 2.2 implicit and proceed to define the notions of group and 
cogroup in € (see {2]); we will be quite explicit only in the latter case, 


*) We remark that Axiom F is equivalent to the axiom that any two objects of C have 
a free product. 
5) We write 1: A > A for the identity map, 0: A — B for the zero map (between the 
given objects). 
l * 
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Definition 2.3’. A cogroup in € is an object A together with a map x’: A > 
_» A*A in € satisfying the conditions 
(i) (Associativity) x’ 0 (x’ #1) 0x’ = (1*x') ox’; 
(ii) (Zero map as right unit) (1,0)? o x’ = 1; 

(iii) (Existence of right inverse) there exists t’: A + A in € with 
(1,t’)F ox’ =0. 

We shall permit ourselves to talk sometimes of the cogroup A instead of 
(A, x’). The category € which we shall largely be concerned with in this paper, 
that of spaces with base points and based homotopy classes, admits an impor- 
tant family of cogroups, namely the suspension spaces. However, to give an 
example from a different source, in the category G of groups and homomor- 
phisms the “‘cogroups”’ are precisely the free groups*). 

‘ Let S be the category of sets, M:G + © the obvious functor from © to G; 
we say that a functor Q:€ + @ is a functor to groups if it factors through M, 
that is, if Q = M Q’ for some Q’: € + G. Given a cogroup (A, x) and an object B 
in € we define a composition in the set Map (A, B) by the rule 
(2.4’) Oy +’ Oy = (a, a)P Ox’, Oo, a, € Map (A, B). 

We may then prove (see [2]). 

Theorem 2.5’. The rule (2.4') gives the set Map (A, B) a group structure; 
moreover the functor Map (A, ) is then a (contravariant) functor to groups. 


In the dual case we define a group in € to be an object A together with a 
map x:A xA-— A satisfying conditions dual to those of Definition 2.3’. Thus 
in the category D topological groups and loop-spaces constitute examples of 
groups; in the category © the “groups”’ are precisely the abelian groups*). Given 
a group (A, x) and an object B in € we define a composition in Map (B, A) 
by the rule 


(2.4) B, + B2=%0(B,, B,)”?, By, By € Map (B, A). 

Then Theorem 2.5’ dualizes as 

Theorem 2.5. The rule (2.4) gives the set Map(B, A) a group structure; 
morecver the functor Map (_, A) is then a (covariant) functor to groups. 

We state for completeness the compatibility theorem (see [2]): 

Theorem 2.6. If (A, x’) is a cogroup and (B,x) is a group, then the two 
induced group structures in-Map (A, B) coincide and are abelian. 


We are now ready to define the concept of an operator (group) and a 
cooperator (cogroup) in €. Let F be an object in € and let (A, x) be a group. 

Definition 2.7. The group (A, x) operates (on the right) on F through 0 if the 
map 0:F xA > F satisfies the conditions 

(i) 0 0-(1,02=1:F+F; 

(ii) @ 0 (1xx) = 9 0 (0X1) 0 x¥:Fx(AxA)—>F. 

Notice that (1,0) is just the “injection” »p:F + F x A; if 9 is the projection 
ép:F XA — F then it is immediate that (i) is satisfied and not difficult to show 
. that (ii) is satisfied. We call (A ; ey) the trivial operation of A on F. 

Now let F be an object in € and let (A, x’) be a cogroup. 
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Definition 2.7’. The cogroup (A, x’) cooperates (on the right) on F through o’ 

if the map 0’: F + F * A satisfies the conditions 
(i) (1,0) og’ =1:F +F; 

(ii) (l*x’)oo’= 7 ole *log’:F+F*(A#A). 

We call (A; yp) the trivial cooperation of A on F. Notice that a group in € 
operates on itself non-trivially by (right) multiplication and a cogroup in € 
cooperates on itself non-trivially by (right) comultiplication. 

We now enunciate two dual theorems and prove the former. 

Theorem 2.8. Let A operate on F through 0:F xA—+F. Then for any 
object B in © the group Map (B, A) operates on the set Map (B, F) through 
0» = og :Map (B, F) x Map (B, A) > Map (B, F), given by oe, (&, B)=e0(, BY”, 
& € Map (B, F), 8 € Map (B, A). 

If, moreover, y:B+C, then w induces wh:Map (C, F) > Map (B, F), 
wy: Map (C, A) > Map (B, A) and the diagram - 


c 
Map (C, F) x Map (C, A) *., Map (C, F) 
(2.9) \vs xvi \vs 


Map (B, F) x Map (B, A) S., Map (B, F) 
ts commutative. 

Theorem 2.8’. Let A cooperate on F through o':F + F* A. Then for any . 
object B in € the group Map (A, B) operates on the set Map (F, B) through 
o’* = of :Map(F, B) x Map(A, B) > Map(F, B) given by 0’* (£,a)=(€,«)" 09’, 
& € Map (F, B), « € Map (A, B). 

If, morever, y:B-+C, then wp indwes w*:Map(F, B)-> Map (F,(), 
y’:Map (A, B) > Map (A, C) and the diagram 


Map (F, B) xMap (A, B) ~*~ Map (F, B) 
2.9’) be x vA |ve 


Map (F, C) x Map (A, C) “e+ Map (F, C) 
is commutative. 
We prove*) 2.8. We have to verify (i) 0, (&, 0) = & and (ii) 0, (&, 8, + B,) 
= O«(00(E, Bx), Bs). Now 04(€, 0) = @ 0 (&, 0)? = @ 0 (1,0)? 0 & = & by 2.7 (i). 
To verify (ii), we observe that 


Ox (€, Bi + Bs) = Oe (€, * © (By, Ba)”) 
= @ 0 (&,x 0 (B,, B,)”)” 
= @ 0 (1 xx) o (€, (B;, Bx)”)” by 2.2 (ii) 
=@0(exl)o 70 (€, (B;, By))” by 2.7 (ii) 
= @ 0 (ex1) 0 ((E, By)”, Bs)” by 2.1 
= @0(@0(€, By)”, By)? by 2.2 (ii) 
= 0 © (04(€, 8), Bs)? 
= Ox( Cx (é, A), By). 


*) Just to avoid a proliferation of primes. 
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This shows that Map (B, A) operates on Map (B, F) through o,. The com- 
mutativity relation (2.9) follows easily; for if § € Map (C, F), » € Map (C, A) 


oF (we x yh) (&, vy) = o8 (Ey, yy) = 00 (Ey, yy)? = 00 (E, y)? o y, by 2.2 (i) 
= of (&, y) 0 y= wrof(é, y)- 


3. Fibre spaces and operators and their duals 


Let & be the category of spaces with base points and * based maps and let 
®:¢-+9® be the functor which places a map in its homotopy class. We remark 
that € and © both satisfy axioms F and D and that the functor ® preserves 
free and direct products. The direct product of the spaces X,,..., X,, is just 
the Cartesian product while the free product is the wedge, usually written 
X, v--+v X,,; however we propose in this paper to retain the notation of § 2 
so that the wedge will be written’) X, *---* X,. We identify objects of £ 
and © under ® and may write {/} for ®(/) if f is a map in ©. We reserve 
Map (A, B) for the set of maps from A to B in € and retain /7(A, B) for the 
set of homotopy classes (or maps in ). Roman 1. c. letters represent maps in 
¢& and Greek 1. c. represents maps in 9. 

Our interest in this section will be to construct operators and cooperators 
in 9 from maps in ©. We first concern ourselves with the case of a fibre map 
p:X + Y in &. Let F be the fibre and let j:F + X embed the fibre in X. We 
write this as a short exact sequence 


+i Ppt-x?-y. 


Then we will derive an operation of 2 Y on F in® which formalizes the familiar 
process of lifting loops in Y to paths in X. 

Let fo:F xQY +X, g.:FxQY—+Y be given by f,(a,l) =ja, g,(a,l) 
= I(t),a¢F,l¢ QY. Then pf, = g.(= 0), so that we may lift g, to /,:F x QY > 
> X. Then pf, = g, = 0, so that /, determines a map /:F xQY—>F. Let 0 
be the homotopy class of /.*) 

Theorem 3.1. The map 0:FxQY—-F in D depends only on the map 
p:X + Y in& and QY operates on F through o. 

We rest the proof of this theorem and of many subsequent results on the 
following simple lemma and its corollary. 

Lemma 3.2. Leth:@ xI— X de a map with h(QxI1) C F and let ph= 0: 
QxI-+Y rel QxI. Then if hi:Q—>F are given by h,(q) = h(q, i), i= 0,1, 
q € Q, we have h, = h,:Q—> F. 

Proof. Let H’:Qx(Ix0 U 1x1) + X be given by 


H'(q, t, 0) a hq, t) 


H’ (q, i, u) = h(q, 4) 
; ") A B is some’ .mes used for the topological join of A and B, but this concept will 
not be used in this paper. 
*) The notation of this paragraph is standard for the rest of the paper. 
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and let G:QxIxI-—~ Y be the given nullhomotopy of ph. Then clearly G 
extends pH’. Now the pair (IxI, 1x0 U 1x1) is homeomorphic with the 
pair (J x J, I x0). It thus follows from the lifting homotopy property for p that 
H’ may be extended to H:QxIxI+X with G = pH. We define h,:Q>F 
by h,(q) a A(q, t, 1). 

Corollary 3.3. Let f,:Q—+ X be a given map, let g,:Q—> Y be a nullhomotopy 
of Jo = Pf, and let f,:Q—> X lift g,. Then f, determines a map {:Q— F and the 
homotopy class of f depends only on f, and g,. 

Proof. Let f; be another homotopy of f, lifting g, and let /; determine 
f':Q—F. Then the composition of the reverse of /, with fj yields a map 
h:QxI—X with H(QxI)¢F. Moreover ph:QxI— Y is given by 


l 
ph(q, t) = 9:-2:(9) . OStsez, 
l 
= Jer-1(9) » zsts Le 


It is elementary that ph ~ 0 rel QxJ. We therefore may apply 3.2 to conclude 
that f= f':Q>F. 

The corollary immediately yields the first statement of the theorem. It 
also provides a useful criterion for determining when two maps into F are 
homotopic and as such we now put it to work to complete the proof of the 
theorem. We have to show (i) that a— {(a, *) is homotopic to the identity 
map of F, and (ii) that the maps (a, 1, m) + { (f(a, 1), m) and (a, 1, m) + f(a, l+m) 
are homotopic, where | + m is the sum of the loops 1, m. 

Proof of (i). Define u,:F + X by u,(a) = ja and v,:F + X by v,(a) = f,(a, *). 
Then t) = v and pu, = pv,(= 0). Since u, determines 1:F + F and v, deter- 
mines the map a - f(a, *), 3.3 yields the result. 

Proof of (ii). Define u,:F x Q2Y xQY + X by 


u,(a, l,m) = f,,(a, ), 0s t<>. 


= fer-i (f(a, 1), m), + s ts 1 ; 


and define v,:F x Q2YxQY + X by 
v,(a, l, m) = f,(a, 1 + m). 

Then uw, = v, and pu,(a, l,m) = (1 + m) (t) = pv, (a, l,m). An application of 
3.3 proves (ii) and hence the theorem. 

We apply Theorem 2.8 to yield 

Theorem 3.4. Given any space B the group IT(B, QY) operates on the set 
II(B; F) through 0g, given by 04 (E, ) = @ © (é, BY, €€11(B, F), B €1T(B,QY). 
Moreover if y: B+ C in D then 
(3.5) 04 (y* x y*) = p*o,:J7(C, F)xI1(C, QY) +11(B, F) . 

We will allow ourselves to write £ for 0, (&, 8). Then (3.5) takes the form 


(3.6) y* (6) = (p*eyr"?. 
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We will write the group operation in J7(B, Q Y) additively even though it is 
not in general abelian. Thus conditions (i) and (ii) of Definition 2.7 assume 
the form 


(3.7) (i) €° = &, (ii) (67)? = G+, E CITB, FP), By B, €11(B, QY) . 


We next prove a naturality law for 9 which in a sense complements (3.6). 
Consider the commutative diagram in 5, 


++FP+x*-y 
ls |e fs 
, . 

*— F’ 7° X'5> y’ . 


which represents a map of the fibration p into the fibration p’. We have 
operations 9:F x QY — F, o':F’ x QY' + F’ and we prove. 
Theorem 3.8. The diagram 


FxQy “>F 
(u)x 2 (| lw 
. + 
PxQ2Y'>F 
ts commutative. 
Proof. We suppose 9’ obtained by a lift fj of gj:F’ x QY’ + X’ just as 0 
was obtained and we consider the homotopies m,, n,:F x Q Y + X’ given by 
m,(a, l) = vf, (a, 1) , 
n,(a,l) = f{(u(a), wl),acF,leQyY. 


Then m, (a, ) —— vfy(a, UY) > vj (a) and No (a, l) - fo(u(a), wl) — j u(a) . 
Thus m=. Also p'm,(a, l) = p'vf,(a, l) = wpf,(a, l) = wg,(a, l) = wl (t) 
= p' f,(u(a), wl) = p’'n,(a, 1). We may thus apply 3.3. Now m, determines 
uf:FxQY+F and wn, determines /'(uxQw):FxQY-F’. Thus 
uf = f' (ux Qw):F x QY — F’ and the theorem is proved. We may deduce that 


(3.9) thy (£°) = (ug EO ?, E €T(B, F), B €11(B, QY). 


Now let v:X + Y be an arbitrary map in £. By applying the “mapping 
track” functor we factorize vas X ~~ E,”> Y where wis a homotopy equivalence 
and p is a fibre map. In fact Z, is the subspace of X x Y! consisting of pairs 
(x, 1) with v(x) = 1(0) and p(z, l) = 1(1). The fibre of p, which is the subspace 
of X x Y! consisting of pairs (z,1) with v(x) = 1(0), 1(1) = *, will be writter. 
F,,. It may also be interpreted as the fibre space over X induced by the map v. 
There is then an operation 

0:F,xQY+F,. 


Proposition 3.10. The operation 9, is induced by the map {,:F,xQY +f, 
given by 


f(t, ), m) = (z,l+m). 
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Proof. Define a homotopy /,:F,x 2 Y + E, by 
f(z, ), m) = (z, n,), where 
nt) =U2r(24)), O<srsi1—+, 
=m(2r—2+), l-psrsl. 


Then fo((z,D,m) = (x, % 9) _ (z,l) and Pf, ((x,1),m) - n,(1) -— m (t) = g:((x,1),m). 
Now /,((z, 1), m) = (x, m,) and 


n,(t) = 1(2t), Ost 
| 


lA 
— to| = 


= m(2t— 1), 


WA 
WA 


3st 
Thus n, = | + m, so that /, determines the given map /, and the proposition 
is proved. 

We may describe the operation given by 3.10 as the operation in D asso- 
ciated with the map v. At first glance this involves us in a serious ambiguity as 
the map v may in fact already have been a fibre map. However we will show 
that this ambiguity is really illusory by proving 

Theorem 3.11. Let p:X + Y be a fibre map with fibre F. Then there exists 
a canonical equivalence w:F = F, in D such that 


w0Oo=0,0(wx1):FxQY-F,. 


Proof. Consider the factorization X ~~ Ez, —-.. Y of p, where we write g now 
for the fibre map q(z, l) = 1(1). This clearly induces a map h:F + F, in the 
sense that we have a commutative diagram 


e+F +X —+Y. 
ls le ly 
1 + + 
*+F,~#,—.Y 


If w is the class of h, the commutativity relation w 0 9 = 0, © (w x1) 
follows from 3.8. Since w is clearly canonical, it remains only to prove it an 
equivalence. It is obviously sufficient to establish 

Proposition 3.12. (u, 1):p— ¢ is a homotopy equivalence in the category of 
pairs®). 

Proof. Let r,:E,-> X be the projection, and let ¢,:£,-—> Y be given by 
q(x, lt) = l(t). Then g, = g and g, = pry. Since p is a fibre map we may lift 
q, to r,:E, + X with pr, = q,. Then (r,, 1):¢-> p and we show that (r,, 1) is 
a homotopy inverse of (%, 1). 

Consider first (r,u,1):p—> p. Now pr,u(z) = q,(z,l,) = p(x), where l, 
is the constant path at p(x). Thus pr,u = p, so that (r,u, 1) is a homotopy 
between (r,u, 1) = 1 and (r,u, 1) and (r,u, 1) = 1. 

It remains to consider (wr,, 1)-¢> gq. Given! ¢ Y’, let l, ¢ Y' be given by 
1,(t) = 1((1—1)t). Define a homotopy m,:Z,— E, by m,(z,l) = (z,1,) and 


*) See [2]. 
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a homotopy n,:Z£,—> E, by n, = ur,. Then m, = n, so that we may compose 
the homotopies m and n to produce a map 


F:E,xI-+E£, 
which is a homotopy from the identity on Z, to ur,. Moreover 


qF(z,l,t)=1(1—2r), O<st<-<, 


=1(2r—1), e<ts1. 


Let G’: EB, xI + Y be given by 2 (x, l, rt) = 1(1). Then plainly gF ~ @’: EZ, xI—> 
> YrelZ£, x1. By an easy extension of the proof of Lemma 3.2 we deduce that 
F=F’:E,xI-— £, rel E,xI with qF’ = G’. Then F’ is a homotopy from 1 
to ur, with the property that qF’ (x, l, r) = 1(1) = q(z, 1). It follows immediately 
that F’ induces a homotopy 1 ~ (ur, ,1):¢ > q; the proposition is proved and 
with it Theorem 3.11. 

Now let ¢:X + Y be a map in 9. With each map v with {v} = ¢ we have 
associated an operation 0,:F,x2Y—F,. We prove that, in a certain sence, 
0, depends only on ¢. To simplify notation we write F; for F,,, etc., i = 0,1, 
and prove 

Theorem 3.13. If vy ~ v,:X > Y there is an equivalence w:F, = F, in D 
such that 

® O 09 = 0, 0 (wX1):FyxQY >F,. 

Proof. Let v:X + Y! be a homotopy between v, and v, and factorize v as 
X “+E, + Y!,v, as X “+B, "> Y, i=0,1. Define m,:E, > E;, n;:¥'+Y 
by m,(zx,l) = (z,1,), n(w)=w(i), where x¢€X, le ¥", we Y', and”) 
1, (t) = l(t, i), i = 0,1. We then have the commutative diagram 


E, = E; 
r| ys 


+ + 
xi J. 


We will prove that (m,,n,):p =~ p,;. To fix ideas we take i= 0. Let") 
8,:IxI,1xI—+IxI,1xI be a deformation retraction from (1,2) in the 
Cartesian plane onto Jv] =Ix0u OxI, let s, determine s’:I xI,1xI—> 
+ IvI, (1,0), let A’:I v I, (1,0) J, 1 be the folding map and let s = A's’: I x J, 
1xI—I, 1. Define d: 2, > E, by 


d(x, l) = (x, U’), where I’ (t, wu) = v(x, s(t, u)) if s(t, wv) €OxT 
= ls(t, u) if s,(t, uw) «2x0, 


and define e: Y + Y! by e(y)(t) = y. It is readily verified that (d, e) is a map 
of py into p which we prove to be a homotopy inverse of (m4, no). 





1°) For notational convenience we may write I(t, u) for l(t) (u), viz, t) cor v(x) (t), ete. 
4) This argument dualizes that given by Srgennop in [61 for the mapping cylinder. 
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First mod(zx, l) = (x, 1) where i,(t) = I (t, 0) = L(t). Thus mod = 1; since 
obviously nye = 1 we have (mg, n,)(d, e) = 1. 
Consider the homotopies r,:Z, + E,, r,: Y' + Y' given by 
r,(x, l) = (z, ls,) 
r,(w) = ws}, 
where (1, s}(u)) = s,(1, u) . 


Then pr,(x, 1) = rp(x,l) since ls,(1) = 1(1) s}. Thus (r,,r,) is a homotopy 
of maps p > p. Clearly ry = 1, ro = 1. Also r (w) (¢) = w(0) = ng (w) = eno(w) (t) 
so that rj, = en. We show that r, = dm. For 


dm,(x, l) = (x, ly) where 1g (t, u) = v(x, a(t, u)) if s,(t, uw) €OxT 
= 1(s(t, u), 0) if s,(t, uw) «I x0. 


Thus if s,(t,u)¢ZJ x 0, (t, u) =1s, (t,u). But v(z, s(t, u)) =1 (0, s(t, u)), 
so that if s,(t,u)¢OxTJ, 1g(t, u) = ls, (t, u). Thus , = 1s, and dm,=r,. We 
have thus proved that (d, e) (mo, m)) = 1. 

Finally consider the diagram 

E, A E, = E, 
' ' , 
0 |Pa 
\p ? P 
Y= ¥'--7. 
Then (d, ¢) is a homotopy equivalence and, just as above, (m,, ,) is a homotopy 
equivalence ; it follows that (m,d, n,e) is a homotopy equivalence; but n,e = 1 
so that 
(md, 1): Po ~ Py - 
Let m,d induce h:F, - F,. Then h is a homotopy equivalence; if w is its class 
w is an equivalence in D and the theorem follows by applying 3.8. 

All the results stated for operators derived from fibrations dualize to 
cooperators derived from cofibrations. We will state the basic construction and 
the main results. Since, for the rest of this section, we are concerned exclusively 
with cooperators we permit ourselves to omit the primes from the symbols, 
though not from the enumeration of results. 

Let i: ¥Y + X be a cofibre map in 5, let F be the cofibre X/i Y, and let 
q:X — F be the projection. We write this as a short exact sequence 

¥-+X-“+F-++«. 
Then we will derive a cooperation of ZY, the suspension of Y, on F in 9. 
Let”) fp:X>Fe ZY, g:Y¥>F*e ZY be given by fy(x) = (g(2), *), 
9:(y) = (*, (y, #). Then fyi = go(= 0), so that we may extend g, to /,:X > 
+ F«* SY. Then /,i = g,=0 so that /, determines a map /:F >F* ZY. 
Let @ be the homotopy class of /. 





18) Recall that we are writing A * B in place of the more familiar A v B. 
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Theorem 3.1'. The map 9:F +> F+* ZY in D depends only on the map 
4:¥ +X in € and LY cooperates on F through 0. 

Theorem 3.4’. Given any space B the group II(2 Y; B) operates on the set 
IT(F,, B) through 9* given by o* (€, B) = (&, B)? o 0, § €II(F, B), B « IT(ZY, B). 
Moreover if y: B+ C in®D then 
(3.5’) 0* (We X Ye) = yg o* :J1(F, B)xIT(ZY, B)+T1(F,C). 

We will allow ourselves to write £ for 0* (£, 8). Then (3.5’) takes the form 


(3.6’) pa (E*) = (peé)re?. 
Consider the commutative diagram in 3 


ae 
Y’> x’ 7° rs 
which represents a map of the cofibration i into the cofibration i’. We have 


cooperations 9:F + F + JY, o':F’ + F’ * XY’, and we prove 
Theorem 3.8’. The diagram 


F-+F* ZY 
| | *Z{w} 
Por +ZyY' 
ts commutative. 
Thence 
(3.9’) u® (£°) = (us Ey")? € e TT (F", B), B eIT(QY’, B). 


Now let v: Y + X be an arbitrary map in ©. By applying the mapping 
cylinder functor we factorize v as Y > M’—~ X where u isa homotopy equi- 
valence and # is a cofibre map. The cofibre of i is the space’) F* = X U,CY 
obtained from X by attaching the cone C Y by means of the map v. There is 
then a cooperation 

o°:F*+ Free DY. 

Proposition 3.10’. The cooperation 0° is induced by the map f*:F* + F’* LY 

given by 


fo(2) = (2, *), ze, 
f(y, t) = ((y, 24), *), yeY, Ostsd, 
=(*(y2t—1), yey yStsl. 


Notice that, in agreement with the duality, we have regarded F* as obtained 
by identifying (y, 0) with v(y) and (y, 1) with *. We insert here the remark 
that the operation of J7(2 Y, B) on JI(F*, B) induced by 0° is essentially the 
operation described by Purrsz in [4]; there is a small difference due to our 

. convention for parametrizing C Y in F’. 

18) Denoted C, by Purrs in [4]. 
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Theorem 3.11’. Let i: Y + X be a cofibre map with cofibre F. Then there 
exists a canonical equivalence w:F‘ = F in D such that 


e0Cm=(m* log: Fi+ Fe ZY. 


Theorem 3.13’. If vu, ~ v,:¥ + X there is an equivalence w:F° = F' in D 
such that 
Cow=(w*tlloe®:F°+M« Jy. 


4. Exact sequences 


In this section we show how the operators and cooperators described in the 
previous section may be built into the exact homotopy sequences associated 
with a fibration or cofibration. In order to exhibit the relation of our approach 
to that of Puprs in [4] we will discuss the cofibration situation explicitly. 


Let ¥Y + X + F + * be a cofibration sequence and let B ¢ ©. There is then 
an exact sequence S* (i) (see [2]) 


(4.1’) ++ ++ JI,(F, B) “> II,(X, B)~>I1,(¥, B)—>T],_-,(F, B) “> 
.. “77, (Y, B)—>11(F, B) “+ 11(X, B) +11, B). 


We will be especially interested in the right hand end of the sequence where 
exactness survives even though the sets no longer possess group structure. 
Our main theorem is 

Theorem 4.2’. (i) Jf f,, 8, €J1,(¥, B), then B,— B, € i*17,(X, B) if and 
only if 0B, = 2 By; 

(ii) If &, &, € TUF, B), then &, = &8 for some f ¢IT,(¥, B) if and only if 
q*é, = 9* Es. 
Notice that we here identify J7,(Y, B) with J7(2 Y, B). This theorem will be 
proved by relating our general situation to that studied by Purr and using 
Puppe’s results. Dualizing the proof of 3.11 we have a commutative diagram 


Y — M‘— Fi 


| ls la 
+ + 
Y—-xi->°F 


where h induces the equivalence w of 3.11’. Define i: X + F* to be the inclusion; 
then i is & cofibre map and hi = g. Let g:F* + LY project F* onto the cofibre 
of ¢ and consider the diagram 


I1,{¥, B)—>11(F, B) “> 11(X, B) 
(4.3) f © be ° } 
(ZY, B) word (Fs B) M(x, B). 
Lemma 4.4’. The diagram (4.3’) commutes. 
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Proof. The commutativity of @ is trivial so we may concentrate on ©. 
‘We recall the definition of 0, namely 0 = e—7 


II, (Y, B) > 11, (i, B)—-.7(F, B): 
moreover J is induced by the map (1, 0): 


yY——. Y 

ise 

+ ‘ 
eae 

and ¢ is induced by (0,q): 

a 

, 

t 4 

x—~F. 


We represent an element § ¢ J7,(Y, B) by a map 


y—+EB 
| « 
t 4 

—s 


and we identify g, in the obvious way, with a map g:  Y > B. Then J is 
represented by 


y—-+EB 
i Ine 
4 H 
XB 


and (g, 0) = (0, g’):t + pg. Then g’ determines g’’:F + B where g’’¢ = g’ and 
g’ represents 08. Now h:F'-+F is given by A(x) = q(x), h(y, t) = *. Thus 
h* 0 B is represented by g:/'* + B where g(x) = g' (x), J(y, t) = *. 

Now any map (r, s):+-—> pz may be identified with a map v:F'—+ B by 
setting v(x) = s(x), v(y, t) = r(y) (t). Then the map (g, 0) is identified with 
9q, and (0, 9’) is identified wth g. Thus gq =~ g:F‘ > B; but g@ represents 
q* B so that 7 represents g* 8 and the commutativity of is proved. 

Lemma 4.5’. Jf 8 « I7,(Y, B), & < JT(F, B), then h*(&) = (h* &). 

This is just a convenient restatement of Theorem 3.11’. 

Proposition 4.6’ (Purr). (i) If B,, 8B, < (2 Y, B), then 


(q* B,)** = g*(B, + B2); 
(ii) If &, &, € 7 (F*, B), then &, = &8 for some B ¢ I1(2 ¥, B) if and only if 
i*é, = $*é,. 
We give the proof for completeness in view of the difference of convention 
from [4]. Note that if 8 « J7(2 Y, B), € « 7(F*, B) are represented by {:2 YB, 
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g:F* + B, then & is represented by the map g’ where 


9 (x) = 9(2), 
9 (y, t) = g(y, 2t) , Ostay 
=fly2%—l), Zstsl. 


Proof of (i): Both (¢* B,)* and g*(8, + B,) are represented by the map c, 
given by 


c(z) = * 
1 
c(y, t) — fly, 2t) , 0 Ss t Ss o 


Proof of (ii): Both ié, and ige are represented by the map c, given by 
c(x) = g(x) . 


Conversely, suppose ig, =4 &,, so that g, | X ~ g, | X. Since iisa cofibration, 
9: =~ g with g| X ~g,| X so we may assume g, | X = g, | X. Define f: YY > 
— Bby 


f(y, t) = ge(y, 1 — 2¢) , 
=9,(y, 2t—1), 


It is clear that g) ~ g, so that &, = & for some f ¢ J7(2Y, B). 

This proves the proposition; we remark that no use has been made in the 
proof of the fact that the map i is a cofibration. 

After these preliminaries the proof of Theorem 4.2’ is immediate. For we 
simply use Lemmas 4.4’ and 4.5’ to transfer 4.6’ to the original cofibration 
sequence. It is only necessary to remark that 4.6’ (i) has as a consequence that 
q* B; = q* B, if and only if ¢*(8, — By) = 0. 

Let us attach CX to F by means of g to obtain F¢ = F U, CX. There is 
then a map k: YY + F u, CX given by k(y, t) = (iy, t). We prove 

Proposition 4.7’. k is a homotopy equivalence. 

Proof. We recall that our convention for F¢ is that (z, 0) is identified with 
qz and (z, 1) is identified with +. Let u:X + CX embed X in CX by u(z) 
= (z, 0). Then ut: Y + CX is a cofibration whose cofibre is precisely F*. Let 
CY be the cone on Y parametrized by (y, t),0 =t >—1. Leth:CX UCY+Fe 
be given by A(z, t) = (z, t), h(y, t) = *. Then (dual of 3.12) A is a homotopy 
equivalence. Consider 


zrY—cyrvucy 


lA 
lA 


bo| = 


t 


lA 


ts 


Civl 





CX uUCY—>F:, 


where s(y, t) = (y, 2¢— 1). It is easy to see that the composite of these maps 
is homotopic to k. Thus it only remains to show that Ci v 1 is a homotopy 
equivalence. This follows immediately since (C Y U C Y)/C Y= (CX U CY)/CX 
and the maps CY + CY wu CY,CX+CX vu CY are cofibrations. 
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We remark that, by a similar analysis, we may show that, if 7 embeds F 
in F* then the diagram 
Fi +P 
lk 5 
+ : + 
ZzY-—~-Fe 
anticommutes up to homotopy, in the sense that (— k) og ~j oh. We may 
thus use the maps h and k to identify (up to sign) the exact sequences derived 
from the cofibrations i and }- 

We complete our study of (4.1') by the following observation. Let 7: 
Fe YY ZY be the projection yn: y from free product to factor of § 2. Then 
o = no:F + ZY is a map in O inducing o* :/7(2 Y, B) + IT (F, B). 

Theorem 4.8’. o* = 0:/7,(Y, B) + I1(F, B). 

Proof. Letu:F * LY + XY be the projection in € and let u‘: Fi + TY+LY 
be defined similarly. If f‘ is the map of 3.10’ inducing 0‘, then 


uff'(z)=* 
uifily,t)=*, O<t<s, 
=(y.2t—-1), ><t<1 
On the other hand g:F' + 2 Y is given by 
q(x) =* 
Gly, t) = (y, #). 


Thus g = u‘f*. But u(h * 1) = uf and (3.11’) fh = (A * 1)f*, where f induces o. 
Thus 
g=ulfi=u(hel)ffi~ufh. 

Passing to homotopy classes, {g} = ow (see 3.11’). Now h* = w* and we 
have proved (4.4’) that h*@ = g*. Thus h* 0 = h*o*. Since h* is an equivalence, 
the theorem follows. _ 

This theorem enables us to prove that if B admits a multiplication then 0 
is a homomorphism and 
(4.9’) &—£+08,& lI (F, B), B¢1L,(Y, B), 
where addition in /7(F, B) is induced by the product in B. For o* is certainly 
a homomorphism if /7,(Y, B) is given the addition induced by the product in B. 
But, by the fundamental theorem 2.6 (slightly generalized), this addition 
coincides with that induced by the suspension structure in 2 Y. To establish 
(4.9’) consider the diagram 

p—+P*e SY—>FxEY 
leer . xl 
4 $ 
B*B —+BxB 
la 
j . a 
B x 





Operators and Cooperators in Homotopy Theory 17 


where w is the natural map from free product to direct product, g € é, 1 € B, 
m is the product map, and 4’ is the folding map. Then mw ~ A’ and 


& = {A’ 0 g*l) of} ={mowo Yg*l) of} = {mo gx) owof} 
= {gou? of} + flow” off, 


where u¥, u*" project F * LY onto F, LY respectively. But u¥ of ~ 1 and 
Y of €no=co. Thus 


&=E+o*P=—F+0B. 
We briefly record the dual story, leaving all the details to the reader. Let 
+P x+y 
be a fibration sequence and let B ¢ 5. There is then an exact sequence S, (p) 
(4.1) ++++J7,(B, attire (B, X) 7*+J1,(B, ¥) > I],_,(B, F) 22>-- 


1(B, Y)—>/1(B, F) 4+. 7B, X)= Pe» IT ( B,Y). 


Theorem 4.2. (i) If £,, 8, <J1,(B, Y), then B,— B, € p,IT,(B, X) if and 
only if 0B, = 0 B,; 

(ii) Jf &, &, <1T(B, F), then &, = & for some B ¢ IT,(B, Y) if and only if 
jabs = de s- 

Let p induce the fibration p:F,— X with fibre Q Y. Then the proof is just 
the dual of that of Theorem 4.2’ in that we relate the sequence (4.1) to that of 
the fibration p and invoke the facts corresponding to Theorem 4.2 for the latter 
sequence. Thus we require a proposition dual to Puppe’s result 4.6’. We state 
it in general, that is, without referring to the irrelevant hypothesis that p: is a 
fibre map. Thus, reverting to the notation of § 3, let the map v: X + Y induce 
the fibre sequence 


«+ oy+-F,*-x 

and let 9, be the operation of 3.10. 7‘ 

Proposition 4.6. (i) If 8, B, <1I(B, QY) then (j, B,)* = j4(B, + Be); 

(ii) If §,, &, €J1(B, F,) then &, = &§ for some B € II(B, QY) if and only if 
Ps Bi = De Bo. 

In dualizing the proof of 4.6’ it is only necessary to recall that if 
B<«IT(B,QY), €¢€11(B,F,) are represented by {:B>+>QY, g:B->F,, 
then £ is represented by the map g’, where 


9 (b) = (x, 1 + f(b) if g(b) = (z, 1). 

Reverting to our original fibration, let j:F + X induce the fibre space F, 
over F. There is then a map k:F, + QY given by k(u) = pu (note that a point, 
u, of F; is just a path in X beginning in F and ending at *). 

Proposition 4.7. k is a homotopy equivalence. 
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Let v:QY +FxQY be the injection of §2. Then o= 07:0 Y>Fisa 
map in 9 and 

Theorem 4.8. o, = 0:/7,(B, Y) + /7(B, F). 

Then our final remark is that if B admits a comultiplication @ is a homomor- 
phism and 


(4.9) &—&+9, &¢]1(B,F), 6 ¢I7,(B,Y). 


5. Contracting fibres in fibre spaces 


Let us consider a fibration sequence 
«+P-+x+y¥ 


in which j ~ 0. We will show that there exists a homotopy equivalence - 
QXxF=QY. 
Let j,:F + X be a homotopy with j, = 0, 7, = 7, and define d:F + QY by 


(5.1) d(a) (t)= pj,(a), ack. 
Let m:2 Y xQY + QY be the usual loop-composition. 
Theorem 5.2. m 0 (Qpxd):QX xF + QY is a homotopy equivalence. 


Proof. Let s = fu:QY + F where u:Q¥ +FxQY is the injection and 
{:F x Q Y — F induces the operation 9. Then s is in the class ¢ and we prove 


(5.3) sd~1:F+F 
by an application of Corollary 3.3. For we define v,:F + X by 


v,(a) = f,(*, d(a)) , 
where /, is the homotopy of §3 giving rise to f'*). Then v,(a) = f,(*, d(a)) 
= * = j,(a) and 
pv, (a) = g.(*, d(a)) = d(a) (t) = pj, (a) . 


Now j, induces 1:F + F and v, induces the map a — {(*, d(a)) which is just 
the map sd. This proves (5.3) — and incidentally establishes without further 
work that F admits a muléiplication since it is dominated by QY. 

Consider the exact sequence 


(5.4) . ++ J1(B, QX) @”*+ 7B, QY)“*+I1(B, F) 2 
11(B, X) ™*+I7(B, Y), 


where we have written s, for d as Theorem 4.8 permits; we regard B as a 
variable object in 3 which is at our disposal. First take B = 2 Y and observe 
that, by (5.3), s,(1) = s,{ds}. Then Theorem 4.2 (i) enables us. to infer the 
existence of a map g:2 Y + QX such that 


(5.5) 1={Qpog}+ {dos}. 
14) See 3.3. 
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We will show that (g, s)? is a homotopy inverse of m o (Qp xd). First 

{m 0 (Qpxd) o (g, 8)?} = {mo (Qp og, do s)?} 

={Qpog}+ {fdos}=—1, 
so it remains to show that 
(5.6) (g, 8)? omo (Qpxd) ~1:QXxF+QXxF. 
Let ¢,q' project QXxF onto QX, F respectively. Then q 0 (g, 8)? = g, 

q © (g, 8)? = 8 and (5.6) is equivalent to the two assertions 
(5.7) gomo(Qpxd)~q:QXxF>+QX, 
(5.8) somo(Qpod)~q7:QXxF-F. 

Now mo(Qpxd)=mo(Qpog,doq)", so that {mo(Qpxd)} 
={Qpo q}+{d 0 q’}. Since {m 0 (Qpxd)}—{d 0 q'} <(Qp), T(QX x F,QY), 
it follows from Theorem 4.2 (i) with B= QXxF that s,{mo (Qpxd)} 
=8 {dog}. But s,{mo(Qpxd)} ={somo(Qpxd)}, and s4,{doq'} 
= {sodoq'} = {q’}, by (5.3). This establishes (5.8). 

Now it follows from (5.5) that 

{m 0 (Qpxd)} = {Qpogomo(Qpxd)} + {dosomo (Qpxd)} 
={Qpogomo (Qpxd)} + {doq’}, by (5.8). 
But {m 0 (Qpxd)} = {Qp 0g} + {do q’}. Thus 
(5.9) {Qpo0g}={Qpogomo(Qpxd)}. 

Now from (5.3) it follows that s,:J7,(B, 2 Y) + IT,(B, F) is onto for all B. 
Thus we may deduce from the exactness of the sequence (5.4) that 
(Qp),:17(B, QX) + IT(B, QY) is a monomorphism. Thus (5.9) implies (5.7) 
and the theorem is proved. 

We prove two auxiliary results under the same hypotheses on the fibration p. 

Proposition 5.10. Jf & ¢ J7(B, F), B ¢ [7,(B, Y) then 

& = O(d,& + B). 

Proof. Let wu: 2Bx2B—+ QB be the multiplication map in 9, so that yu 

is the class of m. Then 

on = one = o(l pm) (4X1) = e(eX}) (nx), 

=o(ox1), 

by property (ii) of an operator. 
Thus it follows from (5.3) that 9 = ou({d} x1). 
Then =90(&, B)?>=ao0po ({d}x1) 0 (é, BY? =acopo ({d} 0 €, B)?. 
But o is the class of s and {d} o = d, &, so that 
Now let k:F;+.QY be the homotopy equivalence of 4.7 (we might have 
preferred to write H(X; F, *) for F;) and let 

7 ++ QX->F,2>+F 
stand for-the evident fibration (induced by 7:F + X). 

Q* 
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Proposition 5.11. The map v= (g,s)2 0 k:F; + QXxF is a homotopy 
equivalence such that in the diagram 
*+QX—+F, —>F 
h ® I @® h 
*—+ OX or ed QXxF pF 
® is homotopy commutative and @ is homotopy anti-commutative in the sense 
that p” o (g, 8)? 0 (— k) = p’. 

Only the commutativity assertions needs proof'5). We prefer to restate 
them in the following equivalent but more convenient form. Let us replace 
F,= E(X; F,*) by the space £(X;+*, F) of paths on X beginning at * and 
ending in F. Then k, defined just as in 4.7, is a homotopy equivalence from 
E(X; +*, F) to QB and we economize on notation by designating the maps in 
the diagram 

* +> QX —~ E(X;+*,F)>F 
(5.12) h @ ll ® | 1 
*+QX—- QXxF >-F 


by the same symbols as those in the statement of 5.11 and we prove (5.12) 
commutative up to homotopy. Now from (5.3), (5.5) and the evident relation 
8 0 Qp = 0, together with the fact that (Qf), is a monomorphism we readily 
deduce that 

(5.13) goQp~l1l, god=0d0. 

Now v 0 #’ is just (g o Qp, s o Qp)” so that the homotopy-commutativity 
of ® follows immediately. To prove the homotopy-commutativity of ® we 
consider the two homotopies u,, v,:E(X;+*,F)— X given by wu,(l) = l(t), 
v,(l) = f,(*, pl) and invoke 3.3 to.deduce that p’ ~ sp:E(X;+*, F) > F; but 
sp = pv. 


Again we briefly record the dual story. We have a cofibration sequence 
y—+x-+P++ 
aml we suppose q~ 0. If q,:X—+F is such that g,= 0, g,= 9, we define 
d: 2Y+F by 
(5.1’) d(y, t) = q,i(y) - 


Let m: YY + LY * XY be the usual suspension comultiplication. 
Theorem 5.2’. (Li *d) om: LY + LX * F is a homotopy equivalence. 
Under the same hypotheses we may prove 

Proposition 5.10’. If  « J7(F, B), B ¢ I7,(Y, B) then 


& = a(d*& + B). 


%) A variant of the assertion about v could have been the starting point of another 
proof of 5.2. 





Operators and Cooperators in Homotopy Theory 21 


In the course of proving Theorem 5.2’ we would show that there is a map 
s:F + ZY such that s* = 0:/7,(¥, B) + 17 (F, B) and ds = 1. Moreover there 
is a map g: 2X + JY such that 


(5.5’) 1= {go Zi} + {sod}. 


Then (g, 8)”: 2X * F + XY is a homotopy inverse of (Li * d) o m and if 
k:2 Y —- F* is the homotopy equivalence of 4.7’, then the equivalence 
v=ko(g,s)¥: 2X * F + F* has the commutativity properties dual to those 
of Proposition 5.11. We also remark that it follows immediately from Theorem 
5.2’ (or indeed from the relation ds ~ 1) that F admits a comultiplication. 
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Eine Charakterisierung 
der elliptischen Differentialoperatoren 
Von 


Joskt Nieto in Heidelberg*) 


Einleitung 


Wichtige Probleme der Theorie der Differentialgleichungen bestehen darin, 
bei einer linearen partiellen Differentialgleichung P(x, D)g = y aus gewissen 
Eigenschaften der rechten Seite y auf entsprechende Eigenschaften der 
Lésungen g zu schlieBen und zu untersuchen, welchen EinfluB dabei der 
Charakter des Differentialoperators P(x, D) hat. So ist seit BernsTern (1904) 
bekannt, daB bei einem elliptischen Operator P(x, D) mit beliebig oft diffe- 
renzierbaren Koeffizienten jede Lésung der homogenen Gleichung beliebig oft 
differenzierbar ist. Sie ist sogar analytisch, wenn die Koeffizienten von P(x, D) 
analytisch sind. 

Mit Hilfe der Theorie der Distributionen lassen sich viele Eigenschaften der 
Differentialgleichungen in einfacherer Weise als mit klassischen Methoden 
nachweisen. Es war also naheliegend, die Distributionstheorie und ihre Me- 
thoden auch heranzuziehen. Dabei erwiesen sich die Riume f, (s eine nicht- 
negative ganze Zahl und Q eine offene Menge aus R*) als besonders wichtig. 
2% ist der Raum der Distributionen gy, deren Ableitungen (im Sinne der 
Distributionstheorie) bis zur Ordnung s in 2 lokal quadratisch integrierbar 
sind. Diese Raume haben ihren Ursprung in der Arbeit von GARDING [4] iiber 
die Lésung des Dirichlet-Problems fiir elliptische Operevoren und in den 
Arbeiten von K. O. Frrepricus [3] und P. Lax [7] iiber die Differenzier- 
barkeit der Lésungen von elliptischen Differentialgleichungen. MALGRANGE [8] 
hat in seiner Thése systematisch die Raume 2f benutzt. In seiner in Bogota 
(Kolumbien) 1956 gehaltenen Vorlesung iiber ,,Partielle Differentialgleichungen 
vom elliptischen Typ“ [10] hat L. Schwartz die Réiume 2, fiir reelles s 
verallgemeinert. In einer unlangst erschienenen Arbeit [9] hat MaLGRANGE 
noch allgemeinere Raume eingefiihrt, von denen die Raume Yj, Spezialfalle 
sind. 

In den Paragraphen 1—3 wird die Theorie der Riume 2}, entwickelt und 
das Verhalten der Differentialoperatoren in diesen Riumen studiert. Die 
Ergebnisse werden in Paragraph 4 auf die Theorie der elliptischen Operatoren 
angewendet. Es wird gezeigt, daB die Raume 2}, eine Charakterisierung der 


*) Diese Arbeit wurde als Dissertation von der Naturwiss.-Math. Fakultét der 
Universitat Heidelberg angenommen. 





elliptischen Operatoren mit beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten ge- 
statten. Mit Hilfe solcher Raéume l4Bt sich naémlich der Begriff der Quasi- 
elliptizitat definieren. Ein Operator P(z,D) der Ordnung m heiBe quasi- 
elliptisch, wenn fiir alle offenen Mengen 2 aus P(z, D)y € 2} die Beziehung 
y € 2+ ™ folgt, wobei s alle reellen Zahlen durchlauft. Unser Hauptsatz besagt 
nun, da8 ein Differentialoperator genau dann elliptisch ist, wenn er quasi- 
elliptisch ist. Nicht bekannt war bisher, daB jeder quasielliptische Operator 
elliptisch ist. Es wird sogar gezeigt, daB jeder Operator P(x; D) der Ordnungm, 
dessen Hauptteil P,(z, D) die Eigenschaft besitzt, daB aus P,(x, D) p € 2}, 
die Beziehung 9 € 2% folgt, e!liptisch ist [Hauptsatz 1]. DaB jeder elliptische 
Operator quasielliptisch ist, wurde schon von L. Scuwartz bewiesen ([10], 
Satz 3.3). Wir geben hier einen einfacheren Beweis. 

In Paragraph 5 wird der Begriff der Hypoelliptizitat eingefihrt: Ein 
Operator P(z,D) heiBt nach Scuwartz hypoelliptisch, wenn jede Dis- 
tribution g, fiir die P(x, D)@ eine beliebig oft differenzierbare Funktion in 
einer offenen Menge 2c R* ist, selbst eine beliebig oft differenzierbare Funk- 
tion in Q ist. Die Hypoelliptizitat eines Operators ahnelt der Bernsteinschen 
Eigenschaft der elliptischen Operatoren. Auf Grund unseres Hauptsatzes ist es 
klar, daB jeder elliptische Operator hypoelliptisch ist. Hieraus folgt unter 
anderem die in der Potentialtheorie wichtige Eigenschaft des Laplace-Operators, 
daB jede Funktion g, die im Sinne der Distributionstheorie Lésung von 
Ag = 0 ist, eine beliebig oft differenzierbare Funktion und damit Lésung im 
klassischen Sinne ist (Weilsches Lemma, [12)). 


Ist ein Operator P(x, D) = 3’ ap(x)D? mit variablen Koeffizienten hypo- 
elliptisch, so braucht keineswegs der Operator P(a, D) = 3’ ap(a)D? mit 
konstanten Koeffizienten hypoelliptisch zu sein. Wir geben ein Beispiel eines 
homogenen hypoelliptischen Operators an, der in keinem Punkt a hypo- 
elliptisch ist. Das Ergebnis ((6], S. 239), daB jeder homogene hypoelliptische 
Operator mit konstanten elliptisch ist, laBt sich also nicht auf Operatoren mit 
variablen Koeffizienten tibertragen. 


An dieser Stelle méchte ich Herrn Prof. G. K6rue und Herrn Dr. H. G. Trtumany fiir 
ihre wertvolle Hilfe bei der Durchfiihrung dieser Arbeit recht herzlich danken. Mein Dank 
gilt auch Herrn Prof. L. Scuwanrtz, der in mir das Interesse fiir dieses Gebiet der Mathe- 
matik geweckt hat, und Herrn Prof. B. Mauerance fiir freundliche Hinweise. 


§ 0. Sehreibweise und formale Eigenschaften der Differentialoperatoren 
Fiir Differentialoperatoren werden wir hier die Schreibweise von H6r- 
MANDER [6] und MatoranceE [9] benutzen. DemgemaB bezeichnet D, den 
Operator =; . — Es sei P = (P,,..., Px), wobei P,; i= 1,..., N nicht- 
23 , 
negative ganze Zahlen sind und N die Dimension des Raumes R* ist. Dann 


schreibt man: 


DP = (D,)P!+++(Dy)P¥ EP = gh see ge |P| = Py+ +++ + Py. 
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Es sei nun P(é) = 3° ap&? ein Polynom vom Grad m, dessen Koeffizienten 


Psm 
ap komplexe Zahlen == Man ordnet diesem Polynom den Differential- 
operator P(D) der Ordnung m mit konstanten Koeffizienten ap: 
P(D)= 2° apD? 
|Pism 
zu und stellt fest, daB diese Zuordnung eineindeutig ist. Dann laéBt sich die 
Leibnizsche Formel auf folgende Weise: 


Vo 
P(D) (yg) = Ge PD) p (B= (By -- + Bx)s BY= By! - Ba!) 
schreiben, wobei P?(&) das Polynom (=): . (se-)"P (€) bezeichnet. Es sei 


nun P(x, D) der Differentialoperator mit variablen Koeffizienten 3’ ap(x)D?. 


IP\sm 
Sind die Funktionen «p(x) in einem Punkt x = a erklart, so bezeichnet P (a, D) 


den Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten 3’ ap(a)D?. Die 
|\Pism 
Leibnizsche Formel ]48t sich auf Differentialoperatoren mit variablen Koeffi- 


zienten P(z,D)= 3) ap(x)D? verallgemeinern, indem man die Schreib- 
|\Pigm 
weise 
P?(x,D)= 3) ap(zx) (DY 
|Pism 
einfiilrt. 


Es sei nun, wie bei L. Scuwarrz [11], G der Raum der beliebig oft diffe- 
renzierbaren schnell abnehmenden Funktionen und @’ sein Dual, der Raum 
der temperierten Distributionen. Fiir g €@ bezeichnet 


N 
$(é) = s e- 274 (2, é) p(x) dx (<« £)= 2 X, i) 


die Fouriertransformierte von gy. Sie liegt wieder in ©. Ist g eine temperierte 
Distribution, so wird ihre Fouriertransformierte ¢ durch die Formel 

C#, v) = <P Y? (py €S) 
erklart, und man kann zeigen, daB ¢ in G’ liegt. Damit ist auch, wegen der 
Beziehung L* c @’, die Fouriertransformation fiir quadratisch summierbare 
Funktionen definiert. Es gilt der Satz von PLANCHEREL-PaRSEVAL: Ist 
y € LT, so ist ¢ € L* mit 

J \p(a)P dx = f |G(z)P dz. 
Die Fouriertransformation besitzt ferner die wichtige Eigenschaft 


— — 
P(D)p = P(é)¢ (insbesondere DP? o = &? G()). 
Damit gilt fir P(D)p « L*: 
“—™ 
Sf \P(D) pl? dx = f |P(E) G(E)? aE. 


Wie iiblich bedeutet D den Raum der beliebig oft differenzierbaren Funk- 
tionen mit kompaktem Trager; 9’ seinen Dual, den Raum der Distributionen ; 
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Dy (Q eine offene Menge aus R¥) den Unterraum von 9 der Funktionen @ mit 
Trager in 2; € den Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen ; €, den 
Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen in 2, usw. 

Es sei y(z,, .. ., Zy) eine Funktion und 1, ,; der Operator 


Tr, 5 P(2y,-- +> Sy) = p(X, ..., Bt h,..., ty). 
Ist y € 9D’ und y(z,,..., Zy) € D, so bezeichnet t,, , gp die Distribution 
Ta, P> Y> = (Ps Tr, 5 P) + 

Fir g €S’ gilt 

“-™ . 

59 = erin g . 
Bei einem Differentialoperator P(z, D) = ' ap(x)D? bezeichnet 

Pp 
T,,; P(x, D) den Operator 3” [t,, ;ap(x)]D?. 
P 


Mit o wird der euklidische Abstand 9 = \/ x &? und mit * die Faltung 
bezeichnet. ai 
§ 1. Der Raum 9° (s eine beliebige reelle Zahl) 
Mit $* bezeichnet man den Raum der Distributionen g aus G’ mit 
(1 + 9?)*/2- (&) € L*. Versehen mit dem Skalarprodukt 
Co, v= CL + PG, (1 + OP Y= f (1 + OGLE) VLE) AE 


ist H* ein Hilbertraum. $* ist in der Tat vollstandig; denn ist , eine Cauchy- 
folge in *, so konvergiert (Satz von Riesz-Fiscuer) in L* die Cauchyfolge 
(1 + 0)? ¢, gegen ein Element y. Es sei nun ¢ = (1 + 0*)-** y. Da 
(1 + 9*)-*?p cS’ gilt, ist m ein Element aus 9*, und die Cauchyfolge ¢,, 
konvergiert in $* gegen 9. 

Beziiglich der Bilinearform 


<o, yp =S G(8) pO dé (pe. ye 9-) 


sind die Raume $* und $~* zueinander dual. Die Réume * besitzen die 
folgenden Eigenschaften : 


Dc Sc HCHcS'cH (sz), 
wobei die Injektionen 9 + G + 9" + $'+ G’ + 9’ stetig sind. D liegt dicht 
in jedem dieser Réume. 
Satz 1.1 (([9] Hilfssatz 1.2.1). @ ist genau dann ein Element aus 9', wenn — 
und die <°:j =1,..., Nin 9'~" liegen. Ist p ein Element aus 9', 80 konvergiert 
4 


Ts19— 


a gegen x in 9-1, wenn h gegen Null strebt. 
— 
Beweis: Wegen >’ Pal = 4x* 0? ||? gilt 


(oor 
[+ origrae= f+ ergrde+ Ged f+ oti ae, 
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und daraus ergibt sich die erste Behauptung. Nun zeigen. wir, daB 
1 TP — a ||2 | e8atag,__]] -,|* » 
= oe ~ 5 ed bls |; — 2g, (1 + o%)'-1dé 
mit h gegen Null konvergiert. Da der Integrand fiir festes § mit h gegen Null 
konvergiert, braucht man nach einem Satz von LEBESGUE nur zu zeigen, daB 
er durch eine integrierbare Funktion majorisiert ist. 
In der Tat hat man 

















| e@miae, ° 
> —2nib| < 22M {é;,| 
mit 
M= Max |{—!-_j|. 
—O < u< oO ” 








Damit ist der Integrand durch die integrierbare Funktion 
4x° M*|¢()|?(1 + o?) 
majorisiert. 

Der Raum $* (8 eine nicht-negative ganze Zahl). 

Wenn s eine nicht-negative ganze Zahl ist, so erhalt man durch rekursive 
Anwendung von Satz 1.1 und auf Grhnd des Satzes von PLANCHEREL-PARSEVAL, 
daB @ genau dann ein Element aus $° ist, wenn alle seine Ableitungen (im 
Sinne der Distributionstheorie) bis zur Ordnung s quadratisch integrierbar 
sind. 

Satz 1.2 (vgl. [10] Satz 2.11). Es sei xa¢D und  € $*. Dann gilt ap € H* 
und die Abbildung (a, yp) > ap von D x H* in H* ist stetig. 

Beweis: Zuerst beweisen wir die Ungleichung 

(1 + |é|*)*/2 < C-(1 + | »|®)!sl/2 *(1 + |€é— n|*)*/2 (C= 0). 

a) Es sei s > 0. Wegen |&| < |m| + | — n| gilt fiir |n| > | — y| die Be- 
ziehung || < 2|n| und damit (1 + |&|*)* < C - (1 + |»|*)**. Dann multipliziert 
man mit der Ungleichung 1 = 1 + | — n|*. Ist |y| < | — yy], 80 gilt |é| < 
S 2|§ — m| und damit (1 + |é|*)*"* < C-(1 + |& — n|*)**. Dann. multipliziert 
man mit der Ungleichung 1 < (1 + |»|*)*. 

b) Es sei s = —o, o = 0. Dann gilt wegen a): 

(1 + |é — n|*)72 <= C-(1+ | m|?)2/2(1 + \é|*)7/2 
und damit 
(1 + |é|?)s/2 <C-(1+ ||)'s2(1 ry |jé— n|?)*"?. 
Zieht man in 


(1 + %)"*(ag) = (1+ o)G* G =f (14 [El 4(m) G(E—n) dn 


die eben bewiesene Ungleichung heran, so erhalt man: 


[C1 + @*)**(ceqh| < OC + [ely Ja (g)] «(1 + [ED 1918) - 
Damit gilt ({11] Formel VI, 1; 2) 
jax q << CH(1 + og)!" | (E)] x01 + 0) G(s = CH + 0)!" [22g 
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Daraus ergibt sich der Satz, denn aus « + 0 in 9D folgt 


(1+ 0%)? |&(€)|n> 0. 
Satz 1.3. He sei 
P(x,D)= 3) ap(x)D? 
|Piam 
ein Differentialoperator der Ordnung m mit ap¢D. Dann ist y+ P(x, D)p 
eine stetige Abbildung von 9* in H*~-™. 

Beweis: Auf Grund von Satz 1.2 braucht man nur zu zeigen, daB die 
Abbildung gy > D? gp von $* in *~™ stetig ist. In der Tat, wegen |é?| < 
< C(1 + o*)"/ kann man schreiben: 

| Lon =. | 
(1+ |é*) 2 (DP gp) =\(1+ lé*) 2? EP Gis 
| s—m m 
SOL + g) F (1+ o)® P= Ol(1 + 9). 
am 

Hieraus folgt einerseits (1 + 9%) 2 

andererseits die Ungleichung 





— 
(DP >) €L, dh. D? peg*-™, und 


| s—m | 


2) eT 
|D? pl .—m= |\(1 + 0?) 2 (DP oq) S Cl(l + o)* Gl u= Cll. - 


§ 2. Der Raum &% (s eine beliebige reelle Zahl und A 
eine kompakte Menge aus R™) 


Es sei A eine kompakte Menge aus R¥. Mit R%, bezeichnet man den Raum 
derjenigen Distributionen von *, deren Trager in A enthalten ist. 

“, ist ein abgeschlossener Teilraum von 9‘; denn konvergiert eine Folge 
Pn € KR gegen ein Element @ aus 9*, so konvergiert sie in D’. Ware der Trager 
von ¢ nicht in A enthalten, so gabe es ein y ¢ 9, dessen Trager im Komplement 
von A liegt, mit (gy, y) + 0 und <g,, y> = 0 fiir jedes n, im Widerspruch zu 
(Pus Y> > (@, yp). RS ist also ein Hilbertraum. 

Satz 2.1. Hs sei ,, eine Folge, die schwach gegen Null in R', konvergiert. 
Dann konvergieren die analytischen Funktionen ¢,,() gleichmiBig gegen Null 
auf jeder kompakten Menge aus R. 

Beweis: Da die Distributionen gy, kompakten Trager haben, sind die ¢, 
analytische Funktionen (Satz von PaLEy-WIENER). Es sei H ein Kompaktum 
aus RY. Fir &¢H sei f, die Funktion: x— a(x) - e***©.*), wobei « eine 
beliebig oft differenzierbare Funktion mit kompaktem Trager und gleich 1 
auf A ist. Durchliuft & die kompakte Menge H, so bilden die Funktionen /, 
eine kompakte Menge in © und damit eine kompakte Menge in $~*, wegen 
der Stetigkeit der InjektionS > 9-*. 

Da die gy, schwach in $* gegen Null konvergieren, konvergieren die 


Gn(€) = (Pn, a(x) - ernité, =)’ 
gicichmaéBig auf H gegen Null. 
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Satz 2.2. Auf R', sind die durch 
lel. = f (1 + oe)! lp (ey ae} lel ={ f +o) |e del" 
RN e2c j 


definierten Normen | |, || ||; fiir jedes c > 0 dquivalent. 

Beweis: DaB | |; eine Halbnorm ist, ist evident. || |’ ist eine Norm; denn 
aus |p|, = 0 folgt ¢(¢) = 0 fir 9 = c, und wegen der Analytizitat von ¢(&) 
gilt ¢(&) = 0 tiberall und damit gp = 0. 

Da die durch || ||, definierte Topologie trivialerweise feincr ist als die durch 
| |, definierte, mu8 man nur zeigen, daB | |; eine feinere Topologie als | ||, 
definiert. Ware dies nimlich falsch, so gabe es eine Folge ¢, € R%, mit 


IPnls =1 lim Pals =0. 

Man zeigt, daB dies zu einem Widerspruch fiihrt. 

In der Tat, aus ||¢,,|,= 1 folgt, daB die Folge g,, cine schwach kompakte 
Menge in &%, ist ({1] S. 49 oder [2] Kap. V, § 1 Satz 4). Damit gibt es eine Teil- 
folge ,,, die schwach gegen ein Element » mit ||, < 1 konvergiert. Wir 
zeigen nun: = 0. 

Da die ,, schwach gegen p konvergieren, konvergieren die analytischen 
Funktionen ¢,,(€) gleichmaBig auf jedem Kompaktum H gegen ¢(&) 
(Satz 2.1). Damit gilt 


aay’ | (1 + 07) |Gn,(E)? dE af | (1+ o*) |P(é)/P dé. 


Ist H im Komplement der Kugel @ <c enthalten, so gilt nach Voraus- 
setzung 


f+ or lg@r de =0 


fiir ein solches H. Also gilt ¢(&) = 0 fir & ¢ H, und damit ist ¢(&) = 0 fir 
e@ = c. Wegen der Analytizitaét von ¢(&) gilt nun ¢(£) = 0 iiberall, und daraus 
folgt g = 0 auf R¥. Die analytischen Funktionen ¢,,(¢) konvergieren alzo 
gleichmaBig auf jedem Kompaktum aus R* gegen Null, und damit gilt 


lim Jf (1 + 0?) |G,,(é)/?d& = 0. 
Dann konvergiert " 
leas = f (1 + 07)* [Gn (6)? dE + J (1 + 07) [Gn (E)|? dé 
ecec ese 


gegen Null, im Widerspruch zu || ¢,,,|? = 1. 

Normen in R%, (8 eine nicht-negative reelle Zahl). 

Fir s > 0 kann man neue zu | |, aquivalente Normen einfiihren. Zunachst 
ist die Norm 


lobe’ = {fet loti ae}, 
RY 
wegen der Kette von Ungleichungen 


lols’ = lel. = Sle. S a) gl.’ (s20), 
zu || |, und || |; aquivalent. Die erste Ungleichung ist trivial. Die zweite: 
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\pl, = 5: |i, gilt wegen der Aquivalenz zwischen | |, und | |;, und die 
dritte folgt aus der Ungleichung (1 + 9*)* < K - o** fir 9 = c. Fiirc = 1 kann 
man K = 2* setzen. 

Nach Satz 2.2 ist die durch 


lvls" (J. et 1@Cey dey" 


definierte Norm eine weitere aquivalente Norm. 

Im folgenden werden wir in der Schreibweise keinen Unterschied zwischen 
den verschiedenen Normen machen und einfach | |, schreiben. 

Satz 2.3. He sei 

P(z,D)= JS ap(x)D? 
|\P\sm 
ein Differentialoperator der Ordnung m und mit Koeffizienten a? € €. Dann ist 
die Abbildung p > P(x, D) gp von Ri, in R-™ stetig. 

Beweis: In der Tat, ist 8 ¢ D mit 8 = 1 in einer Umgebung von A, so hat 
der Operator £ P(x, D) die Koeffizienten Bap¢D, und der Satz folgt aus 
Satz 1.3, da 6 P(z, D)g = P(x, D)¢@ gilt. 

Satz 2.4. Es sei a€ € und p¢ R',. Dann gilt aw € R', wnd die Abbildung 
(a, p) > ap von EX Ri, in RK‘, ist stetig. 

Beweis: Es sei 8 €D wie bei vorigem Satz. Wegen ag = «fg kann man 


lag], =aBgl, < C-I( + 0%)" Ta Bll lol. 


schreiben (siehe Beweis von Satz 1.2). Daraus ergibt sich der Satz; denn aus 
a-» 0 in € folgt « 8 + 0 in D und damit |(1 + g*)!*” |x 8} .> 0. 
Satz 2.5. Es sei s > 0 und 
P(x,D)= 3S ap(x)D? 
|P|=m 
ein ener Differentialoperator der Ordnung m mit ap(0) = 0 fiir alle P. 
Dann gibt es zu jedem e > 0 eine kompakte Umgebung A des Nullpunktes, so daB 
fiir p € R', die Beziehung 
|P(z, D) pj.-m <= e* ll. 
gilt. 
Beweis: Es sei B, die Kugel mit Radius ¢ und Zentrum im Nullpunkt, und 


fir PERE (8s => 0) sei gy(z)= v (=) (¢ € RC Lip): ist also eine 
quadratisch summierbare Funktion; v 1) hat seinen Trager in der Einheits- 


kugel: (2) € %s,) ; 
Da o(x)= (2) ( =| ist, gilt ¢(£) = ain (e&) und damit 
Iplt = (1s (e)tetae = #1) (eb) otede 
| \el | 


= gV-2s co (€’)? o* dé’ == gN-2s il 1 |. 
fi (=) | i| (ile 
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Da (9) ) (=) = 8x91 (z) ist, gilt mach Satz 2.4 |z,g|, < eK| 9}. 


' Dies bedeutet nichts anderes, als daB die Norm der Abbildung g > z;g von 
Rs, in Kz, mit e gegen Null strebt. Zu jedem e > 0 gibt es also eine kompakte 
Umgebung des Nullpunktes (naimlich cine Kugel), so da8 fiir p € R', die Be- 
ziehung |x, ¢ =e- lel. gilt. 

Andererseits kann man auf Grund des Satzes von WurtNney (siehe Beweis 
in [10]) 


N 
ap(x) “2 2; Xp; (x) 
mit ap,¢€ € schreiben. Somit erhalt man: P(x, D) = P 2,%p;(x)D?. Damit 


gilt fir m € R*, unter Anwendung der Satze 2.3 und 2. ‘4: 


| P(x, D) gl ,-m = e's 
mit e’ = ed Cp,bp, wobei cp, die Norm der Abbildung gy > ap; und bp die 


der Abbildung gy > D? > ist. Dies beweist den Satz. 


§ 3. Der Raum 2, (+ eine beliebige reelle Zahl und 2 eine offene Menge aus R™) 


© ist der Raum derjenigen Distributionen ¢ in Q, fiir die agp ¢€ H* gilt, fiir 
jede beliebig oft differenzierbare Funktion « mit kompaktem Trager A, Ac 22. 
« ist also ein Element aus Dy und « ¢ liegt in R*,. 

Die Topologie & von Lf, ist die grébste Topologie, fiir die die Abbildungen 
y > ap von LF in H* stetig sind. Die Halbnormen p,(y) = |aq|, mit « € Dp 
definieren also die Topologie von ¢. Der Raum 2}, ist nicht nur lokalkonvex, 
sondern auch metrisierbar und vollstandig, d. h. es gilt der 

Satz 3.1. 23 ist ein F-Raum. 

Beweis: Zuerst zeigen wir, daB Lf, metrisierbar ist ({[2] 8.97). Es sei 
{Q3;-;, Q; relativkompakt, eine abzahlbare lokalendliche Uberdeckung 
von 22 und {a,};-; eine der Uberdeckung {2,};-; untergeordnete Zerlegung der 
Einheit (siehe dazu [11]). Es sei p,(y) =|\a,q|, und p(y), = Sup p,(9), 

ied 


wobei J eine endliche Teilmenge der Indexmenge I ist. Die Menge der Halb- 
normen { P;} definiert eine lokalkonvexe Topologie £’ auf 2/. Die lokalkonvexe 
Topologie £ definiert durch alle Haltmormen p, (mit p,(g) = |aq,, « € Do) 
ist offenbar feiner als £’. Wir zeigen nun, daB & und ©’ aquivalent sind. 

Es sei A(A Cc Q) der Trager von a. Da {a,};-, eine lokalendliche Zerlegung 
der Einheit ist, kann man 


= J aa, 
i=1 
schreiben. Wegen der Stetigkeit der Abbildung «,g > a(a,;q) von $* in 9° 
gilt lao, pl, Sc’ Iso. und damit 


jag], = 





| 22 # se Ps ja; pl, S (ge’)- awe laels- 





Charakterisierung der elliptischen Differentialoperatoren 31 


Dies bedeutet, daB £’ auch feiner als £ ist; £ und &’ fallen also zusammen, 
® ist daher metrisierbar. 
2% ist vollstandig: 
Es sei g,, eine Cauchyfolge in 2 und {Q,};-; eine Ausschépfung von Q 
(Q= U Q,, Q;-,¢ Q,) mit offenen Mengen Q,. Ferner sei «,¢ Do, gleich 1 


auf 2,_,. Dann konvergiert die Cauchyfolge «,¢, in * gegen ein Element y,. 
Es sei nun in 22,_, die Distribution y‘ durch <y', p>) = <y,, p> (@ € Day) 
erklart. y‘ ist also die Einschrankung von y, auf 2,_,, und fir j 2 é gilt 
<y*, p> = <y’, @> fir p €Do,_,. Dann gibt es (Principe du recollement des 
morceux [11]}) eine Distribution y, die in 2,_, mit y, tibereinstimmt. Da 2) 
separiert ist, hiangt y nicht von der Ausschépfung {2,};-; ab. Ist a € Dp mit 
Trager A (A C 2), so gibt es ein i ¢ J mit A Cc Q;_, und a = aa,. Damit kon- 
vergiert «y,= a(a,@,) in H* gegen ay,= ay. Die Cauchyfolge ¢,, konvergiert 
also in 2% gegen y. 

Aus der Definition der Raume 2% folgt unmittelbar, daB jede Distribution 
aus 2, lokai in $* liegt. Die Umkehrung gilt auch. Es sei a €¢ D mit Trager A 
(A Cc Q) und ¢ eine Distribution, die in einer Umgebung eines jeden Punktes 
von 2 mit einer Distribution aus 9° iibereinstimmt. Da A sich mit endlich 
vielen offenen Umgebungen U, i = 1, . . ., k tiberdecken l4B8t, kann man Q mit 
U,i=0,..., tiberdecken, wobei U,= 27\(A auch eine offene Menge ist. 
Stimmt ¢ in U, mit der Distribution gy, aus $* tiberein und ist {«,} i=0,...,k 
eine der Uberdeckung {U,} i = 0, . . ., & untergeordnete Zerlegung der Einheit, 
so gilt, wegen aa, = 0, 





k 
ap = 2) emi Hs 6 9’. 
in 


y gehért also genau dann zu Lf, wenn fiir jeden Punkt a ¢ Q eine Umgebung 
existiert, in der p mit einem Element aus $* iibereinstimmt. 

Dementsprechend kann man sagen, wenn s eine nicht-negative ganze Zahl 
ist, daB g genau dann zu Lf gehdrt, wenn fiir jedes |P| < s D?¢— lokal in 
Ta) liegt. 

Viele Eigenschaften der Raume 9? lassen sich auf die Raume tibertragen. 
Zum Beispiel fiir s’ = s gilt die Beziehung 2% c Lf, und die Injektion 23+ Lf 
ist stetig. 

Dem Satz 2.3 fiir die Raume 9° entspricht fiir die Raume 24 der 

Satz 3.2. Es sei 

P(z,D)= 3) ap(x)D? 
IPi\am 
ein Differentialoperator der Ordnung m und mit Koeffizienten ap¢ €. Dann ist 
die Abbildung y + P(x, D) gy von 2), in Q5-™ stetig. 

Beweis: Es sei ,, eine Folge, die gegen Null in 2f konvergiert, und seien 
a, B €Do, wobei B = 1 auf dem Trager von « gilt. Aus a P(z, D) y, 
= «a P(x, D) (B¢,) folgt wegen Satz 2.3 die Konvergenz der Folge a P(z,D) 9, 
in 9*-™. 

Fir m = 0 erhalt man 
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-— Satz 3.3. Es sei a € E und p¢ Lh. Dann gilt ap € Lh, und die Abbildung 
y > ap von LF in Lb, ist stetig. 
Charakterisierung der Topologie von 2°,. 
Es sei {B,} eine Ausschépfung von 2 (2 = U B, Bc Bc :: ‘ mit 
‘ 
kompakten Mengen B,. Es sei p, die Halbnorm definiert durch 
Pi(G) = f \ol dx (yp € 2). 
i 
Fiir a € Dg sei p, die Halbnorm definiert durch 


“™ 
P2(y) = lagl§ =f jagitdz (y € 22). 


Ist A der Trager von «, so gilt wegen der Parsevalschen Gleichung 
“ 
rely) = { |agP da = f jag? dz = f jag dz = epi(p) 


mit ¢ => 0, c= Sup|a|? und Ac B,. Ist nun «¢€9D und gleich | auf einer 
Umgebung von B,, so gilt 


2(9) = f |gitdz < f lagl*dz =f \agi* dx = p2(q). 
p? (¢) {i «sf \ag| Sf |x| p2(p) 


Die Halbnormen p, und p, definieren also auf 22, dieselbe Topologie. Dies 
wird spater fiir uns von Nutzen sein. 


§ 4. Elliptische Differentialoperatoren 


Es sei P(x, D)= 3° a;(x)D? (apé €). Der homogene Operator 
|\Pi sm 


P,(x, D) = = a“p(x) DP 


heiBt der Hauptteil von P(x, D). Mit P(a, D) bezeichnet man den Operator 
mit konstanten Koeffizienten 


>» a«p(a) D?. 
\Pism 
Nach § 0 entspricht dem Operator P(a, D) ein Polynom, das man mit 
P(a, €) bezeichnet. Man hat also: 


P(a, £)= EF ap(a)é?. 


sm 
Das Polynom P,(a,&)= 3° ap(a)é? hei®t die homogene Form des 
iPi=m 
Operators P(a, D). 

Definition. P(a,D) (oder P(a, &)) heift elliptisch, wenn die zugehdrige 
homogene Form P,(a, &) fiir & reell genau dann verschwindet, wenn & = 0 ist. 
(Man sagt auch, P(x, D) ist im Punkt a elliptisch, wenn P(a, D) elliptisch ist.) 
P(x, D) heift elliptisch, wenn P(x, D) in jedem Punkt a ¢ R% elliptisch ist. 

Aus der Definition folgt unmittelbar, daB ein Operator P(x, D) genau dann 
elliptisch ist, wenn sein Hauptteil P,(x, D) es ist. 
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Bei Satzen iiber elliptische Operatoren wird diese Tatsache oft ausgeniitzt. 
N 
Beispiele: Der Laplace-Operator 4 = >° aa ist elliptisch ; der Tricomische 
i=1 


Operator z, oi + i ist in der oberen Halbebene elliptisch; der Warme- 


Operator Z — a ist nicht elliptisch. 

Ein gewohnlicher Differentialoperator ungerader Ordnung mit reellen 
Koeffizienten kann nicht elliptisch sein. 

Fir elliptische Operatoren gilt der 

Satz 4.1. a) Ein elliptischer Operator (mit konstanten Koeffizienten) P(D) 
der Ordnung m geniigt den Ungleichungen 


1+|P(é? _ p, ; 
(1) K < pie SK’ (K>0,K'>0). 


Diese Ungleichungen sind fiir homogene elliptische Operatoren P(D) charak- 
teristisch. 

b) Ein homogener elliptischer Operator (mit variablen Koeffizienten a,» <¢ €) 
P,(x, D) der Ordnung m lapt sich in der Form 





t 
Po(z, D) = J’ a, (x) P,(D) 
i=1 
darstellen, wobei die Polynome P;(&) homogen und elliptisch sind und (1) ge- 
niigen. AuBerdem sind die a, beliebig oft differenzierbar. 

Beweis: Es sei P(D) ein homogener Operator elliptischen Typs der 
Ordnung m. Zunachst zeigen wir, daB P(é) den Ungleichungen (1) geniigt. 

In der Tat, fiir 9 > 1 gelten die Ungleichungen 

, — IP(é)l* , - 
(2) K,<- a < Ki (K,>0,Ki>0). 

Auf der Einheitskugel gelten die Ungleichungen (2); denn das Polynom 
|P(&)|* ist nach oben und nach unten wegen |P(é)|? > 0 beschrinkt. Wegen 
der Homogenitaét von P(é&) gelten die Ungleichungen auch fiir o > 1. 

Damit gilt fiir 9 = 1 
K.< mn fer < Ki (K,>0, Ki>0). 
Andererseits gilt fir 9 < | 

K, = 1+ 1PO" s K: 4K, >0, Ki >0 
3= i+o = 3 (A,>0, Ky >0). 

Nimmt man K = Min (K,, K;) und K’ = Max (K3, K3), so erhalt man die 
Ungleichungen (1). Nun sei umgekehrt P(é) ein homogenes Polynom vom 
Grade m, das (1) geniigt. Dann ist P(é) elliptisch; denn andernfalls gabe es ein 
&,+ 0 mit P(é&,) -= 0. Wegen der Homogenitét von P(&) wiirde dann auch 
gelten P(t&,) = 0. Dann hatte man aber lings der Geraden £ = ¢€,: 

1+ |P(6)|* _ 6 
wen 420 
und dies wire ein Widerspruch zu K > 0. 
Math. Ann. 141 





, 
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Nun nehmen wir an, da8 P(D) nur elliptisch ist. Wir machen die Zerlegung 
P(&) = Py(é) + Py(é) 

mit P,(&) + 0 fiir alle und Grad von P,(é) < m = Grad von P,(é). Fiir P,(é) 

gelten die Ungleichungen (1), und P(é) geniigt der ersten Ungleichung von (1). 


Zu zeigen hat man nur, daB fir geniigend groBes § der Ausdruck i er 


nach oben beschrankt ist. Ist aber & geniigend groB, derart da8B Pet < ~ 
0 
ist, so gilt 











1+ |P(é)|*? — 1+ |Polé)/ 
i+’ = (+e) 

Damit ist a) bewiesen. 

Nun sei Z der Vektorraum, der von den elliptischen homogenen Polynomen 
(mit konstanten Koeffizienten) des Grades m erzeugt wird (siehe Mat- 
GRANGE [9]). Z ist von endlicher Dimension. Es sei {P,(D)} i = 1, ..., 1 eine 
Basis von £, die aus elliptischen homogenen Polynomen besteht. Dann 14Bt 
sich P(x, D) in der Form 


l 
P(x, D) = 3 a,(x) P,(D) 
i=1 


P,(é) 2 9 7 
a+ Pe)| =a *- 





mit a,¢ € darstellen: Man kann naimlich 


P(D)= 3’ B,pD? 
|P| =m 


P(x, D) = ¥ a(2) P(D) = ¥ Bip(2) a (2)D?=_ F ap(z)D? 


und 


schreiben. Andererseits, da die Matrix (f;p) den Rang / hat, gibt es 
Bip, ---, Bip, t= 1,...,1, 80 daB die Determinante des Gleichungssystems 


Bip,+*** + Bip,a.= ap, 


Bi pa + ce Bip.a= ap, 


verschieden von Null ist, und dann kann die Lésung {a,} i = 1, .. .,/ linear 
durch die ap, ausgedriickt werden, die nach Voraussetzung beliebig oft diffe- 
renzierbar sind. Damit ist der Satz bewiesen. 

Definition. Ein Differentialoperator P(x, D) der Ordnung m heift quasi- 
elliptisch, wenn fiir jedes Q aus p 6 Dp und P(x, D)pé Qh die Bezichung 
yp € 25+ ™ folgt, wobei s eine beliebige reelle Zahl ist. 

Satz 4.2. Es sei P’(x, D) ein Differentialoperator der Ordnung m, P,(x, D) 
ein Operator von niedriger Ordnung. Dann folgt aus der Quasielliptizitat von 
P(x, D) = P’ (x, D) + P,(x, D) die Quasielliptizitail von P’(x,D). . 

Beweis: Es sei P(x, D) = P’(x, D) + P,(z, D) quasielliptisch und 
P(x, D) p € 2p. Wir zeigen nun, daB p ¢ Lf ™ gilt, wobei w (wc Q) eine offene 
relativkompakte Menge ist. Aus P’ (x, D) @ ¢ 2 folgt P(x, D) p ¢ 2%,. Da auf 
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jeder offenen relativkompakten Menge w jede Distribution von endlicher 
Ordnung ist [11], kann man 


P(z, + pee ren D? fp mit fp¢ LR.) = 2 


annehmen. Es gibt also, wegen na 3.2, ein k (z. B. k = —n) mit P(z,D) p< 2, 
und damit gilt, wegen der Quasielliptizitét von P(z, D), die Beziehung 
gp €2**™. Da P, (x, D) héchstens die Ordnung m — 1 hat, gilt auf Grund von 
Satz 3.2 P,(z,D)p¢2**+?. Dann gilt im Falle k 4-123 die Beziehung 
P(x, D)@ € 2, und damit p ¢ 24>". 

Ist nun k 4-1 <s, so hat man P(z, D)p¢ 2**! und damit pe 2k+™*!. 
Nach endlich vielen Schritten kann man g ¢ 2**+"*+* mitk+m+t2sim 
erreichen, d. h. g ¢ 23+ ™. Da fiir jede offene relativkompakte Menge (wc 2) 
gy € 22 *™ gilt, gilt auch m € 25+”. Damit ist der Satz bewiesen. 

Korollar. Ein Differentialoperator P(x, D) ist genau dann quasielliptisch, 
wenn sein Hauptteil P,(x, D) es ist. 

Der Satz 4.2 besagt namlich (mit P,(x, D) = 2. ap(x)D?), daB die Quasi- 

pie 


elliptizitat von P(x, D) die Quasielliptizitat von "Pola, D) zur Folge hat. 
Andererseits, wendet man den Satz auf den Fall P,(z, D) = P(x, D) + 
+ (—P,(x, D)) an, so folgt aus der Quasielliptizitat von P,(z, D) die Quasi- 
elliptizitaét von P(x, D). 

Auf Grund dieser Aquivalenz braucht man also bei quasielliptischen (wie 
auch bei elliptischen) Operatoren die Satze nur fiir den Hauptteil zu formulieren. 

Definition. Hs sei P(x, D) ein Operator der Ordnung m mit der Eigenschaft, 
dap aus P,(x, D)p ¢ 2°, die Bezichung p ¢ 2% folgt (insbesondere besitzt ein 
quasielliptischer Operator P(x, D) diese Eigenschaft). Mit A} bezeichnet man 
den Raum derjenigen p aus 2°, mit. P,(x, D) gp € 2°, versehen mit der grobster 
lokalkonvexen Topologie, fiir die die Abbildungen py p und py > P,(x, D)@ 
von A® in 2°, stetig sind. p konvergiert also gegen Null in A? genau dann, wenn p 
und P,(x, D) @ beide gegen Null in 2°, konvergieren. 

Auf Grund von Satz 3.2 stimmen die Raume A}} und 27) mengentheoretisch 
iiberein. A?) ist metrisierbar; seine Topologie ist namlich durch die abzéhlbare 
Familie von Halbnormen 


Qu (Y) = {pi(y) + pE(Po(x, D) q)}'" 
definiert (siehe § 3). 

Af, ist auBerdem vollstandig: Ist nimlich gy, eine Cauchyfolge in A}, dann 
sind g, und P,(z, D)g, Cauchyfolgen in 2°. Wegen der Vollstandigkeit von 
2? gibt es p ¢ 29 und yp ¢€ LP mit 

Pn>P> Polx,D) Gn y- 

Man muB zeigen: py = P,(x, D)g. Da die Topologie von 2?, starker als die 
durch 9’ in 22, induzierte Topologie ist, hat :nan ¢,, > ¢ in D’, und damit gilt, 
wegen der Stetigkeit der Ableitung in 9’, P,(x, D) gy, > Po(z, D)g in 9’. 
Andererseits konvergieren die P,(z, D)qy, in 2?, und damit in 9’ gegen y. 
Daraus folgt Py(z, D) gp = y. 


3* 
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A’, ist also ein F-Raum. 

Da die Abbildung gy > p von 27 in A} trivialerweise stetig ist, ist diese 
Abbildung sogar ein Isomorphismus zwischen den §-Raumen A} und 2% 
({2], Kap. 1). Es gilt also der 

Satz 4.3. Die F-Raume A} und Lf sind zueinander isomorph. 

Fir den Beweis der Elliptizitat eines quasielliptischen Operators ist auch 
wichtig der 

Satz 4.4. Zu jedem nicht elliptischen homogenen Operator P,(x, D) gibt es 
eine lineare Koordinatentransformation y = Ux + b derart, daB der Koeffizient 
der m-ten Ableitung des newen Operators beziiglich einer der neuen Veriinderlichen 
(z. B. yy) den Nullpunkt als Nullstelle hat. 

Beweis: Es sei y = Mx + b, wobei A eine Matrix und b ein noch zu be- 
stimmender Vektor ist. Wir schreiben: 


o_o $4.2 
a2; = 2 13 Oy, * 
Dann gilt: 
ah fors+ Py 


P(x, D) = aK yf 2 ap(2) (@2,)":... (@xy)?¥ 


' 


=(2xi)" >» av(2)(Z A;.1 a. ): (DAs Q +): - 


a 1 Oy, 
Ju YW, WP; Yi, P, 


C7] a 
ee 2 A;,.¥ 45 cee » A; yaa 
(z a 2%y, (. Py mm Oy Py 


-1 
o (2x 2 ap(A(y—b)) A; °° *Asps’** Aine" 
i |P\=m 


o™ 
Asp OM, OMp OW, ON, “ , 
Ist jy=***=hp,=***=iv,=°*'*=inepy=N, so erhilt man als 
Koeffizient von hat 
B(y) = 5 arly —b)) (Ay )Pi+++ (Ay ys. 


Da P,(zx, D) nicht elliptisch ist, gibt es ein x® und einen von Null ver- 

schiedenen Vektor £°= (£9, . . ., £%), so daB 
ZS cep(2*) (P+ ++ (ERIP# = 0 
|Pi=m 
gilt. Es sei nun y,= %2°+ b. Nimmt man b = —%x° und als A eine Matrix 
mit Ay,= & und |%| = 1, so erhalt man: 
BO) = _S ap(z*) (BYP + (ER)P¥ = 0. 
|= 

Hauptsatz 1. Jeder Operator P(x, D) der Ordnung m, dessen Hauptteil 
P(x, D) die Eigenschaft besitzt, daB aus P,(x, D) gp € 29, die Beziehung g ¢ 2” 
folgt, ist elliptisch. Insbesondere ist jeder quasielliptische Operator elliptisch. 
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Beweis: Es sei P(z,D) ein Operator mit der Eigenschaft, da8 aus 
P, (x, D) p € 29, die Beziehung  ¢ 27% folgt. Wir zeigen, daB die Annahme, daB 
P(x, D) nicht elliptisch ist, zu einem Widerspruch fiihrt. 

Dann ware namlich auch P,(z, D) nicht elliptisch und kénnte nach 
Satz 4.4 in der Form 


P,(x, D) = «(z) - om + 2 ap(x)D? 


O2% |P| =m 
mit 
a(0)=0 
und 
ght +++ Py 
D? = ——3——a wr SC Py < ™) 


(O2,)P1 +++ (Oxy)? x 

geschrieben werden. In einer offenen Umgebung des Nullpunktes gilt 
\a(x)| S K+ 0, wobei K eine nicht-negative Konstante ist. Einfachheitshalber 
nehmen wir 2 = {x; 9 < 2}. Wegen der Satze 4.3 und 3.2 folgt aus m+ 0 in 
Am 2: : a" @ 
A} die Beziehung aR 

Es sei {B,} eine Ausschépfung von 2 mit abzaihlbar vielen konzentrischen 
Kugeln B,. Dann gibt es also nach der Definition der Topologie in A% und 2°, 
zu jedem B, ein B, (B,C B,) und eine Konstante c >'0 mit 


| 6 @ |2 
See aes (J Jill? az + fie (x, Digitae) 





B 


fiir alle m ¢ AZ. Damit gilt: 


mel 4 < ,j2 + 2"? 4 P ol? 
[lBsfeese fvteesn folegteeen (Zier) ee 
ke’ an” *” 


ik 


Nun sei B, die Einheitskugel und eine Funktion, deren Trager in B, liegt. 
Dann gilt: 


Sis “de se f |pitdx +e, f o|F2! dz +e {(Z|DP gl) az. 


Es sei 9) (x) = (=) mit 0<e<1. Da der Trager von q,,)(z) in der 
Kugel mit Radius e enthalten ist, gilt die Ungleichung 


hak Ae 2m 2 oot fle tae. P op \2 
in| dzsc-e fil dz + ce fe aay | dz af (ZIP elt) dz 
Damit gilt auch: 
| Omg |2 2 
ae dz< af (Z \D? o| az. 
Aber diese Ungleichung wird auch von der Funktion 


9M) = 9 (p++, ty-»—*) (0<y<1) 
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erfiillt. und infolgedessen muB auch die Ungleichung 


gelten. Dies ist ein Widerspruch: denn wenn yu gegen Nuil konvergiert, kon- 
vergiert auch die rechte Seite der Ungleichung gegen Null. wahrend die linke 
Seite konstant verschieden von Null bleibt. Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 

Fir den Beweis der Umkehrung dieses Hauptsatzes braucht man cinige 
Satze (vgl. [10] und [9}). 

Satz 4.5. Es sei s > 0 und P,(a, D) elliptisch. Dann gibt es eine kompakte 
Umgebung A von a, so dap die Abbildung g -> Po(x, D)q von R%, in RY ein 
Monomorphismus ist. 

Beweis: Da nach Satz 2.3 die Abbildung gy > P,y(x, D)p von &% in &*, ” 
stetig ist, braucht man nur zu zeigen, daB in ciner geeigneten kompakten 
Umgebung A von a die Beziehung 


q ls = : kh 5 Po (x, b) q s m 
fiir p € R% gilt. 
Da s = 0 ist, gilt nach Seite 28 und den Ungleichungen (2) von Satz 4.1: 


"2 -_— ! 9 P 1 214 io 9 
[Po(a,D) gli m= f \Pola.DygPor* dé — f |Pola, 8)? |G) Por*-™ dé z 
p21 » 


0 eel 


K’ of le (Eyl? od, 
ez 
d. h. |Po(a, D)gi.-m = K+ gq, mit K’ --0, wobei K’ von der Menge A 
nicht abhangt. 
Es sei nun 
P,(x, D) = Py(a, D) + Po(x,D) mit Po(z,D)= J (ap(x) — ap(a))D". 
Pi=m 
Aber nach Satz 2.5 gilt (mit dem A dieses Satzes) fiir g “ 8%, (mit einer 
Translation): 
i Polz, D)¢ sm Ss eligi, ° 
1 


Damit gilt mit K”’ = KR: 


lgl, = K’ | P,(a, D) gi,» & K” | Po(z, D) ql,-m + K’ | Po(z, D) l,m 


SK" | P4(x, D) gy, m+ eK’ S¢l.. 
dh. 
(lL —eK”) |¢,| = K" | Po(z, D) @|s—m - 


a . 1 “ 
Nimmt man z. B. als ¢ die Zahl >—.; , so erhalt man 


ipl, = 2K" | Po(z, D).¢),- mW. z. b. w. 


Satz 4.6. Es sei P,(x,D) elliptisch und 8 beliebig reell. Dann folgt aus 
P,(x, D)y € Lf," und p € Li; ' die Beziehung wp € Lt. 
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Beweis: Man muB zeigen, da es fiir jeden Punkt a € 2 eine Umgebung 
gibt, in der p mit einer Distribution aus §* tibereinstimmt. Wir betrachten 
zuerst den Fall s = 0. 

Es sei A eine kompakte Umgebung von a wie beim Satz 4.5. Wir zeigen 
nun, daB fir y € 9, (B kompakt mit Bc A) yo ¢ RX, gilt. 

Nach der Leibnizschen Formel gilt: 


Po(z, D) (yy) = pPol(z, D)p + Pi(z, D)¢, 
wobei P,(z, D) héchstens der Ordnung m— 1 ist. Daraus ergibt sich 


P, (x, D) (pq) € Ri". 
Man hat: 


P,(z, D) Sasl¥)— Ve wn taslPolz, ivei}— — P,(z, Pv) 





ios Tr, Po(z, D) ane haa D) 
h 





Ta, (PQ) 


und fiir geniigend kleines h gilt z,, (pq) € X''. Nach Satz 1.1 konvergiert das 
erste Glied der rechten Seite in R*;"~', wenn h gegen Null strebt. Da die 
Multiplikation eine.stetige Abbildung von € x R7"~' in R>"—' ist, kon- 
vergiert ebenfalls das zweite Glied in R*>"~', und zwar gegen den Grenzwert 


x ka ye (P,(x,D)= 3 p(x) D?). Aber nach Satz 4.5 korivergiert 
|P|= 


(V0) — 


|P|= 
—= in &*-', wenn h gegen Null strebt. Es gilt also 
(j= ‘. , NV), und damit gilt nach Satz 1.1 pq € &,. 


Wir fahren nuri;den Fall s < 0 auf den Fall s = 9 zuriick. 
Es sei 


“ee € RK 1 


f A\e , 

fi Ay r->. 
wobei g eine noch zu bestimmende nicht-negative ganze Zahl ist. Ein solches ¢’ 
existiert und ist ein Element aus 2}, **~'. Hierfiir geniigt es, wegen 


(s— ) =1+¢, 
2 Yap ft 
e*~ +e¥ 
zu setzen. Ferner gilt lokal 
(l if o*)(** 2q-—1)/2 y= (1 + o*)¢-D?2 Be LP. 


Andererseits hat man: 
{ A q ’ ( 4\@ 2 ; 
(1 _ 7) P,(x, D) py’ = Po(x, D) (1-35) gy’ + z Qp(x, D)D? » 


(2; D)¢ 43 x Qp(z, D)D? ¢’ 





wobei die Operatoren Qp héchstens der Ordnung 2q — 1 sind. Damit gilt 
/ A \e F = 
(1— 455)" Pelz, D) y'€ £5 





40 Jost Nieto: 
Es sei y €D,. Wegen 


(1 — <a)" ty Polz,D) ¢')= y|(1— gas)" Pole, D) | + P, (x, D) (Po(z,D)¢’) 


(P,(z, D) ist héchstens der Ordnung 2g—1) und P,(z, D)g’¢ 2>™* 21} 
gilt 

A \a@ : 
(1—S) [pPo(z, D) gp’) «R5™. 


Durch Fouriertransformation erhalt man: 
yPy(x, D)g' € Rit 2—™, 
d.h. P,(x, D) gy’ € 25+ ?4-™ Durch Anwendung des ersten Teiles des Beweises 


auf den Fall 
P,(x, D)qg’€ 23 +24-™, gE Qst2-1 (9 4 2g > 0) 


erhalt man g’ € 2+ ?¢ und damit (1 _ ia)'¢' = p € 2. 


Hauptsatz 2. Jeder eiliptische Operator ist quasielliptisch. Insbesondere 
besitzt der Hauptteil P,(x; D) eines elliptischen Operators P(x, D) der Ordnung m 
die Eigenschaft, daB aus P,(x, D)p € 2°, die Beziehung y ¢ 2% folgt. 

Beweis: Man braucht nur zu zeigen, da8 aus der Elliptizitat von P,(x, D) 
die Quasielliptizitat von P,(x, D) folgt (vgl. P. Lax [7]). Es sei P,(x,D) pe Qt,” 
und w (mC Q) eine offene in 2 relativkompakte Menge. Auf w ist @ eine 
Distribution endlicher Ordnung: Es gibt also ein k mit p ¢ 2*. Ist k > 8, so hat 
man  € 2§. Auch im Falle k < s gilt die Beziehung ¢ ¢€ 2}. Es sei namlich 
s—l1<s k<s. Dann ist p ¢ 2°~' und nach Satz 4.6 gilt p € 2°. 

Es sei nun k < s—1. Dann gilt p ¢ 2 = Q¢*+—! Pi (x, D)p € QEtD-™, 
und damit gilt nach Satz 4.6 g ¢ 2**+!. Nach endlich vielen Schritten kann man 
gy €<2***, mit s—1 < k+1<s, erreichen. Auf diese Weise wird dieser Fall 
auf den vorangehenden zuriickgefiihrt. Da fiir jedes w (wc 2, m relativ- 
kompakt) g € 2* gilt, gilt auch » € 2f. Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 
' Aus den Hauptsatzen 1 und 2 folgt der 

Hauptsatz. Ein Operator ist genau dann elliptisch, wenn er quasielliptisch 
ist. Ein Operator P(x, D) ist genau dann quasielliptisch, wenn sein Hauptteil 
P,(x, D) die Eigenschaft besitzt, daB aus P,(x, D)p € 2°, die Beziehung  ¢ 2” 
folgt. 

§ 5. Hypoelliptische und Formalhypoelliptische Operatoren 

Aus dem Hauptsatz lassen sich einige Folgerungen ziehen. Zum Beispiel: 
Jeder elliptische Operator P(x, D) besitzt die Eigenschaft, daB aus 
P(x, D)@ € Eg die Beziehung oy ¢€ Ey folgt; denn aus P(x, D) p € Eg= n ok 
folgt P(x, D)p € 2f, fiir jedes s, und damit gilt m ¢ 2i*™ fiir jedes s, d.h. 
gy & n 25° "= Ep. 

Definition. Ein Dijfferentialoperator P(x, D) heiBt hypoelliptisch, wenn jede 
Distribution ~ € Dp mit P(x, D) p € Eg ein Element aus Eg ist. 

Jeder elliptische Operator ist also hypoelliptisch. 
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r 





Wenn andererseits P(z, D) in einer offenen Menge 22 elliptisch ist, dann 
ist fiir jeden Punkt a ¢ Q der Operator mit konstanten Koeffizienten P(a, D) 
elliptisch und damit hypoelliptisch. Nach Satz 4.1 hat man fiir verschiedene 
Punkte a,b aus Q die Beziehung: 

1 + |P(a, &)|* ' 
Ks T+ Pear = *: 
wobei K und K’ nicht-negative Konstanten sind. Ein Operator mit dieser 
Eigenschaft heiBt formalhypoelliptisch (siehe HOrmanprER [5] und Mat- 
GRANGE [9]). Man hat also die folgende 

Definition. Zin Operator P(x, D) heift formalhypoelliptisch in einer offenen 
Menge Q, wenn die zwei folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

a) Fiir a € Q ist P(a, D) hypoelliptisch 

b) Fiir je zwei Punkte a,b aus Q sind die Operatoren P(a, D) und P(b, D) 
gleichstark im folgenden Sinne: Es gibt Konstanten K > 0, K' > 0 mit 

1 + |P(, &)|* , 
Ks Tp pear = & 

Jeder elliptische Operator ist also formalhypoelliptisch. 

MALGRANGE [9] und Hé6rmanpeEr [5] haben kiirzlich bewiesen, daB jeder 
formalhypoelliptische Operator hypoelliptisch ist. 

Wir geben nun ein Beispiel eines homogenen hypoelliptischen Operators, 
der in keinem Punkt hvpoelliptisch ist. Man geht dabei von dem Warme- 
Operator : 

a e 
at (Oa 
aus, der bekanntlich hypoelliptisch ist. Durch die Koordinatentransformation 


1 
s=t+52 


y= 2 
erhalt man in den neuen Variablen y, s den Operator 


a a at 
—(¥° a + 29 anay + Gy) 
der homogen und hypoelliptisch ist. Es laBt sich leicht zeigen, daB der Operator 


{ a o a t) @ \2 
P(a, D) =—(¥5 355 + 280 35a + Bye) = — (135 + ay 
mit @ = (Yo, 8) nicht hypoelliptisch ist. Denn fir jede lokalsummierbare 
Funktion u(t) geniigt die Funktion ¢(y, s) = u(s— yoy) im Sinne der Dis- 
tributionstheorie der Gleichung: 


to) r) 
(¥0 sat iy) g@=0 alsoauch P(a,D)p=0. 


y braucht aber nicht beliebig oft differenzierbar zu sein. 
Durch die Beziehung des Operators P(x, D) zu den Operatoren P(a, D) | 
kénnen sich also hypoelliptische Operatoren wesentlich von den elliptischen 
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unterscheiden. Wahrend man bei einem Operator P(x, D) aus der Hypo- 
elliptizitét von P(a, D) auf die Hypoelliptizitat von P(x, D) schlieBen kann, 
wenn die ,,Starke“‘ von P(a, D) unveraindert bleibt (siehe Seite 41), kennt man 
noch nicht geniigend allgemeine Bedingungen, unter denen die Hypoelliptizitat 
von P(a, D) aus der Hypoelliptizitat von P(x, D) folgt. Ob ein hypoelliptischer 
Operator vom Haupttyp (siche HOrmanpDER [6], Kap. IV) mit reellem Haupt- 
teil und mit beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten in jedem Punkt hypo- 
elliptisch ist, mége als Frage dahingestellt bleiben (dies gilt sicher, wenn die 
Koeffizienten analytische Funktionen sind. Herr Prof. MaLGRanGE hat mich 
darauf aufmerksam gemacht). Dies ist verkniipft mit der Frage, unter welchen 
Bedingungen aus der Hypoelliptizitat von P(z, D) auf die Elliptizitat von 
P(x, D) geschlossen werden kann. Es ist hier zu bemerken, daB nach einem 
Ergebnis von H6rmanpDER ([6], Seite 239) jeder formalhypoelliptische 
Operator vom Haupttyp elliptisch ist. 
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Uber multiplikativ benachbarte Funktionen Il 


Von 
Hans-Joacuim KANo.p in Braunschweig 


Wir beziehen uns in dieser Note auf eine friihere [1]. Zuerst wollen wir als 
Verallgemeinerung ver6ffentlichter Ergebnisse den folgenden Satz beweisen. 
Satz 1. Hs sei N die Menge aller natiirlichen Zahlen; N’' CN. Mit n'c NR’ 
sei auch d ¢Q fiir alle d\n’. Es sei ferner D*(R’) = 6 = 6 = D*(N’). Wenn wn’ 
die Menge X' durchléiuft, durchlauje {(n') die Menge FN. Endlich sei 


= ie) O(z), und fiir ein gegebenes, nichtnegatives, gonzes a auch 
D*(F’. «)= 0. Dann ist D* (2, ,,) = Sd und D*(X',,.,) = 3. Falls auch F oN 


und D*(¥ _)=0 ist, gelten die gleichen Aussagen auch fiir R’ , ,. 
Rewcis, Wir miissen zeigen. daB 


1, sr feel) _ ayy) 
re n’ 
wilt. Es soniigt, det Beweis fiir a =: 1 zu fiihren. Denn /, ,(”) kénnen wir uns 
hrittweise aus fi) uber f, ,(n),..., fey (n) entstanden denken. Sei jetzt 
(2) n'= pi’... pi 
dic Primzahlpotenzcrlewung eines n’¢ QR’, vn’ = x. Dann haben wir 
fn’) 
} Ee f(pix) + 1 l i(") 
(3) = fT lee + P i , 
xeel Pu* - dn . =< 


Dabei erstreckt sich diese Summe iiber die 2° Teiler von n’ der Gestalt 


(4) d=p...ps mit ~,=a, oder 0 fiir x= 1,...,h 
Aus (3) ergibt sich nun 
(5) Zit = 27 2 Ma) F- 
72 
Nach Voraussetzung ist 
(6) b fe) <Kz 


fiir alle x mit einer geeignet gewahlten positiven Konstanten K. Nach (5) 
und (6) erhalten wir 

'- y fyi’) a , y’ ] 4 z* , 

(4) = (Kz 2 3 <_S . 


a2 dst 
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Aus einem friiher bewiesenen Satz [2] folgt nun sofort die Richtigkeit unseres 
Satzes. Fir’ kénnen wir speziell die Menge der quadratfreien Zahlen nehmen. 

‘Dann stellt der folgende Satz ebenfalls eine Verallgemeinerung eines friiheren 
dar [1] (insbesondere Satz 5). 

Satz 2. K sei eine beliebige positive Konstante. Es sei N’ die Menge aller 
quadratfreien natiirlichen Zahlen, die nur Primteiler > K besitzen; {(n’) sei eine 
multiplikative Funktion, die fiir alle n’cQ’ erklart ist; ferner sei F' CN, 

lim f(n’) = oo, 2 fe). ) = O(zx), Q die Menge der Quadrate aller ganzen Zahlen. 


n'—> co n st 
Wenn D*(F',,.) = 9, a= 0, ganz, ist F'..\Q eine unendliche Menge. Wenn 
Fao RN und D*(F_,) = 0, ist F_.\ Q eine unendliche Menge. 

Beweis. Wir beachten, daB aus lim f(n’) = co auch lim /,,(n’) = co und 


n'—» co n’—> co 


mit der weiteren Voraussetzung F'_,°% auch a f__(n’) = ce folgt. Die 


Menge %’ erfiillt die Bedingungen von Satz 1. Also ist t ('.,..) = 6, bzw. auch 
D*(R_, ,.) = 5. Wenn 6 > 0 erfiillt ist, dann gibt es zwei verschiedene quadrat- 
freie Zahlen n;, n; aus N’, fiir welche (bei entsprechenden Vorzeichen) 


(8) fa oli) = foals foal Gets) =e 

mit beliebig groBem ganzzahligem Q (bei passend gewahlitem K) gilt. Daraus 
kénnen wir sogleich die Richtigkeit von Satz 2 erkennen. Wir miissen also nur 
noch 


(9) D*(N’') = 5>0 


nachweisen. Seien p,<--- <p, <= K die der GréBe nach geordneten Prim- 
zahlen, welche K nicht iibertreffen. N’ ist die Menge aller quadratfreien Zahlen, 
welche zu p,p, .. - p,y= P teilerfremd sind. M sei diejenige echte Obermenge 
von 2%’, die aus allen Elementen m = n’n® besteht, wobei n’ alle Elemente 
von %’ durchlauft und n? alle natiirlichen Zahlen, die jeden ihrer Primteiler 
mindestens in der zweiten Potenz enthalten. Es ist 

(10) lim ei) > 9(P) it >0, 

-Z7@ 

wenn M(z) die Anzahl der m € M, m < zx bedeutet. Aus einem friiher bewie- 
senen Hilfssatz [3] folgt, fir N’= FG, a= 1, B = 0: 


(1) Aus Em 7) 2=6§ folgt 0< lim *© < 302-306. 
20 z+ 
Damit ist Satz 2 bewiesen. Als Beispiel zu unseren Satzen wollen wir die 
,identische‘ Funktion {(n) = n betrachten. Dann ist 
(12) g=2%, FM) a). 
Nehmen wir n’ in der Gestalt (2) pote an, so folgt 


k 
(13) faa(n’) = IT (pe +a). 
x=1 
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Um iiber D* (§', .) = D*(N', .) etwas aussagen zu kénnen, beachten wir den 
Satz 3 aus [1]. Fir beliebig vorgegebenes, ungerades a gilt auch (fiir K > a) 
(14) 2\fsa(pP) =p +a>0 
fiir alle Primzahlen p > K. Aus (13) folgt fiir jedes feste e < 1 
fe a (n’) bi Li i-s 
**— (logn’)'-*= IT (1 + i) (le I+) 2 
x= - x=1 


(15) 1 


> (logn’)!-* - —,_—_-—_-——_>¢>0 
a 
ieee 


mit einer passend gewahlten Konstanten c fiir alle n’, die héchstens, bei 
festem S, S — 1 verschiedene Primzahlen p > K in genau der ersten Potenz 
enthalten. Fiir die Menge der tibrigen n’ und den Wertevorrat ', ,, , gilt aber 
wie friiher 


(16) D* (F's.4,1) = 3-*. 

Wir erhalten schlieBlich 

(17) D* (F's a) = 9 

und daraus nach Satz 1 

(18) De (N',.,.) = 5; D*(R', 4.) = 8. 


Dieses Resultat kénnen wir in einem Satz so formulieren: 

Satz 3. Wenn N’ eine Menge von natiirlichen Zahlen mit positiver oberer 
asymptotischer Dichte ist, welche mit jedem ihrer Elemente auch dessen siimtliche 
Teiler enthélt, wenn 8 eine feste natiirliche Zahl bedeutet, so gibt es unendlich viele 
n'€N’ derart, daB zu jedem dieser n'’ mindestens s von n' und paarweise von- 


einander verschiedene Elemente nj, ..., n, aus N’ existieren, so dap 
(19) IT (p*+ a) = IT (p*+ a) =---= [7 (p*+a) 
pt | mn’ P| ni p2\n; 


erfiillt ist, wenn wir unter p* die bei den entsprechenden kanonischen Zerlegungen 
auftretenden Primzahlpotenzen und unter a eine gegebene ungerade (nicht not- 
wendig positive) ganze Zahl verstehen, vorausgesetzt, daf alle bei allen kanonischen 
Zerlegungen aller n'€ N' auftretenden p* > —a sind. 

Aus Satz 2 erhalten wir ebenso 

Satz 4. N’ bedeute wieder die Menge aller quadratfreien natiirlichen Zahlen, 
die nur Primteiler > K besitzen; a sei eine gegebene, ungerade, positive oder 
negative, ganze Zahl. Dann gibt es unendlich viele n'€ NX’, fiir welche 
(20) IT(p + a) = Q@ 

pin 

mit ganzzahligem Q erfiillt ist. 

Wir wollen im letzten Teil dieser Note noch einige Bemerkungen machen. 
Es sei /(m) eine beliebige multiplikative zahlentheoretische Funktion, fir 
welche F ¢ N erfiillt sein soll. Wir betrachten fiir alle Primzahlen p > K die 
Werte f(p). Es sei a>1 eine gegebene matiirliche Zahl. Von den Werten 
f(p), f+1(P) = f(p) + 1,-.--s fee-» (Pp) = f(p) + a — 1 ist, bei festem p, genau 
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einer durch a teilbar. Wir betrachten cine neue multiplikative Funktion g(n), 
welche wir so definieren: 


g(p*) = f(p*) fiir alle Primzahien p und «a > 1; 
(21) g(p)=f(p) fir alle Prinzahlen p = K; 
| 4(p) = fs,,(P) ~~ f(p) +7, fiir alle Primzahlen p > K , 


wobei r, eine der Zahlen 0, 1. ...,a— 1 bedeutet, von p abhangig ist und so 
gewahlit wird, daB 
(23 a\9(p) 


fiir p_- K gilt. Die Funktion g(n) erfaillt dann die Bedingung a) von [1], 
Satz 3. Es ist ferner g(x) ~ /(n). Wenn also 


(23) lim f{(n)n-) (logn)'-* > 0 
gilt, dann ist . 
(24) D*(G) = 0 (G = Wertevorrat von g(n)) . 
Wenn 
(25) lim ie n-'2>0, lim h(n) = 
ist, dann ist 
1 
(26) D*(G) <=. 
Aus 
lon) yr fin’) = O(r) 
on nse n’ 
folyt auch 
(28) A gs) = O(x) , 


wenn 2’ so wie in Satz | definiert ist. Wir kénnen also die Satze 1 und 2 in 
gecigneter Form auch fiir g(n) aussprechen. Gehen wir wicder von f(a) — « 
aus, so kénnen wir zu (19) und (20) analoge Aussagen gewinnen: Sei 6—- 1 
ganz, beliebig gegeben. so definieren wir g(x) durch (21) und r, so, daB 

(29) bi p rv, 


fir p> K,0< 1, ~ 6 gilt. Dann ist z. B. statt (20) 
(30) IT (p +1,) - @ 
» 


fiir unendlich viele x’< N erfiillt. Diese kurzen Ausfiihrungen mogen hier 

genizen. Wir wollen noch div folgende rage stellen: KOnnen wir auch einige 

Ergebnisse von [4] auf multiplikatiy benachbarte Funktionen ,,iibertragen* ? 

Sei /(n) — a,(n) = Yd" rvine feste nntarliche Zaht. Sei V(n) = k, die Anzahl 
dn 

der verschiedenen Primteiler sou ». eine feste, von x unabhangige Zahl. Sei a 

eine geoe bene natiiriiche Zahl. Rana dann die Gleichung 


(31) f, (uj) u-T= const = C 
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unendlich viele Lésungen n besitzen ? Wir wollen zeigen, daB dies, abgesehen 
von leicht tibersehbaren Sonderfallen, nie eintreten kann. Dazu beachten wir, 
daB fiir jede Zahl n,, die Lésung von (31) ist, gilt: 


k k 

(32) n= IT prex; IT(1 + Pos tooo + Py et + apr ey=C. 
x=1 x=1 " . 

Setzen wir zur Abkirzung 


(33) L+ pl tess + pire" + apy =4,, 


und nehmen wir an, es gabe unendlich viele verschiedene Lésungen n, von (31), 
dann wihlen wir wieder eine geeignete Teilfolge so aus, dab 


k 
(34) lim v,,=h,; ITh,=C 
e-o0 x=1 
gilt. Es ist nun 
Pox Pox -9 
(35) rrp; < v,< _ 7 (1 + apy rx). 


Dabei tritt das Gleichheitszeichen nur ein, wenn a-r-p,,~= 2 ist. Weil 
1 ] 1 . * 
dann aber 2=4,,=1+54°°'+ se + Ja fiir alle natirlichen Zahlen « 


o, i(m) 
: = 


gilt, erhalten wir die erwahnten Sonderfille - C, bei denen mit einer 


geraden Zahl » als Lésung auch wnendlich viele gerade Zahlen als Lésungen 
auftreten. Fiir a-r- p,,>- 2 gelangen wir nun wieder wie friiher zu ciner Fin 
teilung der h, in drei Klassen: 


I. Py, % fiir g > oo ergibt hy= 1, v= ht bys. box > 95 


Il. p,, und «,, unabhangig von ¢ ergibt h, - v,,, &.= 0; 
(36) IL]. Die p,, bleiben beschrankt fiir g@ + co; wir kénnen dann o. B. d. A. 
annehmen, daB p,, unabhangig von ¢ ist, also p,,= p, gilt, ferner, 
daB a,,— co erfiillt ist. Somit haben wir fir die Haufungspunkte 





der Klasse III 
(37) Boni <%= at Ons gy (1 + ops?*). 
Das liefert aber 
(38) fio ay: Ex > 0. 


Weil keiner der Haufungspunkte von unten angenahert wird, ergibt sich cin 
Widerspruch. Damit ist bewiesen, daB (31), mit Ausnahme der Sonderfille 
nur endlich viele Lésungen besitzen kann. Das Ergebnis ist enthalten in einem 
etwas allgemeineren Satze, welchen wir zum Schlu8 formulieren wollen. Sein 
Beweis ist nach dem Gesagten sofort einleuchtend. 

Satz 5. /(n) sei eine multiplikative zahlentheoretische Funktion, die nicht 
notwendig ganzzahlige Werte anzunehmen braucht. Wir betrachten nur solche n, 
die eine vorgegebene Anzahl k verschiedener Primteiler besitzen. Es sei fiir jede 
Primzahlpotenz p* der Wert {(p*) positiv und nach oben durch eine vow p' vn- 
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abhdngige Konstante beschriinkt. Dann besitzt die Gleichung {(n) = const héch- 
stens endlich viele Lésungen n, wenn aus f (pe) > h fiir irgendeine Folge von 
verschiedenen Primzahlpotenzen {pie} fiir hinreichend groBe @ entweder stets 
f(pye) < h oder stets f(pye) > h folgt. 
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Faktorklassen in Graphen 
Von 
K. Waaner in Kéln 


§ 1. Einleitende Betrachtungen 


Es sei G = E U K ein Graph’). StoBen an einer Ecke p ¢ Z genau n normale 
Kanten und s Schlingen von G an, so heiBt die Zahl n + 2s der Grad von p 
in @. Wir bezeichnen ihn mit y(p, @). Ein Graph G’= 2’  K’ heiBt ein Faktor 
von G, wenn E’= E und K’C¢ K gilt. G’= EU K’' (K'¢ K) heiBt ein /-Faktor 
von G, wenn y(p, G’) = f fiir jedes p ¢ E gilt, also die Anzahl der an p an- 
stoBenden Kanten von G’ (Schlingen doppelt gerechnet) fiir simtliche p ¢ Z 
konstant gleich / ist. G heiBt f-teilbar bzw. f-prim, wenn es (mindestens) einen 
bzw. keinen f/-Faktor von G gibt. 

Die Frage, ob ein Graph G = ZW K f-teilbar ist, kann weitgehend ver- 
allgemeinert werden, indem wir an die Stelle des konstanten f/ ein variables 
f(p) (p € B) setzen. Hierzu denken wir uns eine (eindeutige) Funktion I‘ auf Z 
mit ganzzahligen, nicht negativen Werten I'(p)(p¢ H) vorgegeben. Wir 
nennen @’= E Uv K' (K'¢ K) einen I-Faktor von G(= Ev K), wenn y(p, @’) 
= I(p) fiir jedes p ¢ E gilt. G heiBe I’-teilbar bzw. I’-prim, wenn es (mindestens) 
einen bzw. keinen J’-Faktor (mit dem vorgegebenen J") von G gibt. 

Die Menge samtlicher Faktoren von G zerfallt nun in bestimmte Aquivalenz- 
klassen, wobei jede Funktion I’ (ganzzahlig und nicht negativ) auf Z mit je 
genau einer (evtl. leeren) Aquivalenzklasse und umgekehrt jede nicht leere 
Aquivalenzklasse mit je genau einer Funktion J’, wie folgt, gepaart ist: Sind 
G,, G, zwei Faktoren von G(= E U K), so setzen wir 


G, ~ G, 


dann und nur dann, wenn y(p, G,) = y(p, G,) in jedem p € E gilt. Ist G, ein 
I’-Faktor von G, so ist also G, ~ G, gleichbedeutend damit, daB G, ebenfalls 
ein J-Faktor von G ist. Ist f eine ganze Zahl = 0, so bilden simtliche /-Faktoren 


1) Genauer gesagt, gehen wir von zwei elementfremden Mengen HZ und C (Z/7\C = @) 
und folgender Gleichheitsrelation aus: Wir setzen (p,k,q,) = (p.k2q3) (mit p,,q, € # und 
k, € C, v = 1, 2) dann und nur dann, wenn gleichzeitig k, = k, gilt und (p,9,), (p2q2) — als 
ungeordnete Paare aufgefaBt — gleiche Paare sind. Ferner sei K eine Teilmenge der Menge 
dieser Tripel derart, daB es zu jedem k ¢ C ein und nur ein (pkq) € K mit jeweils diesem k 
gebe. Dann heiBt HU K ein Graph G mit der Eckegmenge Z und Kantenmenge K. Da die 
Abbildung (pkq) — k (mit (pkq) € K) eine umkehrbar eindeutige Abbildung von K auf C 
ist, diirfen wir die Kanten (pkg) von @ auch kurz mit (jeweils diesem) k bezeichnen. Jede 
Kante (pkp) heiBt eine Schlinge. Zum Unterschiede hierzu nennen wir jede Kante (pkq) 
mit p + g eine normale Kante. Wir setzen im folgenden voraus, daB an jeder Ecke von G 
héchstens endlich viele Kanten von G liegen: 

Math. Ann. 141 4 
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von G genau eine Aquivalenzklasse, und zwar die Aquivalenzklasse mit J" = /. 
Die {-Faktoren bilden also spezielle Aquivalenzklassen, fiir jedes f = 0 je 
genau eine. Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, die von TuTTE und BELcK 
betrachteten hyper-/-primen Graphen (vgl. [3] fiir f = 1 und [1] fiir beliebiges 
konstantes, ganzzahliges {f > 1) fiir den allgemeinen Fall eines variablen J"(p), 
p € £, zu untersuchen und eine genaue Ubersicht iiber die Gesamtheit dieser 
Graphen, die wir im folgenden maximal J-prim genannt haben, zu schaffen*). 

Eine Folge von Kanten (p,_,k,p,), y=1,...,, aus G= EU K, aus- 
geschrieben : 


(poky Py), (PrkePe), - + ->(Pn-1knPn) » 


heiBt ein (von py nach p, fiihrender oder auch po, p, verbindender) Kantenzug 
in G (mit den Endpunkten po, p,), wenn je zwei Kanten k,, k,, 1 S » <p <n, 
der Folge verschieden sind. Wir nennen einen Kantenzug (p,_, k,p,), v= 1,...,%, 
beziiglich K,, K,(K,° K, K,° K) alternierend (kurz: K,, K, alternierend), 
wenn fiir jedes y = 1, ..., m — 1 entweder k,¢ K,— K, und k,,,¢€ K,— K, oder 
umgekehrt k,¢ K,— K, und k,,,¢€ K,— K, gilt. Eine Folge von Kanten 
(p,-1%,p,), v= 1,...,", n+ 1, aus @ heiBt ein Kretszug (kurz: Kreis) in G, 
wenn P,= Po; Panii= Pr kn+1= & gilt und je zwei Kanten k,, k, der Folge mit 
l1sv<ypsxsn verschieden sind. Wir nennen einen Kreis (p,_,k,p,), 
y=1,...,-+ 1, beziiglich K,, K, (K,¢° K, K,°¢ K) alternierend (kurz: K,, K, 


alternierend), wenn fiir jedes »=1,...,” entweder k,< K,— K, und 
k,., © K,— K, oder umygckehrt k,¢ K,— K, und k,,,¢ K,-— Ky gilt. 
Wir bezeichnen einen Kantenzug bzw. Kreis (p,_,k,p,), v= 1,...,m 


bzw. y= 1,...,”-} 1, kurz mit &,,...,&,. Sind G,= BE, v Ky, G,= BE, K, 
Teilgraphen von G = E _ KA, so sagen wir statt ,,K,, K, alternierend™ auch 
»G,, G, alternierend, oder auch ,,K,,@, alternierend“ oder ,,G,, K, alter- 
nierend™, 

Es gilt): 

Satz 1. Man habe zwei verschiedene Teilgraphen 


G,= EU K,, v= 1,2 (K,+ K,), 


von G = EU K. Es sei G, ~ G, (d. h. y(p, G,) = y(p, @,) in jedem p € EB). Dann 
gibt es beziiglich G,, G, allernierende Kreise D,,...,D, in G@ derart, daB jede 
Kante k ¢ K, UK, — (K, 0 K,) in je genau einem @, (1 < » < n) vorkommt. 

*) Wahrend in den Arbeiten [4], [5] und [2] von Torre bzw. Ore als Hauptziel 
Kriterien fiir ’-Teilbarkeit, ['-Primitét von Graphen aufgestellt werden, laBt sich ins- 
besondere fiir die maximal IJ’-primen Graphen, wie im folgenden gezeigt wird, der Bau 
solcher Graphen naher beschreiben. Unter anderem wird die (ordnungstheoretische) 
Methode der Untersuchung maximaler Elemente auch in [2] (vgl. [2], 8. 127 unten) an- 
gewendet, jedoch in bezug auf eine véllig andere Menge von Graphen als hier fiir die 
geordnete Menge der J-primen Graphen. 

’) Da ,,unendlich lange“ alternierende Kantenziige oft zu Schwierigkeiten fiihren 
wiirden, wollen wir im folgenden voraussetzen, daB G stets ein endlicher Graph ist, obwohl 
manche Satze mit Beweisen ohne weiteres auf Graphen mit abzihlbar unendlich vielen 
Ecken (jedoch mit der am Schlu8 der FuBnote 1 genannten Einschrankung) iibertragen 
werden kénnten. — Unser Satz 1 enthalt Satz 2 und Theorem I von [1] als Spezialfille. 
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kénnen k,¢ K,— K, voraussctzen. po, p, seien die (nicht notwendig ver- 
schiedenen) Endpunkte von k,. Wegen 


y(P,, BU K,— K,) = y(p,, BU K,— K,) 


gibt es eine an p, liegende Kante k,¢ K,— K,. Wir nehmen nun an, man habe 
n-+ 1 (nicht notwendig verschiedene) Ecken po, p,,...,p, und zu jedem 
v=1,...,n eine p,_, mit p, verbindende Kante k, mit k,¢ K,— K, fiir jedes 
ungerade v, mit k,<¢ K,— K, fiir jedes gerade ». AuBerdem soll die Folge 
k,,...,%, aus mn verschiedenen Kanten bestehen. Da unsere Folge k,,.. ., k, 
alternierend ist, gibt es, wenn nicht gleichzeitig p,=—p, und n gerade ist 
(d.h., wenn nicht bereits k,,...,%, ein alternierender Kreis ist), wegen 
y (pp, EU K,— K,) = y(p,, ZU K,— K,) eine in dem Kantenzug &,,..., k, 
nicht vorkommende, an p, liegende Kante k,,, mit k,,,¢ K,— K,, falls 
k,,€ K,— K,, mit k,,,¢ K,— K,, falls k,¢ K,— K, gilt. Mit anderen Worten 
kénnen wir unseren alternierenden Kantenzug &,, . . ., k,,, solange er sich nicht 
zu einem alternierenden Kreis schlieBt, noch um eine weitere Kante k,,,, 
verlingern. Da K, endlich ist, gibt es einen K,, K, alternierenden Kreis 9,. 
Es sei ®, die Menge der in ®, vorkommenden Kanten. Wir betrachten: 


G,= G,- ®,, G,= G,- ®, . 


Ist dann G, = @,, dh. d, = K, U K,— (K, 7 K,), so erfillt ®, die Behauptung 
von Satz 1. Gilt dagegen G,+ G,, so liefert die obige SchluBweise einen be- 
ziiglich G,, G, (daher auch beziiglich G,, G,) alternierenden Kreis ®, in G, da 
G,, G,, G die Voraussetzungen von Satz | erfiillen. Da wir diese SchluBweise 
iterieren kénnen, bis die gefundenen alternierenden Kreise simtliche Kanten 
von K, U K,-— (K,- K,) enthalten, folgt die Behauptung von Satz 1. 

Ist ® ein Kantenzug oder Kreis, so bezeichnen wir die Menge der Kanten 
von ® mit ®. Es sei G,= EU K, ein I’-Faktor von G. Wir denken uns jede 
Kante von K, rot, dagegen jede Kante von G — K, biau gefarbt. Ist dann ® 
ein beziiglich G,,@— K, alternierender Kreis in G, so ist auch G,= EU 

1(K,- ) U (@ - K,) ein I’-Faktor von G. Wir sagen dann, G@, sei aus G, 
mittels einer zyklischen Umfadrbung (von.®) gewonnen. Satz 1 besagt dann, daB 
aus jedem Faktor G, von G mittels zyklischer Umfarbungen die ganze Aqui- 
valenzklasse von G, gewonnen wird, wobei wir noch fordern kénnen, daB diese 
zyklischen Umfarbungen jeweils sogar gleichzeitig in G (also nicht etwa nach- 
einander — das soll heiBen, von G, zu G, mittels einer, usw. von G zu G, 
mittels einer zyklischen Umfarbung) vorgenommen werden sollen. 


§ 2. Einsgraphen 


Wir denken uns eine endliche Menge £ und hierauf eine (eindeutige) ganz- 
zahlige, nicht negative Funktion J" fest vorgegeben. Es sei G = EU K ein 
I’teilbarer Graph. Sind dann zwei verschiedene Ecken p+ q von G@ durch 
mehr als Min(I"(p), I"(q)) viele Kanten von G verbunden und entsteht G aus G 

4* 
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durch Streichung p, q verbindender Kanten von G bis auf genau Min(I"(p), (q)) 
viele solcher Kanten, so ist @ J’-teilbar, da jeder J'-Faktor héchstens 
Min(I"(p), I'(q)) viele p,q verbindende Kanten bendtigt. Es ist somit .ohne 
Einflu8 auf die [-Teilbarkeit bzw. J-Primitat eines Graphen G, ob zwei ver- 
schiedene Ecken p,q von G@ durch Min(I"(p), I’(q)) viele oder mehr Kanten 
verbunden sind. Wir sagen daher, @ ist zwischen p,q (p+ q) I’-vollstindig 
(kurz: J",), wenn p und g durch mindestens Min(J"(p), "(q)) viele Kanten von @ 
verbunden sind. Dagegen sagen wir, G@ ist zwischen p, q (p + q) I’-unvollstindig 
(kurz: J,,), wenn die Anzahl der p, g verbindenden Kanten von @ kleiner als 
Min(I"(p), I"(q)) ist. Dann gilt: 

Satz 2. Man habe einen Graphen G = EU K und Ecken py, po, 1, Yo& E mit 
P, + 4, fiir jedes v = 1,2 und p= 1,2 (p= Py, G1 = Ia» Pi= Po und Y= 2 2U- 
gelassen). G sei zwischen p,, q, und zwischen p,, q, I',. K, bzw. K, seien element- 
fremde, endliche Mengen neuer (das soll heiBen, nicht in G vorkommender) 
Kanten, wobei jede Kante von K, p, mit pz, jede Kante von K, gq, mit q, ver- 
binden soll (im Falle p,= p, bzw. q,= _ also Schlingen). 

Ist dann G I-prim, so ist (wenigstens) einer der beiden Graphen G WU K,, 
GU K, I-prim'). 

Beweis: Wir nehmen an, GWU K, und GU K, seien J-teilbar, d.h. es 
existiere ein J-Faktor F, von GU K, und ein J’-Faktor F, von G U K,. Dann 
sind F, und F, J’-Faktoren gemeinsam von G U K, U K,. Es ist also F, ~ F, 

in GU K, U K,. Ferner gilt: 


F,\K,=9 und Fi, K,=8@. 


Ware F, 7 K, leer, so ware F, wegen F,\ K,=@ ein 
I’-Faktor von G. Wir diirfen daher voraussetzen, daB eine 
Kante k ¢ F, 7 K, existiert. Dann gibt es nach Satz 1 
in GUK, UK, einen beziiglich F,, F, alternierenden 
Kreis ® durch k. Enthielte ® keine Kante von K,, so 
ergaibe sich mittels zyklischer Umfirbung von @ aus F, 
ein J’-Faktor F, von G U (K,—k). Enthalt dagegen ® eine 
Kante von K,, so gabe es auf ® einen in k beginnenden, 
beziiglich F,, F, alternierenden Kantenzug ¥, der in 4, 
Fig. 1 oder g, mit einer Kante von F,— F, endet und keine 

Kante mit K, gemeinsam hat. Wir kénnen annehmen, daB 

Y in q, endet. Da sowohl an p, als auch an q, je (mindestens) eine Kante von F, 
(nimlich k bzw. die letzte Kante von V) liegt und G nach Voraussetzung 
zwischen p,, g, J', sein soll, kénnen nicht simtliche p,, g, verbindende Kanten 
von G zu F, gehéren. Daher gibe es eine p,, g, verbindende Kante k’ ¢ G — F,. 
¥Y mit k’ zuasammengenommen, wiirde einen beziiglich F,, @ — F, alternierenden 
Kreis ®’ in G U K, liefern. Mittels zyklischer Umfarbung von ®’ erhielten wir 
dann aus F, wiederum (wie im ersten Falle) einen J’-Faktor F, von G U (K, — k). 
Da K, endlich ist, folgt durch Iteration, daB G J’-teilbar ist. Wenn umgekehrt G 


*) Unser Satz 2 ist eine Verallgemeinerung des Satzes 3 von [1]. 
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I-prim ist, muG unsere Annahme, daB G UK, und GU K, J-teilbar sind, 
falsch sein. Also ist dann mindestens einer dieser beiden Graphen J-prim. 
Ahnlich wie oben fiir zwei verschiedene Ecken p + g von G ergibt sich fiir 
p =4q, falls an dieser Ecke [= | (gleich gréBte ganze Zahl < ap!) viele 
Schlingen von G liegen, daB die J’-Teilbarkeit bzw. J’-Primitat keine Anderung 
erleidet, sei es, daB wir G betrachten, oder sei es, daB wir an dieser Ecke 
p weiter (endlich viele) Schlingen zu G hinzufiigen. Wir sagen daher, @ ist 
zwischen p, p (oder kurz, in p) I'-vollstéindig (kurz: I’,), wenn die Anzahl der 
an p liegenden Schlingen von @ gréBer oder gleich [4 (P FP] ist. Dagegen sagen 
wir, @ ist zwischen p. p (kurz, in p) I’-unvollstindig paid I»), wenn diese 


Anzahl kleiner als [a"] ist. Soll ein Graph @ auf J-Teilbarkeit oder 


I’-Primitat untersucht werden, so kénnen wir also an je zwei Ecken p, q von G, 
zwischen denen G@ J’, ist, im Falle p+ q, den tiber Min(J’(p), I’(q)) hinaus- 
gehenden Uberschu8 p,q verbindender Kanten von G, bzw. im Falle p = q, 





den tiber [47] hinausgehenden UberschuB an p liegender Schlingen von G 


stets léschen. Sozusagen als Gegenstiick von Satz 2 gilt: 

Satz 3. Man habe eine Kante k € G mit zwei verschiedenen Endpunkten p + q. 
G sei in p und ing I',. K,, sei eine endliche Menge neuer (d.h. nicht in G vor- 
kommender), p mit q verbindender Kanten. 

Ist dann G I’-prim, so ist auch G\ K,, I’-prim). 

Beweis: Wir nehmen an, GU K,, sei J-teilbar, d.h. es existiere ein 
I’-Faktor F von GU K,,. Wir kénnen voraussetzen, da F eine Kante F von 
K,, enthalt. Lage unser k nicht in F, so 
ware (F — k) Uk ein J’-Faktor von GW 
U (K,_ — ). Liegt dagegen k in F, so gabe 
es eine an p liegende Schlinge k,¢ G — F, 
da an p mindestens zwei Kanten (k und f) 
von F anstoBen und G in p nach Voraus- 
setzung J", sein soll. Desgleichen gibe es eine an q liegende Schlinge k,¢ G — F. 
k, k,, k, k, wire dann ein F, G — F alternierender Kreis. Mittels zyklischer 
Umfarbung dieses Kreises ergiibe sich aus F wiederum ein J-Faktor von 
GU (K,, — &). Durch Iteration folgt, daB @ I’-teilbar wire. Wenn umgekehrt 
G I’-prim ist, muB also (entgegen unserer Annahme) G U K,, J-prim sein. 

Wir nennen G = E — K einen Hinsgraphen beziiglich J’ (auch kurz einen 
I’,-Graphen), wenn @ zwischen je zwei Ecken p, gq von G (auch fiir p = q) I’, 
ist. Ist G = E UW K ein Einsgraph beziiglich J" und ist dieser Graph J-prim, 
so sind alle Graphen (mit der Eckenmenge £) J’-prim, da ja allgemein aus der 
I’-Primitat eines Graphen die J-Primitat seiner simtlichen Faktoren folgt. 
Es ist daher wichtig, zu wissen, welche J',-Graphen J-prim sind. Es gilt: 

Satz 4. Ein I',-Graph G ist dann und nur dann I-prim, wenn die Anzahl 
stimtlicher Ecken p von G mit ungeradem I'(p) ungerade ist®). 

5) Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes 6 ven [1]. 

*) Unser Satz 4 enthalt den Satz 10 von [1] als Spezialfa... 
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Beweis: E bestehe nur aus einer Ecke p. Ist J"(p) gerade und ist daher die 


Anzahl der an p liegenden Schlingen > yh , 8o ist G I-teilbar. Ist dagegen 
I'(p) ungerade, so ist GJ-prim. Fiir |Z|=1 ist also unser Satz richtig. 
Es sei nun G = EU K ein I’,-Graph mit |Z| = 2 und wir nehmen an, die Be- 
hauptung von Satz 4 sei fiir simtliche Einsgraphen mit einer Eckenanzahl 
< |E| richtig. Wir setzen zunachst voraus, @ sei J-teilbar, d. h. es existiere ein 
I’-Faktor F von G. Wir betrachten eine (feste) Ecke g ¢ #. Dann denken wir 
uns in G und F die Ecke q samt samtlicher an gq liegenden Kanten geléscht und 
bezeichnen die verbleibenden Graphen mit G und F. Ferner sei ['(p) fiir jedes 
p + q aus E gleich der Differenz aus /’(p) und cer Anzahl simtlicher p, qg ver- 
bindenden Kanten von F. Dann ist F ein /'-Faktor’) von G. Nach Induktions- 
annahme ist die Anzahl simtlicher p + g von E mit ungeradem ["(p) gerade. 
Daher ist die Summe aus der Anzahl saimtlicher an g liegenden, normalen 
Kanten von F und der Anzahl simtlicher p + q von E mit ungeradem J"(p) 
ebenfalls gerade. Hieraus folgt, daB die Anzahl simtlicher p ¢ E mit ungeradem 
I'(p) gerade ist. Nun umgekehrt setzen wir fiir unseren J’,-Graphen G voraus, 
daB die Anzahl simtlicher p ¢ Z mit ungeradem J'(p) gerade sei. Gibt es ein 
q ¢€ £ mit geradem J(q), so existiert nach Induktionsannahme ein J-Faktor 
von G*). Da I'(q) gerade und G in q I’, ist, liefert der '-Faktor von G mit den 


= an q liegenden Schlingen von G zusammengenommen einen J-Faktor 


von G. Wir kénnen daher voraussetzen, daB I"(p) in jedem p ¢ Z ungerade ist. 
Da somit |F) gerade ist, kénnen wir Z in JA Eckenpaare aufteilen und jedes 
dieser Paare (wegen J'= 1 und der /-Vollstandigkeit von G@) durch je eine 
Kante von @ verbinden. Nehmen wir zu diesen Kanten noch an jeder Ecke 


pee je [7] an p liegende Schlingen von G hinzu, so erhalten wir einen 


I’-Faktor von G. Hieraus folgt mittels vollstandiger Induktion Satz 4. 


§ 3. Maximal I"-prime Graphen 

Wir denken uns eine endliche Menge Z und hierauf ein J" (fest) vorgegeben. 
Samtliche Graphen G = E _ K (mit dem festen #) kénnen wir uns, da wir im 
folgenden nur Graphen auf J’-Teilbarkeit bzw. J’-Primitat untersuchen wollen, 
gemeinsam in einem [",-Graphen G = E U K (als gemeinsamen Obergraphen) 
eingebettet denken. Hierbei ist es am bequemsten, als @ den _,,kleinsten“ 
I’,-Graphen zu nehmen, worin also je zwei verschiedene Ecken p,q von £ 
durch genau Min(I"(p), I’(q)) Kanten verbunden sind und an jeder Ecke p € E 


je genau [7] Schlingen liegen. Die Menge sémtlicher Graphen G = EU K 








7) Hier wird besonders deutlich, daB die J’-Faktoren gegeniiber den /-Faktoren 
(f = const) methodische Vorteile bieten. 

*) Ist allgemein G’= H#’\/ K’ ein Teilgraph von G = EWU K (EC £, K’C K; also 
E’ C E zugelassen), so nennen wir einen Faktor F’ von @’ einen I’-Faktor von G’, wenn 
y(p, @’) = I'(p) in jedem p€ E’ gilt. — Das obige G soll dieselbe Bedeutung haben wie 
das G des ersten Teiles des Beweises. 
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(mit dem festen EZ) bildet mittels ¢ eine geordnete (d. h. teilweise geordnete) 
Menge A. Hierin bilden die J-primen Graphen eine geordnete Untermenge B. 
Das zu jedem 6b ¢ B gehérende Anfangsstiick von A liegt dann stets ganz in B, 
da simtliche Faktoren eines J-primen Graphen stets wiederum J™-prim sind. 
Wir nennen einen Graphen mazimal I-prim, wenn er ein maximales Element 
der Menge B ist). Da aus der J-Teilbarkeit eines Graphen die J-Teilbarkeit 
eines jeden seiner Obergraphen folgt, ergibt sich folgende Charakterisierung 
fiir maximal J-prime Graphen: Ein Graph G = Z VU K ist dann und nur dann 
maximal J-prim, wenn er J-prim ist und fiir je zwei Ecken p,q ¢ Z (auch 
fiir p = q), falls G zwischen p, q I,, ist, G U k stets I’-teilbar ist, wobei k eine 
neue (d. h. nicht in G liegende), p mit q verbindende Kante (also im Falle p = q 
eine Schlinge an p) bedeuten soll. Ist die Anzahl simtlicher p ¢ Z mit un- 
geradem J"(p) ungerade, so sind nach Satz 4 simtliche Graphen G = EU K 
I’-prim; G@ ist dann der einzige maximal J’-prime Graph. Wir kénnen daher 
diesen Fall als den ,,trivialen“ Fall bezeichnen. Ist dagegen die Anzahl simt- 
licher p ¢ E mit ungeradem J"(p) gerade und daher G nach Satz 4 J--teilbar, 
so 7 jeder I-prime Graph G = E U K ein echter Teilgraph von @ (also mit 
Kc). 

Wir nennen eine Ecke p von G = EU K einen I'-Héufungspunkt von G, 
wenn @ zwischen p und jedem gq ¢ Z (auch fiir g = p) J', ist. Zum Beispiel ist 
jede Ecke p ¢ E mit I'(p) = 0 ein [’-Haufungspunkt von G. Wir nennen jede 
solche Ecke einen trivialen J-Haufungspunkt von G. Da wir den ,,kleinsten‘‘ 
Einsgraphen @ beziiglich J” genommen haben, sind die trivialen J-Haufungs- 
punkte von G ¢ G isolierte Ecken in G, d. h. Ecken, an die keine Kante von @ 
anstéBt. Wir bezeichnen die Menge samtlicher J-Haufungspunkte von @G 
(kurz) mit Z* und nennen den Graphen G’ = (Z — E*) U (K — K(E*))") die 
I’-Ableitung von G. Ferner bezeichnen wir die Menge simtlicher Ecken p € £, 


in denen G I’, ist (a. h., in denen [2] gréBer als die Anzahl der an p 


liegenden Schlingen von @ ist), kurz mit Z,,. Wir nennen den Graphen 


(E — (E* UE,,)) U(K — K(£* UE,,)) den I’,-Rest von G. Dieser entsteht 
also aus der J-Ableitung G’ von G durch Léschung von £,, samt simtlicher 
hieran anliegenden Kanten von @’. Es gilt: 

(3.1) Ist G maximal I’-prim, so ist jede Komponente des I’,-Restes von G ein 
Einsgraph™). 


*) Wir weichen hier in.den Bezeichnungen von [1] und [3] ab. Berck und Tutre 
nennen diese Graphen (fiir 7] = { = const) hyper /-prim, hyperprim fiir / = 1. 

1°) Ist allgemein G = E\/ K ein Graph und £, eine Teilmenge von £, so verstehen 
wir unter K(E,) die Menge derjenigen Kanten von G, die an wenigstens einer Ecke von E, 
anstoBen. Analog bedeute H(K,) (K, ¢ K) die Menge der Endpunkte simtlicher Kanten 
von K,. 

4) Wir nennen allgemein einen Teilgraphen G,= E£,\/ K, von G (EZ, C £, K, © K; 
E, C E zugelassen!) einen Hinsgraphen (beziiglich I’), wenn G zwischen je zwei Ecken 
p,q € E, (auch fiir p = q € E,) I, ist und K, simtliche p, g verbindenden Kanten von G 
fiir je zwei Ecken p, g € E, (auch fiir p = g € Z,) enthalt. K, besteht dann (genau) aus diesen 
Kanten (und Schlingen) von G. 
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Beweis: Es sei G,= 2, K, eine Komponente des I°,-Restes von G. 
Zunichst ist G in jeder Ecke g ¢ H,, da der I’,-Rest von G keine Ecke von E,,, 
enthalt, J’,, und saémtliche an g liegenden Schlingen von G gehéren zu G,. 
Sind q,, 7. zwei Ecken von G, mit einem Abstande 1 in G,"*), so ist G, da es 
maximal J™-prim ist, nach Satz 3 zwischen q,, q, J,, und simtliche q,, g, ver- 
bindenden Kanten von G gehéren zu G,. Nun seien q,, g, zwei Ecken von G, mit 
einem Abstande |q,, g.| = » = 2 in G, und es sei angenommen, daB G zwischen 
je zwei Ecken von G, mit einem Abstande <n in G, I’, ist. Dann gibt es 
einen q,, 4, verbindenden Kantenzug in G, mit der Lange nm und daher nach 
Induktionsannahme eine Ecke p, + 4,, g, auf diesem Kantenzuge derart, daB G 
zwischen p,, g, und zwischen p,, q, I°, ist. Wegen p, ¢ Z* ist G zwischen p, und 
(wenigstens) einer Ecke p,¢ E I°,,,. Da G maximal J-prim ist, folgt aus Satz 2. 
daB G@ auch zwischen q,, g, J’, ist. Da g, und g, in derselben Komponente G, 
des I’,-Restes von @ liegen, gehéren simtliche q,,¢, verbindenden Kanten 
von @ zu G,. Hieraus folgt durch vollstaéndige Induktion, daB G, ein Eins- 
graph ist. 

(3.2) Ist G = EB U K ein maximal I’-primer Graph mit E* + E und E,,,= 9, 
80 besitet die I’-Ableitung von G mindestens zwei Komponenten. 

Beweis: Wegen £* + £ ist die J-Ableitung @’ von G@ nicht leer. Es gibt 
daher (mindestens) eine Komponente G, von G’. Es sei p ¢ G,. Wegen p ¢ E* 
gibt es ein g €¢ Z, so daB G zwischen p, q I\,, ist. Nach (3.1) liegt dann aber ¢ 
nicht in G,, also wegen qg ¢ £* in einer von G, verschiedenen Komponente von @’. 

(3.3) Ist G = EU K maximal I’-prim, so ist G zwischen p, q « E — E* dann 
und nur dann I",, wenn p und q in derselben Komponente des I°,-Restes von G 
liegen. 

Beweis: Zunichst setzén wir voraus, G sei zwischen p, g ¢ E — E* J’,. Im 
Falle p = q liegt diese Ecke im J’,-Rest von @ und daher in derselben Kom- 
ponente des J°’,-Restes. Wir kénnen p + q voraussetzen. Ware G in p (analog 
fiir q) I’,,, 80 ware q nach Satz 2 ein J’-Haufungspunkt von @ im Widerspruch 
zu q ¢ E*. Also liegen p und q im /’,-Rest von G. Da J’ in p und q ungleich 6 ist 
(sonst ware ja p bzw. q ein trivialer 7-Haufungspunkt) und daher p, q durch 
mindestens eine Kante von G@ verbunden ist, liegen p und q in derselben 
Komponente des J’,-Restes von @. Liegen umgekehrt p, g in derselben Kom- 
ponente des J",-Restes von G, so ist G@ zwischen p, g nach (3.1) J’,. 

Der folgende Satz gibt eine genaue Ubersicht tiber samtliche (nicht 
trivialen) maximal /-primen Graphen mit leerem £,, ,. 

Satz 5. Hin Graph G = E U K mit nicht leerer I’-Ableitung") G’ und leerem 
Eu. ist dann und nur dann maximal I’-prim, wenn er folgende Eigenschaften hat: 


#2) Ist allgemein G = E\W XK ein Graph und &k,,.. ., &, ein Kantenzug in G, so heiBe n 
die Lange dieses Kantenzuges. Wir sagen, p, g € E haben den Abstand |p, g| = 0 in G dann 
und nur dann, wenn p = q gilt. Wir sagen, p + q € E haben den Abstand |p, q| = oo in G, 
wenn es keinen p,q verbindenden Kantenzug in @ gibt. Gibt es dagegen einen p,q ¢ E 
(p + q) verbindenden Kantenzug in G, so verstehen wir unter dem Abstande |p, g| in @ 
die Minimallange der p,q verbindenden Kantenziige in @. Man sieht leicht, daB unsere 
|p, q| die drei Axiome einer Metrik erfiillen. 

18) Das heiBt, es soll nicht der triviale Fall #* = EF vorliegen (vgl. Satz 4). 
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1. Jede Komponente von G’ ist ein Einsgraph, 

2. Die Anzahl siimtlicher Ecken p mit ungeradem I"(p) ist in jeder Kom- 
ponente von G’ ungerade, 

3. Die Anzahl o der Komponenten von G’ ist gleich: 


o=2+ Y Ip)". 
pe k* 


Beweis: Wir setzen zunidchst voraus, G sei maximal J prim. Wegen 
E,,,= @ ist der I’,-Rest von G gleich der Ableitung @’ von G. Daher folgt Be- 
hauptung I aus (3.1). Aus (3.2) 
folgt ferner o = 2. Es gibt daher 
zwei Komponenten Gj, G3 von @’. 





Fig. 3 Fig. 4 


Wir verbinden eine Ecke p, ¢ G, mit einer Ecke p,¢ G3 durch eine neue (d. h. 
nicht in @ liegende) Kante k. Dann gibt es wegen (3.3) einen J-Faktor F von 
G Uk. Wir denken uns simtliche Kanten von F rot, dagegen die Kanten von 
G — F blau gefarbt. & ist dann rot, da sonst G I’-teilbar ware. Waren zwei Ecker. 
Pp, q € E* (p = q zugelassen) durch eine rote Kante k verbunden, so giibe es, da 
G zwischen p, p, und zwischen q, p, I’, ist, eine blaue p, p, verbindende und eine 
blaue g, p, verbindende Kante von @. Diese beiden blauen Kanten wiirden zu- 
sammen mit k und & einen alternierenden Kreis durch & liefern und nach zy- 
klischer Umfarbung dieses Kreises ergiibe sich aus F ein J-Faktor von @. Die 
Ecken von £* sind also miteinander nur durch blaue Kanten verbunden"*). 


14) Hierin bedeute im Falle 2* = © diese Summe 0. Zusammen mit (3.1) folgt daher, 
daB es in einem maximal J-primen Graphen @ mit #,,= 9 dann und nur dann eine 
Ecke p mit y(p, @) < I'(p) gibt, wenn entweder die obige Summe gleich 0 ist und gleich- 
zeitig mindestens eine der beiden Komponenten von @’ nur eine Ecke besitzt oder '(p) + 0 
fiir genau eine Ecke p € G gilt und @ ein Einsgraph (beziiglich J”) ist. — Unser Satz 5 
entbalt Satz 14 von [1] als Spezialfall. 

18) Bezeichnen wir den Graphen, der aus #* und simtlichen Kanten (einschl. Schlingen) 
von @ besteht, die Ecken aus #* verbinden, als den I’-Kern G* von G, so enthalt G* also 
nur blaue Kanten. @* ist ein Einsgraph (beziiglich I’). 
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Analog folgt, daB es mit Ausnahme von & nur blaue-Randkanten"*) von G; 
und G; gibt. Denn wire eine Ecke p¢€ Gj mit einer Ecke g ¢ #* durch eine 
rote Kante k verbunden, so gabe es wiederum (analog wie oben) eine blaue p, p, 
verbindende und eine blaue qg, p, verbindende Kante und diese beiden Kanten 
wiirden mit k, zusammen einen alternierenden Kreis durch k ergeben. Daher 
hat Gj (und analog @3) nur eine rote Randkante (und zwar k). Hieraus folgt 
nach Satz 4, da F 7 G; fir ['(p,) = I'(p,) —1 ( =T sonst) ein /'-Faktor von 
G; ist, daB die Anzahl simtlicher Ecken von Gj mit ungeradem J" ungerade ist. 
Da G; eine beliebig wahlbare Komponente von @’ war, erfiillt G die Behaup- 
tung 2. Es sei nun G3 eine weitere (von G| und G; verschiedene) Komponente 
von @’. Dann folgt zunachst, daB G3 héchstens eine rote Randkante hat, da 
sonst, falls zwei rote Randkanten von G3 existieren wiirden, diese (analog wie 
oben) mit zwei blauen Kanten, eine davon in G3 und die andere in G* liegend, 
zusammen einen alternierenden Kreis ergiben, nach dessen zyklischer Um- 
farbung aus F ein J-Faktor von G Uk mit einer roten Kante in G* resultieren 
wirde. Dann wire aber, wie oben gezeigt wurde, auch G J-teilbar. Da die Anzahl 
samtlicher Ecken von G; mit ungeradem J" ungerade ist, hat G3 andererseits nach 
Satz 4 mindestens eine, also genau eine rote Randkante. Da Gj und G; mit G* 
nur durch blaue Kanten verbunden sind und in G* nur blaue Kanten liegen, ist 
o — 2 gleich der Anzahl saimtlicher roten Randkanten von G*, d. h. = 2. I'(p). 


Auch im speziellen Falle Z* = © folgt, daB o — 2 = 0 gilt, da die Existenz. einer 
roten Randkante von G; ja E*+@ nach sich zieht, also @’ nur die beiden 
Komponenten Gj und G3 besitzt. Also erfillt G die Behauptung 3. 

Wir setzen nun umgekehrt voraus, G (mit G’ + @ und H,,= @) habe die 
drei im Satz 5 genannten Eigenschaften. Ware G dann J-teilbar, so hitte jede 
Komponente G; (vy = 1, ...,¢) von @’ nach Satz 4 zufolge der Eigenschaften 1 
und 2 mindestens eine rote Randkante, woraus o < 3’ I(p) folgen wiirde 

pek* 


entgegen der Eigenschaft 3. Es ist G also J-prim. Wir wollen zeigen, @ ist 
maximal J-prim. Hierzu sei & eine neue (d. h. nicht in G@ liegende) Kante, 
die eine Ecke p, ¢ Gj mit einer Ecke p, ¢ @ verbinde. Gilt zunachst 3’ I'(p) = 0, 
€B* 
also o = 2, so finden wir mit Hilfe von Satz 4, wenn wir lp) = I'(p,) - 1 
(» = 1, 2) und sonst [/ = J" setzen — hierbei ist zu beachten, daB jedes p mit 
I'(p) = 0 in E* liegt, also tatsichlich ['(p,) => 0 folgt —, in Gj einen /’-Faktor 
von G; und analog in G; einen [’-Faktor von G3, die beide mit & zusammen- 
gefaBt einen J-Faktor von GUk ergeben. Ist dagegen 5’ '(p) > 0, also 
peck 


o = 3, so wahlen wir in jedem G, vy = 3,..., 6, eine Ecke p,. Es sei 
E* = {pt,..., pf}. Fir jedes pf mit I'(pt)+0 (A=1,...,1) und jedes 
Pp, (v = 3, ..., @) gibt es wegen Min(J"(p7), I'(p,)) =} 1 eine pf, p, verbindende 
Kante in G@. Wir kénnen daher fiir jede Ecke p, (vy = 3, . . ., ¢) eine Kante von G 
aussuchen und rot farben, die dieses p, jeweils mit demjenigen pf ¢ E* ver- 


1*) Ist allgemein G, ein Teilgraph von G, so heiBen diejenigen (normalen) Kanten 
von G, die eine Ecke von G, mit einer Ecke von G — G, verbinden, Randkanten von @,. 








Faktorklassen in Graphen 59 


binden ool, dome A entweder *: — 2s I'(pf) und I'(p%) = 0 fiir jedes p< A 
oder aber z I'(pt)<v-2<¢ ET) erfillt. Wegen Eigenschaft 3 liegt 


=1 

dann an aden Ps: - - +s Po je eins rote Kante und an jedem pf ¢ E* liegen je 
I'(pt) rote Kanten. Setzen wir ['(p,) = I'(p,) — 1 in jedem p,,..., p, und 
[ = I sonst, so gibt es weiter nach Satz 4 zufolge der Eigenschaften 1 und 2 
in jedem G; (vy = 1, .. ., ¢) einen [’-Faktor von G,. Denken wir uns weiter dann 
simtliche Kanten dieser [’-Faktoren und auch noch & rot gefiarbt, so ergeben 
alle roten Kanten zusammengefaBt einen J-Faktor von GW k. Also ist @ 
maximal J”-prim. 

Da im Falle I"(p) = const = 1 notwendig E,,, leer ist, erhalten wir durch 
Satz 5 folgende Ubersicht tiber simtliche maximal 1-primen Graphen"’): 
Werden | Ecken: E* = {pf, ..., pf} (Z*= © zugelassen) und weiter ¢ = 1 + 2 
zu E* und untereinander elementfremde Eckenmengen EF}, . . ., Ei, mit ungeraden 
|\E’| (v= 1,...,0) gewthlt wnd werden dann je zwei verschiedene Ecken eines 
jeden E) (v=1,...,0) miteinander sowie jede Ecke pt « E* mit jeder Ecke 


q+ pt aus FE = E* Ui E;, durch je eine Kante verbunden, so ergibt sich hierbei 
stets ein maximal l-primer Graph, und umgekehrt ist jeder maximal 1-prime 


Graph G c G ein solcher Graph; G ist hierbei maximal 1-prim genau dann, wenn 
seine Eckenanzahl ungerade ist. 


§ 4. Der Fall: E,, + 0 


Wir nennen eine Ecke p eines maximal J-primen Graphen @ kritisch 
(vgl. [1], S. 230, oben), wenn p ¢ Z,, gilt, d.h., wenn die Anzahl der an p 


liegenden Schlingen von G kleiner als [ | ist. Léschen wir an einer kritischen 


Ecke g eine Schlinge aus oder fiigen wir umgekehrt eine neue Schlinge bei q zu G 
hinzu, so kénnen wir fragen, ob der abgednderte Graph beziiglich eines in q 
entsprechend abgeanderten [ wieder maximal /’-prim ist. Es gilt: 

Satz 6. Hs sei G = EU K maximal I-prim und q ¢ E,,,. 

Ist & eine Schlinge von G an q und setzen wir ['(q) = I'(q) — 2, ['(p) = I'(p) 
in jedem p+ q von E, dann ist G — k maximal [-prim. Fiigen wir wmgekehrt 
an q eine (neue) Schlinge k zu G hinzu und setzen [' (q) = I"(q) + 2, P'(p) = I'(p) 
in jedem p+ q von E, so ist G=G URUK, maximal ['-prim, wobei noch q 
mit jedem p € E* durch jeweils Min(I"(p), ['(q)) — Min(I"(p), I'(q)) viele neue 
Kanten (also 0,1 oder 2 newe Kanten jeweils) verbunden werde und K, die 
Menge dieser neuen Kanten bedeute"®). 








1”) Wir erinnern daran, da8 wir uns, wie im ersten Abschnitt des §3 gezeigt wurde, 
auf die Betrachtung von Graphen G ¢ G beschranken konnten. Im obigen Spezialfall = 1 
hat demnach @ weder Schlingen noch Doppelkanten (Kanten mit denselben Endpunkten). 

1*) Diese Hinzunahme von K, bewirkt, daB G zwischen g und jedem p¢ E* I, ist. 
Kurz gesagt, mu8 also nur die J°-Volistandigkeit zwischen g und E* gewahrt bleiben. 
Dieses geht im ersten Teile von Satz 6 dagegen ohnehin in Erfiillung. 
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Beweis: Wir beweisen zunachst den ersten Teil des Satzes. G — k ist [’-prim, 
da G sonst J-teilbar wire. k, sei eine Schlinge an q, die nicht in G liegen soll. 
Da @ maximal J-prim ist, gibt es einen J-Faktor F, von FU k, mit k ¢ F,. 
Daher ist F,—& ein [-Faktor von (@—&)Uk,. Nun sei G — & zwischen 
Py, P,¢ E I,,. Dann ist G zwischen p,, p, I’,,. Ist daher k, eine neue (d.h. nicht 
in G — k liegende) Kante, die p,, p, verbinde, so gibt es einen J-Faktor F, von 
GU k,. Der Fall k,= k, ist erledigt. Wir kénnen daher annehmen, daB k, keine 
Schlinge an q sei. Dann gibt es nach Satz 1 einen F,, F, alternierenden Kreis ® 
inG@uUk, Uk, wit k,, k,¢ ®. Da jede an q liegende Schlinge von @ v k, not- 
wendig in F, liegt, gibt es auf ® einen F,, F, alternierenden Kreis ®’, der nur 
eine Schlinge an g, und zwar k,, enthalt. Mittels zyklischer Umfairbung von ®’ 
ergibt sich aus F, ein J’-Faktor F von G u k, mit k ¢ F. Folglich ist F — & ein 
[’-Faktor von (G — k) u k,. Also ist G — k maximal [’-prim. Zum zweiten Teile 
von Satz 6 zeigen wir zunachst, da8 G [’-prim ist. Hatte G einen /'-Faktor, 
so wiirde dieser, da G I- prim ist, nicht & enthalten. Es gabe daher einen 
[-Faktor F, von G — E. Ist k eine nicht in @ liegende Schlinge an qg, so ) gabe 


es weiter, weil G maximal J’-prim ist, einen [-Faktor F, von G U k mit Fk ¢ a 
Nach Satz 1 wiirde ein F,, F, alternierender Kreis ® existieren mit k ¢ ® ah 
k ¢ ®. Mittels zyklischer Umfarbung von @ ergabe sich dann aber aus F, ein 
['-Faktor F mit k ¢ F und k ¢ F. Folglich ware F — k ein ’-Faktor von @ u K,. 
Da die Kanten von K, nur solche Ecken verbinden, zwischen denen G bereits 
I, ist, wire G I’-teilbar. G ist demnach /’-prim. Nun habe man zwei Ecken 
Py P2€ Hund G sei zwischen diesen I’, ,. Dann ist G nach (3.3) und Konstruktion 
von G zwischen p,, p, I’,,. Ist daher k eine neue (d. h. nicht in @ liegende), 
P;, Pe verbindende Kante, so gibt es einen J-Faktor F von GU k. Dann ist 
F Uk ein [-Faktor von G u k. Also ist G maximal [’-prim. 


Da wir den ersten Teil von Satz 6 sukzessive auf simtliche an kritischen 
Ecken liegende Schlingen von G anwenden kénnen, sehen wir, daB wir (kurz 
gesagt) simtliche Schlingen an samtlichen kritischen Ecken eines maximal 
f-primen Graphen bei gleichzeitiger entsprechender Abanderung (Herab- 
setzung) von J’ abbauen kénnen. Fiir Doppelkanten gilt analog: 


Satz 7. Es sei G= E\)K maximal I-prim. Man habe zwei verschiedene 
Ecken p,, p.€ E und G sei zwischen diesen I’,,. 


Sind dann p,, p, durch (mindestens) zwei Kanten k,k € G verbunden und 
setzen wir ['(p,) = I'(p,) — 1 (v = 1, 2) und ['(p) = I'(p) in jedem p+ py, ps 
aus E, so ist G = G — k maximal ['-prim. 


Ist p,, Pp, durch (mindestens) eine Kante k € G verbunden, fiigen wir dann eine 
neue (d.h. nicht in @ liegende), p,,p, verbindende Kante k zu G hinzu und 
setzen wir I'(p,) = I'(p,) + 1 (v= 1, 2) und ['(p) = I'(p) in jedem p + py, py 
aus E, so ist G=QGURUK,,UK,, maximal [-prim, wobei p, noch mit 
denjenigen p € E durch je eine neue (a. h. nicht in G liegende) Kante verbunden 
werde, fiir die G zwischen p, p, I’, aber nicht I, ist, und K, (v = 1, 2) die Menge 
dieser neuen Kanten bedeute. 
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Beweis: Im ersten Teile von Satz 7 folgt zunachst, @ ist [’-prim, da sonst G 
I’-teilbar ware. Wir wollen zeigen, @ ist maximal /’-prim. Hierzu sei k, cine 
nicht in @ liegende, p, mit p, verbindende (neue) Kante. Da G zwischen p,, p, 
I’,,, ist, gibt es einen I’-Faktor F, von G U k,, der, da G@ maximal J’-prim ist, 
simtliche p,, p, verbindenden Kanten von @ v k, enthalt. Es gilt daher: 

kk, ke F,. 
Nun habe man zwei Ecken p, g € E und G sei zwischen diesen [’,,. Dann ist G 
zwischen p,q I',,. Ist daher k, eine neue (d.h. nicht in @ liegende), p, q ver- 
bindende Kante, so gibt es einen J-Faktor F, von G Uv k, mit 
k,¢ F,. 

Im Falle k,= k, ist F,— & ein [-Faktor von GU k,. Wir kénnen daher an- 
nehmen, daB k, nicht p,, p, verbindet. Dann gibt es nach Satz 1 einen F,, F, 
alternierenden Kreis ® in GU k, U k, durch k, und k,. ® enthalt nicht beide 
Kanten k und &, da sonst ein F,, F, alternierender Kreis ®’ auf ® existieren 
wiirde, der nicht k, enthielte und durch mindestens eine p,, p, verbindende 
Kante von G@ hindurchginge und deshalb nach zyklischer Umfairbung von ®’ 
einen J-Faktor von G liefern wiirde. Mittels zyklischer Umfairbung von ® 
ergibt sich daher aus F, ein J’-Faktor F von G u k,, der k oder k enthalt. Da 
wir die beiden Kanten k, k miteinander vertauschen kénnten, falls F nicht k 
enthielte, dirfen wir k ¢ F annehmen. Dann ist F — & ein [-Faktor von G. 
Also ist G maximal /-prim. Der letzte Teil von Satz 7 kann analog wie der 
letzte Teil von Satz 6 bewiesen werden. 

Wir wollen nun den Aufbau maximal J-primer Graphen, deren Z,,, nicht 
leer sein soll, naher untersuchen. Hierbei gehen wir analog wie in [1] (8S. 242 ff.) 
vor. Es sei G = FE. K maximal J-prim mit Z,, + 0. Wir betrachten eine 
(feste) Ecke p,¢ Z,, und eine neue (nicht in @ liegende) Schlinge k, an pp. 
Dann gibt es einen J’-Faktor F von G u k, (k,¢ F). Im folgenden bedeute das 
Wort alternierend (ohne Zusatz) stets F, G — F alternierend. Wir denken uns 
simtliche Kanten von F rot, dagegen die Kanten von G — F blau gefarbt. 
k, ist also rot gefarbt. Wir sagen, eine Ecke p ¢ G sei rot bzw. blau erreichbar, 
wenn es einen bei p, mit einer blauen Kante beginnenden und in p mit einer 
roten bzw. blauen Kante endenden, alternierenden Kantenzug in G U k, gibt?®). 
Wir sagen, p ist nur-rot bzw. nur-blau erreichbar, wenn p rot aber nicht blau 
bzw. blau aber nicht rot erreichbar ist. p heiBe doppelt erreichbar, wenn es 
sowohl rot als auch blau erreichbar ist. 

Dann gilt): 

(4.1) Jeder I’-Héiufungspunkt p von G (d. h. p ¢ E*) ist nur-blau erreichbar. 

(4.2) Jede Ecke p des I’,-Restes von G (d.h. p ¢ E — (2* UE,,,)) ist doppelt 
erreichbar. 

1®) Die betrachteten alternierenden Kantenziige sollen also immer bei dem festen p, 
und zwar daselbst immer mit einer blauen Kante beginnen. 

2°) Die folgenden Satze (4.1), (4.2), (4.3) konnen véllig analog wie die Satze 16, 17, 18 
in [1] bewiesen werden. Wir iibergehen daher hier die Beweise. Jedoch muB es in Satz 18 
(vgl. [1], 8. 243) richtig heiBen: Jeder von P verschiedene kritische Punkt ... . Ent- 
sprechend muB in (4.3) daher p + p, vorausgesetzt werden. 
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(4.3) Jede kritische Ecke p+ py (d.h. p € E,,.— Po) ist nur-rot erreichbar. 

Weiter gilt: 

(4.4) Jeder alternierende Kantenzug, der bei einer Ecke p € E,,, mit einer 
blauen Kante beginnt und in einem q € E,,, endet (p = q¢ zugelassen), endet mit 
einer roten Kante. 

Beweis: Wir nehmen an, ¥ sei ein alternierender Kantenzug, der bei 
p ¢€ E,,, mit einer blauen Kante beginnt und mit einer blauen Kante in q € E,,, 
endet. Dann ist (mindestens) eine der beiden Ecken p, g von py verschieden, da 
sonst Y mit k, zusammengenommen ein alternierender Kreis ware, nach dessen 
zyklischer Umfarbung sich aus F ein I’-Faktor von @ ergibe. Wir kénnen 
daher p+ p, voraussetzen. Dann gibt es nach (4.3) einen alternierenden 
Kantenzug ’, der in p, mit einer blauen Kante beginnt und mit einer roten 
Kante in p endet. Betrachten wir auf Y’ (von p, aus gerechnet) die erste 
gemeinsame Ecke von Y’ mit Y, so kénnten wir von hier aus auf Y weiter 
alternierend unseren Gang entweder nach p oder nach gq fortsetzen und kamen 
daher in p oder q mit einer blauen Kante an, im Widerspruch zu (4.3) bzw. zum 
ersten Teile dieses Beweises. Jeder alternierende Kantenzug, der bei einem 
p ¢ £,,, mit einer blauen Kante beginnt und in einem gq ¢ Z,,, endet, muB daher 
mit einer roten Kante enden. 

Wir bezeichnen mit G,, denjenigen Teilgraphen von G, der aus £,,, und 
samtlichen Kanten (einschl. Schlingen) von G besteht, deren Endpunkte beide 
in E,,, liegen. Weiter gilt: 

(4.5) In G,,, gibt es nur rote, in G* nur blaue Kanten. 

Der erste Teil von (4.5) folgt aus (4.4); der letzte Teil folgt mit Hilfe eines 
analogen Schlusses wie im ersten Teile des Beweises von Satz 5. 

Ferner gilt: 

(4.6) Es sei k, eine rote Kante, die unser p, mit einer Ecke p< E* verbinde. 
Ist dann p eine neue (nicht in G liegende) Ecke und setzen wir ['(p) = 1, 
L’ (po) = I'(po) — 1, Pp) = I'(p) in jedem p+ p, aus E, 80 ist der Graph 
G=GuUpUR maximal [-prim, wobei 7 mit jeder Ecke von E* durch je eine 
neue (nicht in G@ liegende) Kante verbunden werde und K die Menge dieser 
neuen Kanten bedeute**). 

Beweis: Zunachst iolgt, daB Gr -prim ist, da ein /-Faktor von G mittels 
Identifizierung von p und p, in G einen J’-Faktor von G@ liefern wiirde. Nun 
sei k, eine neue (nicht in @ liegende) Kante, zwischen deren Endpunkte G 
I,, sei. Yerbindet k, die Ecken p, py, so ist (F — k,) Up Uk, ein ['-Faktor 
von G Uk,. Verbindet k, die Ecke p mit einer Ecke q ¢ E — E* (q+ pp), 80 
denken wir uns p, mit g durch eine neue Kante k, verbunden. Da G@ nach (3.3) 
zwischen n Po und q I’, ist, gibt es einen J-Faktor F, von G Uk, und daher 


my J Da a Gi in p wegen [2] = 0, ist, bildet die neue Ecke j eine Komponente des 


T,-Restes von G. D'> Komponenten des I,-Restes von @ sind dann die iibrigen Kom- 
ponenten des I’,-Restes von G. Ferner gilt Z* = Z* und E,,= E,,. Nach (4.6) kénnen 


also weiter, kurz gesagt, simtliche roten, p, mit Z* verbindenden Kanten von G abgebaut 
werden. 
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einen /-Faktor (F,— k,) Up Uk, von GU k,. Es bleibt iibrig, daB die End- 
punkte p, g von k, in £ liegen und G@ zwischen p, ¢g I, ist. Im Falle k, = k, ist 
(F —k,) upUE, worin k die ~, p¥ verbindende Kante von KF bedeutet, ein 
[-Faktor von GU k,. Es sei daher k, + ky. Dann gibt es einen J’-Faktor F, von 
Gk, und nach Satz 1 einen F, F, alternierenden Kreis ® durch k, und &,. 
Gilt k, ¢ F,, so ist (F,— k,) U DU k, worin k die p, p§ verbindende Kante aus K 
bedeutet, ein /'-Faktor von G u k,. Es bleibt somit iibrig k,¢ F,. Wegen k,¢ F 
und Satz 1 kénnen wir annehmen, daB k, auf @ liegt. Da pj nach (4.1) nur-blau 
erreichbar ist, zerfallt ® in zwei F, F, alternierende Kreise ©’, ©’, von denen 
einer (etwa ’) k,, der andere D” die Kanten k, und k, enthalt. Mittels zyklischer 
Umfirbung von @’ ergibt sich aus F, ein J-Faktor 

F; von G Uk, mit k,¢ Fj. Dann ist (analog wie im. , C]/ \ 
vorletzten Fall) (Fj — k,) Up UE ein ['-Faktor von \ /) 
G U k,. Also ist G maximal /-prim. 6 

Ist der J’,-Rest von unserem @ nicht leer, so 
seien seine Komponenten im folgenden mit G,, ...,@, 
bezeichnet. Dann folgt leicht: 

(4.7) Hat man ein G,(1 < »v Sa), so gibt es ent- 
weder genau eine oder keine rote Kante, die G, mit E* 
verbindet. 

Denn gabe es zwei solche roten Kanten, so wa- 
ren die in G, liegenden Endpunkte dieser beiden 
Kanten wegen (3.1) durch (mindestens) eine blaue Pgeh 9 
Kante verbunden und ferner ware jeder der beiden Fig. 5 
in E* liegenden Endpunkte (der beiden roten Kan- 
ten) mit unserem p, durch je (mindestens) eine blaue Kante verbunden. Diese 
finf Kanten wiirden aber mit k, zusammengenommen einen alternierenden 
Kreis bilden und @ ware dann J-teilbar. 

Wir nennen ein G, (1 < » < a) kurz ein rotes bzw. blaues G,, wenn es mit 
E* durch eine bzw. keine rote Kante verbunden ist. Hat man ein rotes G,, 
so kann es sein, da8 ein alternierender Kreis ® durch die rote, G, mit E* ver- 
bindende Kante existiert, der keine blaue, auf Z* endende Randkante von 
G,,...,G@, enthalt. In diesem Falle lieBe sich mittels zyklischer Umfarbung 
von @ die Anzahl der roten G, (1 < » <= o) verkleinern. Wir kénnen daher im 
folgenden weiter voraussetzen, daB die Anzahl der roten G, in der beschriebenen 
Weise nicht verkleinert werden kann. Dann gilt: 

(4.8) Hat man ein rotes G,, so ist G, mit keiner kritischen Ecke durch eine 
Kante verbunden. Das heift, siimtliche Randkanten der roten G,(1 S v S o) 
enden auf E*. 

Beweis: Es sei k, die rote Kante, die G, mit Z* verbindet. Lhre Endpunkte 
seien p,¢€ G, und p*¢ E*. Ware eine Ecke p ¢€ G, mit einer kritischen Ecke q 
durch eine rote Kante verbunden, so wiirde (da p* ein /-Haufungspunkt ist) 
eine blaue, p*, g verbindende Kante und ferner wegen (3.1) eine blaue, p, p, 
verbindende Kante und hiermit zusammen ein alternierender Kreis durch k, 
existieren. Daher folgt (wegen der vorausgesetzten minimalen Anzahl roter G,), 
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daB G, héchstens durch blaue Kanten mit kritischen Ecken verbunden sein 
kénnte. Ware nun p, durch eine blaue Kante k mit g ¢ Z,,,, verbunden, so 
kénnten wir g mittels einer blauen, p,, p* verbindenden Kante und mittels k, 
und & blau erreichen, im Widerspruch zu (4.4). Es bleibt iibrig, daB eine von p, 
verschiedene Ecke p ¢ G, mit q ¢ Z,, durch eine blaue Kante k verbunden 
-ware. Wegen I'(p) = 1 (I"(p) = 0 hatte ja p ¢ H* zur Folge) wiirde eine rote, 
an p liegende Kante k’ € G, existieren. Da nach (3.1) weiter an k’ eine blaue 
Kante k” € G, nach p, angeschlossen ist, wire g wiederum mittels einer blauen, 
Po, p* verbindenden Kante und mittels k,, k’’, k’ und k blau erreichbar. Es gibt 
daher keine Kante in G, die G, mit E,,,, verbindet. 

Analog, wie jedes rote G,(1 < » < a) mit Z* durch je genau eine rote 
Kante verbunden ist, gilt fiir die blauen G, und £,,: 

(4.9) Hat man ein blaues G,, (1 < uw < a), 80 gibt es genau eine blaue Kante 
in G, die G,, mit E,,, verbindet. 








Beweis: Nach (4.2) existiert ein bei p, mit einer blauen Kante k, beginnender, 
alternierender Kantenzug Y: k,,..., k,, der nur seinen Endpunkt p, mit G, 
gemeinsam hat. Die Endpunkte von k, (A=1,...,1) seien p,_,, p,. Wir 
behaupten, p,_, ist eine kritische Ecke. Denn andernfalls lage p,_, in E*, 
k, ware blau (da G, blau ist) und k,_; ware rot. p,_, lage nach (4.4) nicht 
in E,,. Daher wiirde k,_, wegen (4.4) und (4.5) auf unserem Gange auf Y 
(von p, aus gerechnet) aus einem roten G, heraus nach E* fiihren. Werden 
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hierbei (4.4), (4.5) und (4.8) beachtet, so folgt rekursiv, daB die (erste) rote 
Kante k, aus einem gewissen roten G, heraus nach E* fiihren wiirde und dieses 
G, daher mit p, durch k, verbunden ware, im Widerspruch zu (4.8). Also ist 
P;-, eine kritische Ecke. Da k, wegen (4.4) blau ist, gibt es somit (mindestens) 
eine blaue Kante, die G, mit E,, verbindet. Gabe es nun noch eine (von k, 
verschiedene) blaue Kante k’ in G, die eine Ecke p’ ¢ G,, mit einem q’ ¢ E,, ver- 
binden wiirde, so kénnten wir nach (4.2) sowohl p’ als auch p, jeweils auf einem 
alternierenden, bei p, mit einer blauen Kante beginnenden Kantenzug Y’ 
bzw. Y” rot erreichen. Nach (4.4) miiBte Y’ die Kante k’ und ¥” miiBte die 
Kante k, enthalten, und zwar so, daB wir auf ¥' (analog Y’’) unmittelbar vor 
der Durchwanderung von k’ die Ecke q’, dahinter die Ecke p’ antreffen und 
hinter p’ noch eine weitere alternierende Wanderung anschlieBen wiirden, die 
bei p’ mit einer roten Kante k, (also auf Y’ unmittelbar hinter k’) beginnt und 
in p’ wieder rot endet. Analog wirden wir auf Y” unmittelbar hinter k, eine 
rote Kante k;’ antreffen. Wegen (4.4) kénnte weder k, noch k;’ auf Z,,, enden. 
k, und k’ miBten also in G, liegen. Wir unterscheiden die Fille: k, = k;’, 
ki + k,’. Im ersten Falle liefert der alternierende Kantenzug k’; k;, k, einen 
Widerspruch zu (4.4). Im zweiten Falle kénnten wir wegen (3.1) die beiden 
von p’, p, verschiedenen Endpunkte von k; und k;’ mit einer blauen Kante k 
verbinden und der alternierende Kantenzug k’, k;, k, k,’, k, wiirde mit (4.4) 
wiederum im Widerspruch stehen. Also ist k, die einzige blaue Kante in G, 
die G, mit Z,,, verbindet. 

Es ware per definitionem zu erwarten gewesen, da8 unsere Einteilung der 
Komponenten des J°,-Restes von G in rote und blaue Komponenten von der 
Wahl des kritischen Punktes p, und dann noch von der Wahl des J-Faktors F 
(kurz gesagt, von der Farbung) von GU k, abhangen kénnte. Es stellt sich 
jedoch jetzt nach (4.8) und (4.9) heraus;daB sich hierbei immer dieselbe Ein- 
teilung ergibt, da nach (4.8) eine Komponente des /',-Restes von G genau 
dann rot bzw. nach (4.9) genau dann blau ist, wenn sie mit Z,, durch keine 
bzw. mindestens eine Kante von G verbunden ist. Es ergibt sich nun: 

Satz 8. Ist G= EU K ein maximal I’-primer Graph mit nicht leerer I’- Ab- 
leitung"*) G’, so hat er folgende Eigenschaften: 

1. Jede Komponente des I’,-Restes von G ist ein Einsgraph (beziiglich I’), 

2. Fiir jede Komponente G, (1 < A S a) des I’,-Restes von G ist die Summe 
aus der Anzahl siimtlicher Ecken p« G, mit ungeradem I'(p) und der Anzahl 
simtlicher Kanten von G, die G, mit E., verbinden, ungerade, 

3. Die Anzahl o stimtlicher Komponenten des I',-Restes von G ist gleich: 

o=2+ Ps I'(p) + a (y(p, @) — I'(p))™). 
pe ° pc 

Umgekehrt ist jeder Graph mit ine drei Eigenschaften I-prim (nicht not- 
wendig maximal I’-prim). 

#8) Hierin bedeutet im Falle £* = © bzw. E,,= © die obige Summe 0. Mittels (4.5), 
(4.7), (4.8), (4.9) und Satz 4 kann man ferner den Satz beweisen: Ein maximal [’-primer 
Graph G = EK ist dann und nur dann ein Einsgraph (beziiglich I), wenn die Anzahl 
simtlicher p ¢ Z mit ungeradem I'(p) ungerade ist. Dieser Satz enthalt das Theorem III 
von [1] (vgl. [1], S. 245) als Spezialfall. 
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Beweis: Wir setzen zunachst voraus, G sei maximal /-prim (mit G’ + @). 
Dann hat G nach (3.1) die Eigenschaft 1. Fiir die roten G, folgt Eigenschaft 2 
aus (4.7), (4.8) und Satz 4. Fir die blauen G, folgt Eigenschaft 2 aus (4.7), 
(4.9) und Satz 4. Bezeichnet allgemein £,(Z’, Z’’) bzw. 8,(2’, BE’) die Anzahl 
samtlicher roten bzw. blauen Kanten in G, die ein E’ ¢ E mit einem E’’¢ £ 
verbinden (Z’ -\ EZ” = @), so folgt fiir o, (= Anzahl der roten G,) und o, 
(= Anzahl der blauen G,): 


6,+O=0, 
>» I'(p) =¢,+ B,(E*, E,,) nach (4.5) 2. Teil und (4.7) , 
pek* 
2 (y (p, G’) — I'(p)) = = ea B, (Bue: E*)—2 


pe Ewe 
nach (4.5) 1. Teil, (4.8) und (4.9). Addieren wir die beiden letzten Gleichungen, 
so erfillt G auch die Eigenschaft 3. Wir setzen nun umgekehrt voraus, daB 
G= EUK ein Graph mit den Ei- 
genschaften 1, 2 und 3 sei. Wir 
behaupten, G@ ist I’-prim. Denn, 
2 gabe es einen J-Faktor F von G, 
so ware, wenn wir uns samtliche 
2 2 Kanten von F rot, die Kanten 
von G—F dagegen blau gefarbt 
denken, die Anzahl o, simtlicher 
Komponenten des [°,-Restes von 
G, die durch mindestens eine rote 


™ 


= 





Fig. 7 Fig. 8 
Kante mit #* verbunden sind, 
6, S B,(E — (E* vu E,,), E*). 


Ferner ware die Anzahl o, simtlicher Komponenten des J',-Restes von G, die 
mit #* durch keine rote Kante verbunden sind, da jede solche Komponente 
nach Satz 4 wegen Eigenschaft 1 und 2 durch je mindestens eine blaue Kante 
mit Z,,, verbunden sein miBte: 
<2 (y (p, @’) baa I'(p)) + B, (Eu, E* )- 
- pee, ue 


Beide Ungleichungen zusammen ergaben : 
T=6,+%S a I) * x Ge, )—Te) 


entgegen Eigenschaft 3. 

Das folgende Beispiel (vgl. Fig. 7, worin die bei jeder Ecke p angeschriebene 
Zahl das I"(p) bedeuten soll) zeigt einen Graphen-G mit G’ = G, o = 2, der die 
Eigenschaften 1, 2 und 3 erfiillt, jedoch nicht maximal J-prim ist. Wenn ein 
Graph G = EU K mit den Eigenschaften 1, 2 und 3 nicht maximal J-prim 
ist, so kann dies nach Satz 8 (da jeder J-prime Graph in einem maximal 
I’-primen Graphen enthalten ist) nur daran liegen, daB es noch einen Graphen 
G = EU KR > G mit den Eigenschaften 1, 2 und 3 gibt, der sich aus @ (kurz 
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gesagt) mittels gewisser Zusammenfassungen von Komponenten des J’,-Restes 
von @ oder kritischer Ecken (oder solcher Komponenten und kritischer Ecken) 
und mittels Ausbau dieser Zusammenfassungen (durch Hinzufiigung neuer 
Kanten) zu neuen Einsgraphen (beziiglich I") ergibt. Einen solchen maximal 
I’-primen, echten Obergraphen zu unserem G des Beispieles der Fig. 7 zeigt 
Fig. 8. 

Zum Schlu8 méchten wir noch auf einen Zusammenhang zwischen der 
Eigenschaft 3 maximal J-primer Graphen (vgl. Satz 8) und einem Kriterium 
von Tutte fiir J’-prime Graphen (vgl. [5], 8. 348, Theorem C) hinweisen. Hat 
man einen maximal J-primen Graphen G, so kénnen wir fiir die beiden 
Mengen S und 7' des Kriteriums von Tutte ((5], S. 348, (6)) unsere S = E* 
und 7 = E,, einsetzen. Hierfiir lautet dann die Bedingung (6) von Turrs (in 
unserer Bezeichnungsweise) : 

X T(p)<o+ & F(e)— 7, @)). 

pcg PCE 
Nach Satz 8 ergibt sich, daB die Bedingung (6) von TuTTE insbesondere fir 
maximal J-prime Graphen scharfer als Gleichung (statt der Ungleichung (6)) 
mit Addition von 2 auf der linken Seite von (6) erfiillt werden kann. 
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Eine Charakterisierung harmonischer Funktionen 
Von 
Hans GONZLER in Gottingen 


Fiir harmonische Funktionen {(zx) gilt nach Gauss der Satz vom arith- 
metischen Mittel: Der Oberflachenmittelwert O,f(x) tiber eine Kugel vom 
Radius ¢ stimmt tiberein mit dem Funktionswert /(z) im Mittelpunkt x der 
Kugel. Umgekehrt hat Kose gezeigt (vgl. KeLLoe [12], S. 227), daB aus der 
Gleichung O,/ (x) = f(x), giiltig fiir alle z und t > 0, die Gleichung 4/ = 0 folgt. 
Diese Charakterisierung harmonischer Funktionen ist nach den verschieden- 
sten Richtungen hin verallgemeinert worden (vgl. z. B. Saxs [19], Jon [10], 
Courant-HitBert [1], 8. 251—257, Rapo [18], 8S. 7 und 19, Prrvatorr [17], 
Isurkawa [9], TasHrro [21]), stets wurden hierbei aber die Werte von O,/ fiir 
t + 0 herangezogen, auBerdem wurden diese dabei meist in Verbindung gesetzt 
mit {(x) selbst. Der einzige Fall, in dem nicht irgendwie t + 0 betrachtet wird, 
scheint die sehr schéne Charakterisierung harmonischer Funktionen von 
DeEtsaRTE [3], [4] zu sein, auf die wir weiter unten in Abschnitt 4 eingehen 
werden. 

In der vorliegenden Note nun charakterisieren wir harmonische Funktionen 
durch das Verhalten von O,/ fiir t > co: Die Funktion f ist schon dann harmo- 
nisch, wenn ihr Mittelwert O,/ fiir t + oo ein gewisses Wiederkehrverhalten auf- 
weist. Dieses Wiederkehrverhalten ist z. B. dann vorhanden, wenn O,/(zx) in t 
schlieBlich fastperiodisch ist. Speziell ist f harmonisch, wenn O,/ schlieBlich 
periodisch ist oder wenn O,/ auf irgendeinem ¢-Intervall konstant bleibt. Wenn 
man will, kann man dieses Ergebnis auch negativ formulieren: Es gibt keine 
nicht-trivialen fastperiodischen Funktionen der Form O,f. Da wir beliebige 
lokal integrable Funktionen / betrachten, sind zundchst gewisse Singularitaten 
im Endlichen (und natiirlich beliebige im Unendlichen) dabei zulassig. Diese 
Ergebnisse gelten fiir alle Dimensionen n= 2, fiir die Volumenmittelwerte V,/ 
tiber Vollkugeln gelten entsprechende Aussagen schon von n = 1 an. 

Zum Beweise werden wir eine gewisse Gleichgradigkeit des Wiederkehrver- 
haltens in x bendtigen, doch geniigt es schon, wenn z. B. die Fastperiodizitat 
nur lokal im Mittel gleichgradig in x gefordert wird. Wesentliches Hilfsmittel 
bei den Beweisen ist die Distributionstheorie von L. Schwartz (die wir auch im 
Falle beliebig glatter /(z) nicht vermeiden kénnen) sowie eine Formel von 
ASGEIERSSON und JOHN iiber iterierte Oberflachenmittelwerte. 

Verallgemeinerungen der hier bewiesenen Aussagen sind natiirlich auf man- 
nigfache Weise mdglich, doch wollen wir hier darauf nicht weiter eingehen. 
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Die folgenden drei ersten Abschnitte dienen im wesentlichen der Vorbereitung : 
In § 1 finden sich Aussagen iiber die Existenz und die Stetigkeitseigenschaften 
der Oberflaichen- und Volumenmittelwerte (Satz 1) sowie die Differential- 
gleichung von EvLEr-Poisson-Darsov x, der die Mittelwerte im Distributions- 
sinn geniigen (Satz 2). In § 2 werden Haufungspunkte von O,/ bzw. V,/ fiir 
t + co eingefiihrt und untersucht, z. B. ist limO,/, wenn er existiert, stets har- 


t— 2% 


monisch (Folgerung in § 2). DaB eine im R* definierte Funktion /(z), fiir die der 
Mittelwert O,f bzw. V,f in einem gewissen t-Intervall von ¢ unabhangig ist, 
iiberall harmonisch ist, wird in § 3 gezeigt (Satz 3, Folgerung I und II). § 4 
bringt dann die schon oben erwahnte Charakterisierung harmonischer Funktio- 
nen f durch ein gewisses Wiederkehrverhalten von O,f bzw. V,f fiir t + oo 
(Satz 4) sowie als Folgerung I, daB eine Funktion / bereits dann harmonisch ist, 
we..n ihr Mittelwert O,f bzw. V,f schlieBlich fastperiodisch ist. Auch aus der 
Gleichung limO,/ = f darf man schlieBen, daB f harmonisch ist (Folgerung II). 


t—> oc 
In einem Anhang wird der in § 4 vorkommende Begriff ,,fastperiodische 
Funktion auf einer Halbgruppe mit Werten in einem lokal-konvexen Vektor- 
raum‘ néher erlautert. 


§ 1. Einige Eigenschaften der Oberflichen- und Volumenmittelwerte 


Sei 2 eine offene Menge des reellen euklidischen R"(n = 1, 2, ...). Unter 
Lj, (2) werden wir dann das System aller komplexwertigen, auf 2 meBbaren 
und lokal integrablen Funktionen /(z) verstehen, versehen mit der iiblichen 
linearen Struktur und der Topologie der lokalen Konvergenz im Mittel, d. h. 
die Funktionen f ¢ L},,(Q) sind iiber jede kompakte Menge K c Q integrabel 
(hier und im folgenden ist stets das Lebesgue-Ma8 gemeint), und eine Um- 
gebungsbasis des Nullelements 6 wird geliefert durch die Mengen 


(1:1 < Lhoe(Q), f\p(2)] dx <e) 


mit beliebigem kompaktem K c 2 und e > 0; f. ii. gleiche f werden also iden- 
tifiziert. L},,.(Q2) ist dann ein komplexer, lokalkonvexer topologischer linearer 
Raum, der das 1. Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt (also metrisierbar ist) und der 
vollstandig ist (wegen der Terminologie vgl. Day [2)). 

Fiihrt man im R* Polarkoordinaten p = (9, . - -; Pn—1, 7) ein, 


x= x(p)= :7-E(Py---+ Pn-1) mit |é|/=1, 
bezeichnet man den Absolutbetrag der Funktionaldeterminante 
ox ilies a» 09 Mal 


Op iii a(M1, eres Pn-1>1) 
mit A,,(9,, .- -; Pn—1» 7) = 116, (Gy - «+» Pn—2g), ist weiter Q der (n — 1)-dimen- 
sionale Quader im 9,,..., @—,-Raum, dessen Bild §(Q) gerade die Einheits- 
sphare |z| = 1 liefert, bedeutet dg das gewéhnliche Lebesgue-MaB im q-Raum 
= Q,-- +; Pn—1-Raum, und bezeichnet man schlieBlich den Oberflicheninhalt 
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der Einheitssphire im R* mit ,, so werde fiir ¢ reell > 0 unter O,f(z) der 
Oberflichenmittelwert 


a f He +t @) d4(@) dg 
Q 


verstanden’), sofern er existiert, d.h. sofern { |f- 6,| dq < «. 


@ 
Analog sei der Volumenmittelwert V ,f(x) erklart durch 
1 
Vil (2): = 3 f f(zx+ y)dy= = f f(x + tz) dz, 


vist jz| 31 
wo v, = “~ der Rauminhalt der Einheitskugel im R* ist. 
Hier gilt nun der 
Satz 1. Ist f ¢ Li, (R"), 1 < n, so existieren O,f und V,f fiir alle t > 0 als Elemente 
von L},,(R"), d. h. fiir (festes) t > 0 existieren O,f(x) und V,f(x) fiir fast alle 
xz € R", als Funktionen von zx sind sie meBbar und lokal integrabel, und als 
Elemente von L},,(R") sind sie unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten f(z). 
O.f und V,f sind stetige Abbildungen von (0,+ «) in L},(R"), im Sinne der 
Topologie von L},,.(R") gilt End f= er Vf ={. SchlieBlich sind noch O,f (x) 
+0 


und V,f(x) (zx, t)-meBbar oat R" x (0, + oc) und (eindeutige) Elemente von 
Diy R* x (0, + 00). 

Beweis*): Die Behauptungen iiber V,f sind klar: V,f(x) ist sogar (z, t)- 
stetig, wie man durch einfache Abschatzungen feststellt; die Aussage iiber 
lim V,f gilt fiir beliebige (abelsche) lokalkompakte topologische Gruppen 


t—0 
(i. w. findet sich dies z. B. bei Hatmos [7], § 61, Aufgabe 5, S. 268). 

Um die Aussagen iiber O,f zu beweisen, zeigen wir zuerst, daB die Funktion 
g(x, q):= f(a + t- E(q)) bei festem t > 0 in den 2m — 1 Variablen zx, g meBbar 
ist: Die Transformation 7’: R" x Q > R*, gegeben durch T(x, q):= x + t+ &(q), 
ist stetig, also Borel-meBbar; auBerdem sind, wie man leicht feststellt, die Ur- 
bilder von Borel-Nullmengen wieder Nullmengen, T' ist daher Lebesgue-meBbar, 
d. h. die Urbilder von L-meBbaren Mengen sind wieder L-meBbar. Nach Hat- 
mos [7], § 39, S. 162, ist daher g(x, q) meBbar, also auch g(z, q) - 6,(q); fiir 
beliebige kompakte K c R* erhalt man daher mit Fusr1 


SS \g(z, 9) 6,(q)| dqdx= f 5,(q) f \f(F+t- E(g|dxdq< fd, (gq) [\f(2)| dzdq, 
EQ Q xk Q Rt 


wo Kt:=(x+y:x2¢€ K,y€ R*, |y| <t) ein Kompaktum ist, iiber das f in- 
tegrabel ist; mit einer von /, K, ¢ abhangigen Konstanten C kann man also 
weiter abschatzen 
S f 6,(q)-Cdq<o, 

atnnis Q 
1) Fiir n = 1 wird O,f/(z) = Fe + t) + f(x — #)), Q besteht hier nur aus zwei 
Punkten. Fiir n > 2 gilt fiir das Oberflachenel t |%—,X -** X 2,_,| = A,(p). 

*) DaB O,f als Distribution fir alle t > 0 existiert, folgt aus L. Scnwarrtz [20], Bd. IT, 
S. 11 und 72/73. Fiir den Spezialfall subharmonischer /(z) vgl. z. B. Rapo [18], 8. 2—4. 
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d. h. aber, alle oben auftretenden Integrale sind endlich, fir fast alle x ¢ R* 
existiert O,/(x), diese Funktion ist meBbar und tiber K integrabel. Ist /,(2x) 
= f,(x) f. i., so zeigt eine analoge Abschitzung wie oben, daB auch O,/,(z) 
= O,f,(x) f. i.. 

O,f ist stetig in t>0: Ist K kompakt CR" gegeben, so ist f(x) 
jedenfalls tiber K‘+! (s.0.) integrabel; da das MaB der Menge B(t, t’, g) 
:= (K +t-&(q)) 4 (K + #- &(g))c K+ fiir ¢’ + t gegen Null geht*), und zwar 
gleichgradig in g € Q (vgl. Haumos [7], § 61, th. A, S. 266), gilt dasselbe von 
wee fel de aso 


f|Of=) — Ocha) das [On {l= +t-&(q))—f(z+t'- &@)| dxdq 
<f6,(q) f 2\f(2)\dzdqg>O far ft. 
Q Bit .@ 


Was die Behauptung limO,/ = f betrifft, so gilt sie jedenfalls fiir stetige / (2). 
td 
Wahlt man zu allgemeinem { ¢ L},(R") und gegebenem kompaktem K c R" 
iiberall stetige /,(z) so, daB f |f(z)—/f,(z)|d2z<e, so gilt fir hinreichend . 
kg 
kleine ¢ 


f |O.f (x) — f(z)| dx {\Of(z)—Of.(2)| dx + f \0.f.(2) —f,(x)| dx + 
+f \f.(z) —f(z)| das 
<= f 6,(9) f |f(2) —f,(2)| dzedqg + e+ eS (m,+ 2)-e. 
Q x’ 


Die (x, t)-MeBbarkeit und lokale Integrierbarkeit vonO, /(z) auf R* x (0, +00) 
schlieBlich beweist man ganz analog, wie es oben bei festem ¢ geschehen ist. 
(Die lokale Integrierbarkeit von O,f/(z) folgt tibrigens, wenn man schon die 
(x, t)-MeBbarkeit hat, auch aus der t-Stetigkeit von O,/.) 

Beispiel: f{(x):= |z/?, B>—n; O,f(x) existiert hier jedenfalls bis auf 
die Nullmenge |z| = t. Speziell fiir n = 3, 8 = —1 erhalt man 


if |x| <t 
0. f (x) = 1 fir . 
2] 


Satz 2. Ist f « Li, (R"), lan, 80 geniigt F(x, t):=0,f(x) im Distributions- 
n 
sinn der Euler-Poisson-Darboux-Gleichung (4. c= > ~ 


2 
i= O%% 


|x| >t 


n—1 
t 


Es geniigt G(x, t):= V,f(x) auf R* x (0, 0) im Distributionssinn der Gleichung 


n+1 
t 


(1) A,F —F,,.= 





F, auf R* x (0,0). 


(2) A,G—Gy.= 


3} AA B:=AUB—ANB. 





G, . 
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Beweis: Nach Satz 1 ist F ¢ L},,(R*" x (0, ©)), so daB F also im Sinne von 
L. Scuwartz [20] als Distribution definiert ist. Ist nun f(x) tiberall zweimal 
stetig differenzierbar, so gilt dasselbe von F(z, t) auf R" x (0, co) und F geniigt 
dort der Gleichung (1) im tiblichen Sinne (vgl. Courant-HiiBert [1], 8. 411 
bis 412), also erst recht im Distributionssinn (fir » = 1 prift man die Behaup- 
tung leicht direkt nach). Approximiert man nun ein beliebiges f/ ¢ Lj, (R") 
lokal im Mittel durch zweimal stetig differenzierbare Funktionen, so erhalt 
man durch ahnliche Abschétzungen wie am Ende des Beweises von Satz 1 die 


behauptete Gleichung (1). (Fir t > 0 ist ’ - G, als Distribution wohldefiniert). 


Was G = JV, betrifft, so erhalt man durch (hier zulassige) Einfiihrung von 
Polarkoordinaten — wegen der Bezeichnungsweise vgl. den Anfang dieses 
Abschnitts — und Anwendung des Satzes von Fusrnt: f(x + r- &(q)) ist meB- 
bar und lokal integrabel als Funktion der n Variablen p und es gilt bei festem x 


(3) Vif(z) = a [te + y)dy= 5 f f(x + r+ E(q)) An(q, 7) 4(q, ") 
yjst Q x (9,1 
t 


=% [ 0,f(2)dr 
0 
(nebenbei folgt also auch: O,f(x) ist fiir jedes feste x ¢ R" fiir fast alle t > 0 
erklart und lokal integrabel in ?). 
Daraus folgt aber unter Verwendung von (1), zunachst wieder nur fiir zweimal 
stetig differenzierbare f(z) 


t t 
n 


(4) A,G = - [mA,P ar == f -- (°F, (x, r)) dr= . F, (2, t), 
0 0 
denn fiir zweimal stetig differenzierbare /(2z) gilt lim M [O,f (x)] = 0 fiir. jedes x 
+0 


Durch Differentiation von (3) nach t erhalt man weiter fiir {> 0 und zx € R" 
die Beziehung 


(5) nG+tG,=nF. 
Driickt man hiermit F,, in (4) durch G aus, so erhilt man die behauptete Glei- 
chung (2). Die Giiltigkeit dieser Gleichung und auch der Gleichungen (4) und 
(5) fiir beliebige f « L},.(R") im Distributionssinne sieht man dann wieder wie 
oben ein. (All dies gilt auch fiir n = 1.) 

Beispiel: Gilt tiberall 4f=A= const., z.B. {(z)=2*, so wird (vgl. 
CourRant-HILBeErt [1], 8. 251) 


A ‘ 
Vif (x) = f(x) + 2(n + 2) , 
(2) ist also offenbar erfiillt. 


§ 2. Mittelwerte mit Hiufungspunkten im t-Unendlichen 
Definition 1. Ist F (x, t) ¢ Lj,,.(R" x (a, + 00)), a und 6 > 0 fest reell, so heiBt 
eine Funktion G(z, t) ¢ Lj,,.(R" x (0, 6)) ein 6-Haufungspunkt von F(x, t) im 
Unendlichen, falls G im Sinne der Topologie von Lj,,(R" x (0, 6)) Haufungs- 
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. punkt von t_,F := F(z, t + s) fiir s + oo ist, d. h. falls zu jedem Kompaktum 
t Kc R* x (0, 6), e > O und N > 0 ein s > Maz(N, a) existiert, so daB 
l f \t_.F—Gldzdt<e. 
K 
A Anschaulich gesprochen hei®t dies, die. Funktion F(z,t) hat fir t+ 
It immer wieder Streifen der Form R* x (8,, 8, + 5), auf denen sie sich niherungs- 
" weise wie G verhalt, und zwar um so genauer, je weiter man ins Unendliche 
kommt. 
). Hilfssatz. Ist F(x, t) ¢ L}y(R" x (a, 0)) im Distributionssinn Lésung der 
n Euler- Poisson-Darboux-Gleichung 
‘ (6) A,F—F,,=<F, auf R* x (a,) 
© (c fest komplex, 1S n), und besitzt F (x, t) im Unendlichen die Funktion G(z, t) 
als 6-Héufungspunkt, so geniigt G im Distributionssinn der Gleichung 


Ist c+ 0 und G von der Form t_, F, 8, fest = a, 80 ist G konstant in t und harmo- 
nisch in x, d.h. es existiert eine iiberall im R" unendlich oft differenzierbare 
Funktion g(x) mit 

0 G(x, t) = g(x) f. ti. auf R" x (0, 5) und A,g = 0 tiberall im R*.4) 

J] Beweis: Sei y(z, t) eine feste, unendliche oft differenzierbare Funktion mit 
kompaktem Trager K c R* x (0, 6). Nach Voraussetzung gibt es zu diesem K 
eine Folge reeller Zahlen s,-> co, so daB f |F (x,t + 8,)— G(z,t)|dxdt+0. 

K 
Damit gilt dann aber an der Stelle @ (die Distribution t_ , 7’ ist dort definiert als 
(t_,T) (y):= T(t,y) = T (p(x, t—=s))) fir » +00 
tT +, (4,F) ai A,(t_,,F) = A,G 


a a 
ts, (Fes) =) ae (t_,,F) mar G 


eal) eal) eal cog Hea 
; = fr(z,t+5)-[-F (2, p(x, ))| dxdt 
- 
- ¢ [ F(z, t+ 8,)° inex - 7] dxdt+0. 
hk 


Da (6) jedenfalls auch fiir t, y als Argument gilt, wenn nur vy hinreichend groB 
ist, erhalt man fiir »y > oo 
A,G — G,,= 0 an der Stelle p . 
Da ¢ beliebig war mit kompaktem Trager < R" x (0, 5), folgt der erste Teil der 
Behauptung des Hiltasatzes. 
Ist nun 8,2 a und G = t_, F, so ist G Lésung von 


. A,G—Q= 755% auf R* x (a—s,, ~) 


*) Im Falle n = 1 ist also g linear. 
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also sicher auf R* x (0, 6); dort gilt aber auch 4,G — G,,= 0, ist also c+ 0, 
so hat man wegen por + 0 jedenfalls G,= 0, also erst recht G,,= 0 und damit 
A,G@ = 0 auf R* x (0, 6) im Distributionssinn. 

Aus G,= 0 folgt nun die Existenz einer Funktion g(x) ¢ Z},,(R"), so daB 
G=g f. ia. auf R* x (0, 5): Diese nicht ganz triviale Aussage ist natiirlich 
bekannt, doch mége es erlaubt sein, hierfiir einen Beweis zu geben (in der mir 
bekannten Literatur (z. B. L. Schwartz [20]) konnte ich dafiir keinen 
finden — der bei Garnte [5j, 8. 89 unten, gegebene scheint mir unvollstandig 
zu sein). 

Zunachst folgt (L. Sonwarrtz [20], I, S. 56/58) aus G,= 0 auf R* x (0, 6) 
im Distributionssinne die Beziehung t,G = G auf R* x (8, 4) fiir alle s mit 
0<s< B (wo0< £ < 4, sonst £ bel., aber fest), d. h. zu jedem s € [0, 8] gibt 
es eine Nullmenge N = N(s)c R* x (8, 4), so daB fiir (x, t)¢N gilt G(x, t — s) 
= G(z, t). 

Analog wie beim Beweis von Satz 1 sieht man nun, daB die Funktion 
H(z, t, s):= G(x,t—s) auf Q:= R* x (B, 6) x [0, 8] meBbar ist in den n + 2 
Variablen (zx, t, 8), so daB man mit Furi erhalt 


J \A(z, t, 8) — G(z, t)| d(z,t,s)=f f I,¢—G|d(z,t)ds— f 0ds— 0. 
a 0 } fr) 


2N{s = const. 
Daraus folgte: Es gibt eine Menge von M = M, (8, 4), die sich von dem offenen 
Intervall (8, 5) nur durch eine Menge vom MaB Null unterscheidet, so daB fiir 
réM gilt 


co: 


G(x, r—s) = G(z, r) f. i. auf R* x [0, 8) 
oder 
G(z, t) = G(z, r) f. i. auf R* x [r— B,r]. 

Damit ist G schon lokal als konstant erkannt, durch schrittweises Ausschépfen 
von (0, 5) erhalt man daraus die Behauptung: Sei 0 < 8 < + , B fest; sei weiter 
die ganze Zahl k so bestimmt, daB k 8 < 6< (k + 1) 8, auBerdem e > 0 so ge- 
wahlt, daB (k — 1) e < Bunde < 6— 28. Wahlt man dann ein r,= r(e, 8) ¢ M 
so, daB 6—e <r,< 6 und auBerdem dafiir G(z, r,) ¢ Li, (R"), was stets még- 
lich ist, so gilt jedenfalls 
(8) G(z,t)=G(z,r,)  f. i. auf R* x (6— B, d—e]. 
Wegen k > 1 ist dabei e < f, es gibt daher ein r,¢ Mm (6— 8, db — B+ 8), 
eo daB G(az,r,) = G(z,7r,) f. ti. auf R* 
und Gober G(x, t) = G(x, 4) =G(x,7,) £. a. auf RY x [r~—B, ra), 
also sicher auf R" x [6— 28 + e,d— 8). Durch Zusammenfassung mit (8) 
erhalt man so 

G(z, t) = G(x, 1r,) f. i. auf R* x [(6— 28 + e, d—e], 
nach insgesamt k derartigen Schritten also 

G(x, t) = G(z, r,) = G(x, r,) 

f. i. auf R* x (6— kB + (k—lje, d—e]. 


laB 
ich 
mir 
en 


6) 
nit 
ibt 
- 8) 


en 


=¥ 


en 


7 & ? 


l, 
8) 


E 


Charakterisierung harmonischer Funktionen 75 


Wegen der oben gemachten Einschrankungen tiber e gilt diese Beziehung somit 
mindestens auf R" x (28, 6—e]. 
Nun ist r,= r(e, 8), und nach dem soeben Gezeigten gilt fir beliebige zu- 
lassige Paare ¢, 8 und e’, 8’ 
G(a, r(e, B)) = G(x, r(e’, B’)) £. a. auf BR", 
d.h. durch G(z, r(e, B)) ist in eindeutiger Weise ein Element A(z) € Lj,,.(R") 
bestimmt, und es gilt 
G(a,t)= h(x) f. i. auf R" x (0, 6). 

Nunmebhr la8t sich der Beweis des Hilfssatzes rasch zu Ende fiihren: Wegen 
A,G = 0 auf R* x (0, 6) und G(z, t) = A(z) f. i. folgt jedenfalls 4,A = 0 im 
Distributionssinn auf R*, daraus folgt aber die Behauptung (vgl. z. B. WeyL 
[22], S. 415, Lemma 2 oder NirenBera [23] fiir lokal quadratisch integrable 
/, oder fiir den allgemeinen Fall L. Sonwarrz [20], I, 8. 136, th. XII und 
S. 139 oder 140, fiir n= 2, S. 52 fiir n = 1). 

Definition 2. Existiert lim 0O,f im Sinne der Topologie von L},,(R") oder 


t-— 00 


existiert Ems. f(x)) im Sinne der Topologie von L},(R" x (a, a + 4)), 


a,éd> 0 fest Teell, so wollen wir sagen, daBO.,. / existiert; O.,.f ist dann eine Funk- 
tion g(x) < Lh, (R") bzw. G(x, t) ¢ Li, (R" x (a, a + 4)). Entsprechend ist V... f 
definiert, falls es existiert. 

Aus dem soeben bewiesenen Hilfssatz erhaélt man nun die 
Folgerung. Ist { ¢ L},,(R"), 1s n, und existiert O,,f oder V..f, 80 sind diese 
Grenzwerte unabhingig von t und iiberall im R* harmonisch**). 

Konvergiert also z. B. O,f(x) mit t > co fiir fast alle x des R* und ist O,/(z) 
in x lokal beschrankt, gleichgradig in ¢*), so stimmt die Grenzfunktion f. i. mit 
einer im ganzen R* harmonischen Funktion iiberein. 

Beweis: Da aus der Existenz von Lent 0, = g(x) im Sinne von L},, (R*) die 


von lim t_,(O,f(z)) = g(x) im Sinne “a: nL} ox (R" x (a, a + 4)) folgt (fir bel. a 


und positives 6), kann man sich auf letzteren Fall beschrinken. Sei also 
lim t_,(O,f(x)) = G(x, t) in Li, (R* x (a, a + 4)); 


dann gilt auch 


G(x, t + a)=t_,G= lim t_,(T-. O ef (x)) = an T~(s+a) (0, f(x) 
= lim i f(x)) im Sinne der Topologie von Lh, (R* x (0, 4)), 


G(zx,t+ a) ist also jedenfalls 6-Haufungspunkt von9, f(z) im Unendlichen gema8 
Definition 1; aus Satz 2 und dem Hilfssatz folgt also mit H (x,t) := G(z, t + a) 
(9) A,H=H,, auf R" x (0,4). 

Wir zeigen nun, daB H unabhangig von ¢ ist (im Falle 0,.f = = 0. wire 
dies es tiberfliissig) : 


(“ ~ 4a) Zusatz bei der Korrektur: Fir Voof ist diese Aussage unter etwas stirkeren Vor- 
aussetzungen auch schon von PLANCHEREL und Po.ya [24] bewiesen worden. 
°) Méglicherweise ist diese Voraussetzung iiberfliissig. 
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Sei 0< » < a < £ < 4, dann gilt fiir alle h ¢ [0, n] und beliebige kompakte 
KckR 


B B B 
f f\H—1,H| dzdts f f |H—t_,(0,f)| dxdt + f f\r,H—O,,,f(2)| dxdt 
ak ak ak 


B p—h 
=SJ |H —t_,(O,f)| dx dt + ff |H (x,t) —Or44af(z)| dxdt. 
a e- 
Wahlt man nun s, so, daB fiir s > s, stets 


B 
f S\t-.0f—H|dxdt<e, 
Kk 


a- 


so folgt fiir s > s, 
a 
J f \H—1,A| dz dt < 2e,d.h. H = 1,H f. i. auf R* x (n, 4), 
ak 


und zwar fiir jedes h € [0, n]. Daraus folgt aber nach dem Beweise des Hilfs- 
satzes in § 2 


A(z,t)=k(x) f. i. auf Rn x (0, 6), 
also H,= H,,= 0 und somit wegen (9) 
A,H =A,k=0 auf R* x (0, 5) bzw. R* ; 

dies liefert die Behauptung. 

Im Falle der Existenz von V ,/ verlauft der Beweis wortwértlich genauso. — 

Beispielsweise existieren O,.f und V.;/ im Sinne von Definition 2 sicher 
dann, wenn { kompakten Trager hat, sie sind dann = 0. Aber auch fiir f(x) = a : 
n = 3 existiert nach den Bemerkungen vor Satz 2 der Grenzwert O,./ (sogar 
gleichmaBig auf dem ganzen R*) und ist identisch 0. (Fiir n = 2, f(x) = log a 
gilt O,f(z) > — 0.) 

Spedialisiert auf n = 1 und V,/ = = gerade bewiesene Folgerung : 


Existiert der Bohrsche Mittelwert lim 7 / f(x + t) dt, so ist er konstant oder 
T+ 
linear in z. —* 

Im Falle n = 3 la8t sich ibrigens durch Betrachtungen, die denen von 
Joun [11], S. 114 analog sind, zeigen, daB fir iiberall stetige /(x), fiir die ein 
8, > 0 existiert, so daB O, f harmonisch = g(z) ist, limO,/ (zx) fiir jedes x existiert 


t—> co 
und = g(z) ist. Ist fiir stetige f also O, f und O, f harmonisch, so gilt O, f = O, f. 
Diese Bemerkung gestattet eine geringfiigige Verallgemeinerung eines Resultats 
von DELSaRTE und Lions [4], 8. 69: Ist f(x) iiberall im R* unendlich oft differen- 
zierbar und gibt es zwei Zahlen ,, 8, mit 0 < 8, < 8 < co, — irrational, so daf O,, f 
a 


und O,,f jeweils iiberall harmonische Funktionen darstellen, so ist f = O, f = O,,f 
harmonisch im ganzen R°. 
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§ 3. Charakterisierung harmonischer Funktionen 
durch das Verhalten ihrer Mittelwerte im Endlichen 


Im allgemeinen kann man aus der Tatsache, daB O,f im Unendlichen einen 
6-Haufungspunkt @ besitzt, noch nicht schlieBen, daB f selbst harmonisch ist — 
dies zeigen die vorangehenden Beispiele. Es ist noch eine gewisse Verkriiipfung 
von G und f erforderlich, die es gestattet, von AG = 0 auf Af = 0 zu schlieBen. 
Die Méglichkeit eines solchen Schlusses in unserem Falle, wo (vgl. Satz 4) 
G von der Form t_,0,/ ist, wird durch den folgenden Satz sichergestellt : 

Satz 3. Sei f ¢ Li, (R"), lan, sowie 0< a < b*). Ist dann O,f unabhiingig 
von t fiira<t<b, d.h. gilt O,f(x) = g(x) f. ti. auf R” x (a, b)’) mit nur von x 
abhiingigem g(x)*), so ist f harmonisch auf dem ganzen R® *),'°). 

Beweis: Da g von ¢ unabhangig ist, gilt g,= g,,— 0, also nach Satz 2 
A,g = 0, zunachst auf R* x (a, 6), dann aber auch im klassischen Sinne auf R*. 

Ist nun n= 1, so gilt 20,f(x) = f(x + t) + f(xa—t) = 2g(x) oder, wenn 
T , die zu f(x + t) gehdrigen Distributionen auf R' x (a, 6) sind 
(10) T,+ T.=29; 
nun ist, wie man sofort nachrechnet, — + ; T,= + : 7, , durch Differenti- 


ation nach x und ¢t und nachfolgende Addition erhélt man daher aus (10) 


a Q » Q 
25; T,=2(5- g+ 5 9) =2=-9= 2-c auf R x (a,b) 
(g ist linear!). Daraus folyt fiir unendlich oft differenzierbares g(x) mit kom- 


paktem Trager 
+ 0 +o 
f z+ t)(—¢'(@))de=e f y(z)dz, 


und zwar bei festem fiir fast alle t « (a, b); da beide Seiten stetig in ¢ sind, gilt 
diese Gleichung fiir alle ¢ ¢ (a, b) und damit bei festem ¢ fiir alle g, d. h. (vgl. L. 
Scuwartz [20], I, S. 52, th. I) 


f(x+t)=cx+ di(t) f. i. auf R' , 


und zwar fiir jedes ¢; irgend ein t,¢ (a, b) liefert dann die Behauptung. 

Sei also ab jetzt n= 2, O,f = g f. ii. auf R* x (a, b) und g harmonisch. Wir 
zeigen zundchst, daB man das t-Intervali, in dem O,f = g gilt, stets etwas nach 
unten vergréBern kann und damit a = 0 erreichen kann (unter Heranziehung 


*) Fiir a = 6, wo man dann g harmonisch vorauszusetzen hatte, wird Satz 3 falsch; 
vgl. die Bemerkungen im AnschluB an Satz 4 weiter unten. 

7) Ist a = 0, und weiB man schon, daB g harmonisch ist, so kann man nach den Er- 
gebnissen von Joxun [10] mit erheblich weniger Punkten z, in denen O,f(z) = g(z) voraus- 
gesetzt wird, auskommen. 

*) Nach Satz 1 ist g dann automatisch aus Thy (RB); wegen der (2, t)-MeBbarkeit von 
O,f (x) ist &quivalent: O,f = g fiir fast alle t, wobei die Gleichheit jeweils f. ii. in x gilt, 
oder entsprechend bei Vertauschung von z und ¢. 

*) Satz und Beweis gelten mit gewissen Modifikationen auch dann noch, wenn f nur 
auf einem beschrankten Gebiet des R* definiert ist. 

1°) Fiir unendlich oft differenzierbare / vgl. zu Satz 3 auch die Anmerkung 6.1 von 
Detsakte und Lions [4], 8. 69. 
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von Eindeutigkeitssétzen fiir Distributionslésungen hyperbolischer Differen- 
tialgleichungen lieBe sich dies ebenfalls einsehen) : 
Ist /(x) stetig auf dem ganzen R*, und setzt man bei festem x 
k(s):= 8*-*Oyp—s f(x), 


h(t) := 2?-"t 704 (5 _ys—e) [Op 0+ ye) Sf) (2), 

so besteht nach einer Formel von Joun [11], S. 83, (4.16), folgende Beziehung 
zwischen k(s) und h(t) (man erhalt sie, wenn man den iterierten Mittelwert 
O,0,f ausdriickt durch ein eindimensionales Integral iiber O,/): 


(11) 


2*-18 


3) Ko) = Gai (aa) [Pee OP AM at, 
0 


und zwar gilt diese Gleichung fiir jedes xz, dann fiir alle s mit 0 < s < b, und 


= bedeutet - + (die obigen n — 1 Differentiationen sind bei stetigem / stets 
durchfihrbar). Setzt man zur Abkiirzung 


c:= 2"-1/(n—2)!, (8, t):= "1 (s®— #)@-9)?2 , I (s):= f x(s, t) A(t)dt, 
0 
so gilt dann jedenfalls auch im Distributionssinn 


(13) bk=c-s-(4)" "1 auf R*x(0,b). 
Dabei sind k, J die Distributionen, die den auf R" x (0, 4) stetigen Funktionen 
k = k(s) = k(x, s), I = I(s) = I(x, s) zugeordnet sind. 

Ist nun f(x) nur lokal integrabel, so ist nach Satz 1 jedenfalls O,/(z) ¢ 
€ Lh, (R" x (0, 6)), damit ist aber auch, wie man sich leicht tiberlegt, k(x, s) 
(x, s)-meBbar und aus L},,.(R" x (0, b)). Was die rechte Seite von (12) bzw. (13) 
betrifft, so gilt, wenn wir 6 > 0 durch 
(14) b + Vb? — 6 = Max(2a, b) 
bestimmen, nach Voraussetzung O,/ = g f. ii. auf R" x(a, b), also auch fiir fast 
alle ¢ € (0, 5) (vgl. *)) 

Os0+ye-e)f=g f.i.im R*; 

da g harmonisch ist, existiert dann der iterierte Mittelwert 0,0} (» . yx) f 
fiir jedes s > 0 und ist f. i. = g, insbesondere gilt also fiir fast alle ¢ € (0, 6) 


(15) O45 (o- Vee) [Op(o + Vr) f) (x) = (2), 
jeweils f. i. in z ¢ R". Wir setzen daher 
h(x,t): = 2?-"t"-29(x) auf R" x (0,6); 





damit wird , 
I(x, 8) = 2?" [ x(s, t) t"-*g(x) dt 
0 


fir alle (x, s) ¢ R" x (0, 6) und es gilt 

(16) I(x, 8) = g(x)-J(s). 

Dabei ist J(s):= 2° f x (8, t)t"-*dt stetig auf (0, 6), (wendet man (12) auf die 
Funktion f = 1 an, so ae wie man, daB J (s) auf (0, 6) sogar differenzierbar ist, 
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auch fir n = 2 (J (s) ist i. w. eine Potenz von s)) — die Funktion J (z, 8) ist also 
sicher aus L}.,(R* x (0, 4), die linken und rechten Seiten von (13) existieren 
daher im Distributionssinne. 

Sei nun /, eine Folge stetiger Funktionen mit /,-> / im Sinne der Topologie 
von L},(R"). Dann gilt bei festem Argument g mit kompakten Trager 
Cc R" x (0, 6) fiir die zugehérigen Distributionen (vgl. (11) und (13)) 


k,(p) > k() 
k, (9) = (c ‘8° (a)" '4) (g) ; 
Es gilt nimlich (vgl. den Beweis von Satz 1) fiir die Funktionen k,(z, s) bei 
festem Kompaktum K c R* und fir hinreichend groBe » 
[lea )— Kz, o)-IgldesC-r*fd,q) f |hl)—I@)lde<e, 


fs 
x s 


(17) 


und zwar gleichgradig in s, solange s beschrankt bleibt ; daraus folgt dann durch 
Integration nach s die erste der beiden Beziehungen (17). 


DaB die rechte Seite der zweiten Beziehung (17) gegen (c “8° ui) I ) (¢) 


konvergiert fiir » + oo, kann man folgendermaBen einsehen: 
Es gilt fiir die Differenz 


Da=(0(d5)"1) (ol gs)"2) 
(18) = [1,-([zs]'S ena, )—f1-([Z]\ ema, 8) 
=f I, pd(x,s)—f1-pd(z,s), 


wo “= w(z, 8):= (- = * zs) (69) gesetzt wurde, eine jedenfalls stetige 
und beschrankte Funktion mit kompaktem Trager aus R" x (0, 6); nun erhalt 


man fir J (und erst recht fiir die J;) durch mehrfache Anwendung des Satzes 
von Fusrni die Gleichungen 


j( {Iu d2) ds = If f elo, t) f h(x, t) p(x, 8) dxdt ds 
0 \m 60 Re 


és 
=f { x0.) -0- ar PPI f(x + A(t) - Eqs) + B(t) + &(G2)) bn (Qs) Sn (Qa) x 
7 x pe (x, 8) dq,dq,dx dt ds 
(wo wir der Abkiirzung halber A(t) := 5(6—/o*—#), B():=5 (6+ VR—#), 


C : = 2?-"/w? gesetzt haben (vgl. (11)); g, Q, 4, sind zu Beginn des Abschnittes 1 
erklart worden) 


x-C--2* f f f tb,6,udq,d2dq,dtds 
Qa BQ 


Pe Oe 
On. OS, 


s++ f f f+++dudqdgq,dtds. 
Qa Q 
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Dabei sind alle Integrale lediglich als iterierte Integrale aufzufassen, die Zu- 
lassigkeit der letzten Umformung f ’ i -dq,dz = d ha - dz dq, ist beim 


Beweise von Satz 1 gezeigt wiiade, die veiaingtle Cdanbaiees ist wegen 
Opf € Lh,(R") aus denselben Griinden erlaubt, wegen (15) darf man, da die 
Integration tiber z innen erfolgt, O4(y Op f(x) durch g(x) ersetzen, bei der 


8 
Vertauschung von * tg -dzx mit i -dt kommen nur stetige Funktionen 
vor (vgl. (15)), catmerdbatel ist wegen (16) 
[Ipa(z,s)=f f-+++dads™). 
0 Rs 
Da die /, lokal im Mittel gegen / konvergieren, gilt fiir » + oo 
Lhe + A(t) + E(q) + Bit) + E(q2)) On (G1) On (G2) w(x, 8) dx > 
> J f(z + A+ &(q) + Be &(q2)) On (G1) On (Qe) u(x, 8) dz, 

und zwar gleichgradig in q,€ Q;, ¢2€ Q2, 8,¢€ [0, 6] denn die A(t), B(t) bleiben 
ja beschrankt. Daraus folgt dann aber fiir die Differenz (18) D,-+ 0, d.h. 


wegen (17): Erfillt / die Voraussetzungen von Satz 3, so gilt fiir f im Distri- 
butionssinne die Gleichung (13) 


d \n-1 
(13’) k=c-s-(z5) I auf R” x (0, 6) . 
Die rechte Seite kann man aber einfach bestimmen: Nach (16) war 
I(x, 8) = g(x) + J(s) ; 
setzt man in (12) wieder { = 1 ein, so erhalt man, und zwar im klassischen Sinne 


(aa)"" J (8) = (o— 3)! 4-3. | n-s 


\ ds* 2°-*e c 





fir0<s<b. 

Also gilt im Distributionssinn 

k=c-s-g(x)-—o-9 auf R" x (0, 6) 

oder unter Beachtung der Definition von k, Gl. (11), nunmehr im iiblichen Sinn 
(19) Oye—e f(x) = g(2) 
fiir fast alle (x, s) « R® x (0, 6). 

Daraus kann man folgern 
(20) O.f (x) = g(x) 
fiir fast alle (x, t) « R x (|/b?— 6, b). 

11) Wenn man, was nicht schwierig ist, gezeigt hatte, daB der Integrand als Funktion 


der 3n — 1 Variablen z, g,, 9, 8 meBbar ist, so brauchte man diese Umformungen nicht 
schrittweise vorzunehmen, sondern kénnte mit Fusm { - - - dz sofort nach innen ziehen. 
Re 


Weiter kann man dann schlieBen, daB O04, Ogw f(z) € Lig, (R" X (0, 5), 80 daB also bei bel. 
f € Linx (R") die Gleichung (13) im Distributionssinne gilt, wobei nun J(z,s) wie im Falle 
stetiger f erklaict ist und € Lj,, (R" x (0, 4)). 
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Nun war gemaB (14) 6 bestimmt durch 6 + |/b*— 6* = Max(2a, b), also 


et 0 2asb 

— = —b= ii . ey 
ye 6? = Max(2a, b) —b Sr ae iir wn ¢ 
Gleichung (20) gilt also entweder bis zu ¢ = 0 herab oder wenigstens bis zu 
a,:= a— (b—a) <a. 

Durch erneute Anwendung des soeben Bewiesenen erhilt man dann, daB 
Gleichung (20) entweder bis zu t= 0 herab oder mindestens bis zu 
Gy := a,— (b — a,) = a— 3(b—a) gilt; nach endlich vielen Schritten erhalt 
man so 

Onf (x) = g(x) 
f. ii. auf R" x (0, d). 

Wahlt man nun eine Folge positiver Zahlen t, mit t, 0 so, daB fiir jedes 
einzelne t, die obige Gleichung f. ii. in x € R* gilt, so gilt wegen Satz 1 im Sinne 
von Lj, (R") 

lim O,,f =f, 
ah. f(z)=g(z) fae. 

Folgerung I. Ist f ¢ L},,(R"), 1s n,0< a<bund V,f fiirt € (a,b) unabhingig 
von t, so ist f iiberall im R" harmonisch. 

Beweis: Aufgrund der bei Satz 2 bewiesenen Gleichung (5) gilt 

n-O.f=n-V.f+t- (Vil) = n- V,f = unabhangig von t auf R" x (a, b) . 

Folgerung II. Ist f ¢ L},,(R"), 1< n, O< a < b, und gilt V,f = O,f f. ti. auf 

R* x (a, b), so ist f iiberall harmonisch. 
(Fir a= 0 und n= 2 ist dies ein Satz von BreckenBacu und Rapo, vgl. 
Rapo [18], 8. 19, 3.25, sowie TasHrro [21].) 
Beweis: Nach Satz 2 gilt auf R" x (a, b) im Falle Vf = O,f 
n+l1 24 n—l1 @ n—l1 @ C) 
——- 5 d= i a Ol = > — a Vel oder a Vil = 0. 
Daher ist (vgl. den Beweis des Hilfssatzes in Abschnitt 2) V,f auf (a, 6) unab- 
hangig von t, Folgerung I ergibt dann die Behauptung. 





§ 4. Charakterisierungen harmonischer Funktionen 
durch das Verhalten ihrer Mittelwerte im Unendlichen 


Satz 3 liefert nun in Verbindung mit dem friiher bewiesenen Hilfssatz ohne 
Schwierigkeiten die in der Einleitung erwaihnte Charakterisierung harmonischer 
Funktionen f/ durch das Verhalten von O,f/ im Unendlichen. Die nétige Ver- 
kniipfung zwischen f und den Werten O,f bei co (vgl. die Bemerkung vor Satz 3) 
geschieht dabei vermittels einer translatierten Funktion t_, (O,f) = O,,,,/, sie 
besagt anschaulich, daB F(x, t) := O,f(x) fiir t + co immer wieder Streifen der 
Form R* x (s,, s,+ 6) besitzt, auf denen F naéherungsweise mit seinen Werten 
im Streifen R* x (s,, 8, + 4) ibereinstimmt, und zwar mit wachsendem vy immer 
besser. 


Math. Ann. 141 6 
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_—- Sata 4. Ist f € Liy(R"), 2S n, und besitzt O,f ein t_,,.0,f als 6-Haufungspunkt 

im Unendlichen, so ist f harmonisch, d.h. genauer gibt es ein 6>0 und ein 
8, = 0, so daB im Sinne der Definition 1 die Funktion G(x, t):= O,4,,f(xz) cin 
6-Hdufungspunkt von O,f(x) im Unendlichen ist, so existiert eine iiberall im R" 
unendlich oft differenzierbare, im klassischen Sinne iiberall harmonische Funk- 
tion g(x), so daB f(x) = g(x) f. ti. auf R*. 

Sind die Voraussetzungen statt fiir O,f fiir Vf erfiillt, so ist f ebenfalls harmo- 
nisch, und zwar auch im Falle n = 1. 

Beweis: Wegen Satz 2 ist der Hilfssatz aus Abschnitt 2 anwendbar und 
liefert, da c = n — 1 fiir O,f bzw. c = n + 1 fiir V,f, unter der Voraussetzung 
n> 1 bzw. n= 1:0,,,f bzw. V,,,,f ist unabhangig von ¢ € (0, 6); Satz 3 bzw. 
die Folgerung daraus liefert daher die Behauptung.— 

Fir ,,6 = 0“ wird Satz 4 iibrigens falsch, jedenfalls solange s, > 0: Sei z. B. 
fiir n = 3 die reellwertige Funktion (x) om. =n Variablen u iiberall de- 


finiert, stetig und mit der Periode 2, sowie " y(u) du = 0. Setzt man dann 


f(x) = f(x, Xq, Zs): = —(2z,), 80 gilt O,,f (x) = 0 far alle z €¢ R? und m = 1, 2,..., 
also O,,f>0O,f (vgl. hierzu Jonn [11], 8.114 et sequ., sowie Courant- 
HrBert [1], S. 254). 

Folgerung I. Ist { € Lj,,(R"), 2< n und O,f schlieBlich fastperiodisch, so ist 
f tiberall harmonisch. Insbesondere gilt also iiberall Af = 0, falls O,f schlieBlich 
periodisch oder schlieBlich konstant ist. 

Eine Funktion F (t),definiert z. B. firt > OQund mit Werten aus Z = L}.,(R"), 
mége dabei schlieBlich fastperiodisch genannt werden, falls ein a, 0O< a < ~, 
existiert, so daB F fastperiodische Funktion auf der additiven Halbgruppe 
(a, + co) mit Werten in £ ist (vgl. den weiter unten folgenden Anhang)"*). Zu be- 
achten ist hierbei, daB das ,schlieBlich‘ beziiglich x gleichgradig vorausgesetzt 
wird, z. B. ist fir Funktionen /(z) mit kompaktem Trager der Mittelwert 0, /, 
solange man nur z aus einer beschrankten Punktmenge des R* betrachtet, stets 
schlieBlich konstant = 0, ohne daB O,/, aufgefaBt als abstrakte Funktion mit 
Werten in L},,(R*), schlieBlich = 0 ware. 

Beweis: Fastperiodische Funktionen besitzen zu jedem ,e‘ beliebig groBe 
e-Translationszahlen, d. h. in unserem Falle: Zu jeder Umgebung U des Null- 
elements @ von E und zu jedem N > 0 gibt es ein s = s(N, U) > Max(N, a), 
so daB O,f — t_,0,f € U fiir alle t > a (vgl. den SchluB des folgenden Anhangs). 
Daraus folgt aber jedenfalls, daB rt_,(O,/) ein 6-Haufungspunkt von O,f im 
Unendlichen im Sinne von Definition 1 ist — sogar fiir 6 = oo — nach Satz 4 
ist also f tiberall harmonisch. Weiter ist nach Satz 1 der Mittelwert O,/ stetig 
fiir t > 0, periodische und stetige F(t) auf einer additiven Halbgruppe H reeller 
Zahlen sind aber nach den iblichen Uberlegungen auf H fastperiodisch im Sinne 
der Definition des Anhangs. (Fiir schlieBlich konstante O,f geniigt im tibrigen 
auch schon Satz 3.) 





12) Es wiirde fiir Folgerung I geniigen, wenn man von der Funktion O,/ ,,Stepanoff- 
Fastperiodizitat“ fordert, d. h. die Funktion t_,(O,f(2z)) : (0, 00), > Liox (Rt x (a, 00),) ist 
fastperiodisch in s. 
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Was n = 1 betrifft, so wird dafiir Folgerung I und damit auch Satz 4 falsch : 
Jede Bohr-fastperiodische Funktion f(z) liefert in unserem Sinne fastperiodische 
O,f, denn O,f(2) = + (f(x + t) + f(2—#)) ist sogar gleichgradig in x ¢ R* fast- 
periodisch in ¢. Umgekehrt gilt, wenn man fiir den Werteraum E = C(R') nimmt, 
d.i. der Banach-Raum aller stetigen und beschrinkten komplexwertigen 
Funktionen auf R', versehen mit der Supremum-Norm, daB ein { ¢ Z, fiir das 
O;f fastperiodisch ist, notwendig Bohr-fastperiodisch sein muB (vgl. [6], § 5, 
Beispiel 1). Fir den hier vorliegenden Fall Z = L},,(R') ist eine derartige 
Aussage jedoch nicht mehr richtig, und auch eine Zerlegung der Form 
f(x) =1(x) + p(x) mit linearem [(z) und (Stepanoff-) fastperiodischem p(z), wie 
sie vom periodischen Fall her vielleicht zu vermuten ware, ist i.a. nicht még- 
lich. (Beispiele hierzu sollen in einer demnachst erscheinenden Arbeit iiber ,,Ei- 
genfunktionentwicklungen und allgemeine Fastperiodizitat‘ gebracht werden.) 

Analog zu Folgerung I beweist man 
Folgerung I’. Ist f € Li, (R"), 1S n, und V,f schlieBlich fastperiodisch, so ist 
f tiberall harmonisch. 

+7 
Fiirn = 1 besagt dies z. B., daB sich der Bohrsche Mittelwert - f f(x+t)dt 
-T 
in 7’ nur dann fastperiodisch (periodisch, konstant) verhalten kann, wenn / (2) 
= Ax-+ B linear ist; dabei sind keinerlei Beschrinktheitsvoraussetzungen 
iiber /(z) im Unendlichen nétig. 

Weiter folgt aus Satz 4 (bzw. aus der Folgerung in Abschnitt 2 zusammen 

mit Satz 3) das folgende Analogon zu dem Ergebnis von Detsarte [3]: 


Folgerung II. Ist f € L},.(R"), 1< n, und gilt im Sinne unserer Definition 2 
limO,f=f (oder allgemeiner fiir 2< n:limt_,O,f(x))=t_,{Of(x)) in 
t— co 8 
lox(R" x (0, 5))), 80 ist f tiberall harmonisch. Entsprechendes gilt fiir V.f,1< n. 
AbschlieBend wollen wir noch kurz die Beziehungen der obigen Ergebnisse 
zu denen von DetsarTE [3], vgl. auch [4], erlautern: In [3] wurde gezeigt: 
Ist {(x) tiberall im R* unendlich oft differenzierbar (vgl. [4], 8. 59), und gibt es 
zwei Zahlen a, b mit 0 < a < b, so daB f = O,f = O,f, so ist f harmonisch (dabei 
sind gewisse endlich viele Ausnahmewerte des Verhiltnisses b/a, die nur von n 
abhangen, auszuschlieBen). Nach DELsarTE geniigt es also fiir die Harmoni- 
zitét von /, wenn der Mittelwert O,/ an nur zwei Stellen ¢ mit / ibereinstimmt, 
wahrend wir unendlich viele Stellen benétigen. Dafiir kénnen hier beliebige 
lokal integrable statt unendlich oft differenzierbarer Funktionen zugelassen 
werden (zunachst also auch mit Singularitéten), auBerdem wird bei uns, grob 
gesprochen, die Gleichheit zwischen f und O,/ jeweils nur niherungsweise vor- 
ausgesetzt, wihrend sie bei DELSARTE exakt gelten muB. SchlieBlich ist, in der 
Form der Folgerung I zu Satz 4, bei uns tiberhaupt keine Beziehung zwischen 
O,f-und f selbst erforderlich. Im iibrigen scheint selbst im Falle unendlich oft 
differenzierbarer f(z) z. B. Folgerung I nicht ohne weiteres aus den Ergebnissen 
von DELSARTE zu folgen, auch dann nicht, wenn man die Fastperiodizitat 
6* 
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_ schon ab a = 0 voraussetzt: Schon auf der reellen Zahlengeraden gibt es Bohr- 
fastperiodische Funktionen /(z) mit /(0) = 0, f(x) > 0 fiir alle xz + 0. 


Anhang: Vektorwertige fastperiodische Funktionen auf Halbgruppen 


Ist H eine Halbgruppe, d. h. eine Menge von Elementen a, b, . . ., fiir die ein 
Produkt a - b €¢ H definiert ist, daB assoziativ ist, so ist fiir den Fall, daB H eine 
Einheit e besitzt, der Begriff fastperiodische komplexwertige Funktion auf H 
von Maak in [15] eingefiihrt worden. Durch geringfiigige Modifikationen laBt 
sich dieser Begriff ausdehnen auf den Fall, da8 H eine beliebige Halbgruppe 
ist, d. h. nicht notwendig eine Einheit besitzt, und die Werte der betrachteten 
Funktion in einem lokal-konvexen topologischen Vektorraum liegen : 

Sei zu diesem Zweck E ein reeller oder komplexer, lokal-konvexer topologi- 
scher linearer Raum (vgl. Day [2], S. 11, Def. 1), sowie f{(z) eine auf einer 
Halbgruppe H definierte Funktion, die ihre Werte in E hat. Lediglich um uns 
etwas kiirzer ausdriicken zu kénnen, fiihren wir noch H,, die durch formale Ad- 
junktion einer Eimheit e aus H entstehende Halbgruppe, ein; fiir e ¢ H sei 
H,= H. Damit setzen wir fest 
Definition. Eine Funktion f(x): H + FE heibt fastperiodisch, wenn es zu jeder 
Umgebung U des Nullelements @ von E£ endlich viele Mengen A,,..., A,c H 


gibt,sodaB U ; A,= H, und fiir die folgendes gilt : Sind x, yirgend zwei Elemente 


€ H,, zu denen es Elemente c’, d’'¢ H, gibt sowie ein i ¢ {1, 2,...,} mit 
c' xd’ ¢ A,, ce’ yd'¢ A,, so gilt fiir beliebige c, d ¢ H,, fiir die cad und cyd ¢ H 
sind, die Beziehung 

f(cad)—f(cyd)eU. 


Fir e ¢ H fallt diese Definition mit der von Maax [15], 8. 35, zusammen, 
stellt also fiir Gruppen die iibliche dar. DaB es sich auch in unserem allgemeineren 
Falle um die ,,richtige“ handelt, zeigt der weiter unten folgende Approxi- 
mationssatz. 

Um ihn formulieren zu kénnen, benétigen wir den Begriff des Rechtsmoduls : 
Sei F(H, £) der Raum aller fastperiodischen Funktionen f: H > EZ, versehen 
mit der Topologie der gleichmaBigen Konvergenz auf H**). Ist EZ topologisch 
vollstandig [vollstandig] (vgl. Day [2], S. 44, Def. 1), so ist auch F(H, £) ein 
reeller oder komplexer, lokal-konvexer topologischer linearer Raum, der topolo- 
gisch vollstandig [vollstandig] ist, und der invariant ist, d. h. mit /(z) ist auch 
f(cad) « F(H, E), wo c, d beliebig ¢ H, sein kénnen. Ein lineare Teilmannig- 
faltigkeit M c F(H, E) heiBe ein Rechtsmodul, falls M abgeschlossen im Sinne 
der Topologie von F (H, £) ist und falls M rechtsinvariant ist, d. h. mit f(x) auch 
{ (xd) enthalt fiir jedes d ¢ H. 

Damit gilt nun der 


13) Das heiBt, eine Umgebungsbasis der 0 in F wird gegeben durch (f:f € F, f(x) € U 
fiir alle 2 € H) bei bel. Umgebungen U von @ in Z. Dabei ist zu bemerken, daB fiir f. p. f die 
Menge /(H) stets totalbeschrankt in Z ist; ist Z normiert, so kann man auch F normiert 
annehmen. 
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Approximationssatz. Ist H eine Halbgruppe und E ein reeller oder komplezer, 
lokal-konvexer topologischer linearer Raum, der topologisch vollstindig ist, sowie M 
ein Rechtsmodul fastperiodischer Funktionen f: H + E, so ist M gleich der ab- 
geschlossenen Hiille im Sinne der Topologie von F(H, EB) des von allen endlich- 
dimensionalen Rechtsmoduln M, c M aufgespannten linearen Raumes. Kurz aus- 
gedriickt 

M= JS? M, M,cM. 


(Dabei kann man die M, noch irreduzibel annehmen.) 

Fir e¢ H und E=C (komplexer Zahlkérper) ist dies i.w.™) der von 
Maak in [15] bewiesene Approximationssatz, ist also H eine Gruppe, so handelt 
es sich um den gewohnlichen Approximationssatz fiir fastperiodische Funk- 
tionen. Ist speziell H eine topologische Halbgruppe, so kann man fiir M die 
Menge aller stetigen fastperiodischen Funktionen /: H + £ nehmen, die M, 
enthalten dann ebenfalls nur stetige fastperiodische Funktionen. 

Der Beweis ergibt sich durch Kombination der Ideen aus Maak [13], [14], 
[15], [16] (Ansatze hierzu finden sich fir e¢ H, HE = vollstandiger reeller 
(F)-Raum, z. B. bei Isex1 [8]). Im tibrigen l4Bt sich der Fall einer allgemeinen 
Halbgruppe H direkt auf den Fall e ¢ H zuriickfiihren, indem man, bei gegebe- 
nem f.p. f: H + £, unter Verwendung der Funktion ®(z, y) von Maaxk [15] 
zunachst die Existenz und eindeutige Bestimmtheit eines Funktionswertes / (e) 
zeigt, so daB die so auf H, erweiterte Funktion /, nun auf H, fastperiodisch ist. 

Aus dieser letzten Bemerkung folgt dann, daB auch in unserem Falle die 
Satze 2 und 5, § 2, aus Maak [15] gelten. Aus diesen erschlieBt man aber sofort 
die Existenz beliebig groBer Translationszahlen : 

Ist eine Umgebung U von 6 in E vorgegeben sowie a, b € H,, 80 gibt es zu fast- 
periodischem f stets ein c € aHb, so daB 


f(xy) —f(acy)«U firallex,y¢ H,. 
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On the Second Order Homogeneous Quadratic 
Differential Equation 


By 
Roger CHALKLEY in Cincinnati (Ohio) 


Summary 


Let the elements a, b,c, d,e, f belong to a differential field of charac- 
teristic zero. This paper') is concerned with the solutions belonging to F of the 
second order homogeneous quadratic differential equation 
(i) Qy) = ay" y+ by" y+ cy" y + dy'y'+ ey'y+ fyy=0. 

If Q(y) were multiplicatively reducible, then the problem of solving equation (i) 
becomes the easier problem of solving at worst second order homogeneous 
linear differential equations. We make the following assumptions: 

(A) Q(y) is multiplicatively irreducible; y?+ 1 = 0 has a solution in §. 

(B) When m, and m, are elements of § with m, + 0, the differential equation 
m,y’ + m,y = 0 possesses a non-zero solution in F. 

(C) Elements p, q, r,s of § exist so that equation (i) may be written in 
the form 


(ii) Oly) = ay" y+ by” y+ cy” y + (py + qy) (ry + sy) = 9. 

Here, the naming of the elements p, g and r, s could be interchanged. We 
agree, whenever possible, to choose a naming not giving validity to both of the 
conditions 

(I) A,= py—p'q—g=0, 

(IT) A,=cp—bq=0. 


Let y, denote a non-zero solution of a homogeneous differential equation. 
Then all constant multiples of y, are also solutions of the same equation and 
form a set {y,} called a solution ray. A solution ray is uniquely determined by 
any one of its non-zero members. Different solution rays can have only the 
zero element in common. When y is a non-zero singular solution of equation 
(ii), all the elements of {y,} are also singular solutions. In such a case {yo} is 
called a singular solution ray. 

When the condition (I) is satisfied (and so p+ 0) the solution ray of the 
equation py’ + gy = 0 is also a solution ray of equation (ii) and will be called 
fragmentary. A fragmentary solution ray is singular if and only if the con- 


1) The present investigation is essentially part of a doctoral dissertation done at the 
University of Cincinnati under the supervision of Prof. Arno JarceEr during the school 
year 1957—1958. 
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dition (II) is also satisfied. A new indeterminate ¢ (acting effectively as a 
parameter) will be introduced by algebraic considerations. Equation (ii) then 
determines a “‘correlation equation” 


(iii) M (t, y) = (p#®— bt + ar)y' + (q#—ct + as)y=0 
and an “allocation equation” 
(iv) A (t) = (At? + Ast + A,)t' + (Agt*+ Agf?+ A,t?+ A,t + Ay) =0. 


Here, the elements A, will appear as explicit polynomial expressions in the 
coefficients of equation (ii). All non-fragmentary solution rays of equation (ii) 
are then given by the parameterized solution rays {y,,} of the equation 
M (to, y) = 0 correspanding to each solution t, belonging to F of the allocation 
equation (iv). Only non-zero solutions t, of the allocation equation are permitted 
when the coefficient a is zero. 

We shall find that equation (ii) possesses singular solution rays if and only 
if its corresponding allocation polynomial A(t) is multiplicatively reducible 
with a+ 0. In such a case one of the factors of A(t) must be an ordinary 
algebraic polynomial in ¢ of the first or second degree. The zeros of this poly- 
nomial are precisely those solutions of the allocation equation which give rise 
to singular parameterized solution rays. There can be no more than two 
singular solution rays (one of which may be fragmentary). 

Equation (i) has been investigated by P. Appetit [5]?) when there exists an 
element A for which Q’(y) + AQ(y) is expressible as the product of two linear 
‘homogeneous differential polynomials. In such a case, assuming that Q(y) is 
multiplicatively irreducible with a + 0, he has shown that equation (i) possesses 
two singular solution rays as well as a solution of the form h?u,+ hku,+ k*u, 
where h and k are arbitrary constant elements. In our procedure this means 
that the allocation polynomial A (¢) must be multiplicatively reducible. Later 
we will exhibit a homogeneous quadratic differential equation not satisfying 
the Appell condition and yet having one singular solution ray (and a multi- 
plicatively reducible allocation polynomial). From a computational standpoint 
it is much easier to check the factorability of the differential polynomial A (t) 
than it is to check the Appell condition directly. In fact, even when the 
procedure of P. ApPELL is applicable, it is easier to obtain the solutions by the 
method presented here. 

In the last section we will see examples of homogeneous quadratic diffe- 
rential equations having zero, one, or two singular solution rays. For any 
integer n = 3 there is an equation of type (i) having precisély n as the maximum 
number of linearly independent solutions. Also, an equation of type (i) can 
have infinitely many linearly independent solutions. 


§ 1. Preliminary Considerations 


A differential polynomial with coefficients from § is said to be multi- 
plicatively reducible when it is expressible as the product of two differential 





5 Numbers in square brackets refer to the bibliography. 
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polynomials neither of which is an element of . Otherwise, the differential 
polynomial is said to be multiplicatively irreducible. The same terminology 
is also applied to the differential equation corresponding to the given diffe- 
rential polynomial. 

Let H(y) denote a homogeneous differential polynomial (or system of 
homogeneous differential polynomials) in the indeterminate y. If an element 
Yo of F is a non-zero solution of H(y) = 0, then by the homogeneity property 
each constant multiple of y, will also be a solution of H(y) = 0. The collection 
of constant multiples of y, will be denoted by {y,} and will be called the 
solution ray determined by the element y,. The solution ray {y,} will be said 
to belong to H(y) = 0, and H(y) = 0 will be said to possess the solution ray { yo}. 
Although the zero element belongs to every solution ray, the zero element 
alone does not form a solution ray. If y, denotes any non-zero element be- 
longing to the solution ray {y,}, then we have {y,} = {yo} (i.e. a solution ray 
is uniquely determined by any one of its non-zero members). 


In the following sections we will make repeated use of the 


Lemma: Let L(y) = l,y’ + ly’ + ly and M(y) = my’ + moy with m,+ 0 
denote two homogeneous linear differential polynomials with coefficients from §. 
The differential equations L(y) = 0 and M(y) = 0 possess a non-zero common 
solution belonging to § if and only if the condition 


(*) Lym — l,m, mg + Lms = 1,(m, me — mj my) 
is satisfied. 
Proof: (A) Let yy+ 0 be a common zero of L(y) and M(y). Then we have 
. ” ‘ ae ae My 
(i) l, (= ) +1 (%) +l=0, (ii) = ek 


From (ii) by differentiation and substitution we obtain 


_ Yo m3 + mpm, — mym, 
(iii) | ‘lie anol 
Substitution of (ii) and (iii) in (i) yields the condition (*). 

(B) Let the condition (*) be satisfied. Then, with m,+ 0, the equation 
M(y) = 0 possesses a non-zero solution y, belonging to §. Thus, y, satisfies 
the conditions (ii) and (iii) above. Starting from condition (*) we see that y, 
satisfies condition (i) and consequently is also a non-zero solution of L(y) = 0. 

Q. E. D. 

As an interesting side issue, a short proof can be given to establish that 
condition (*) is equivalent to the “right-divisibility” of L(y) by M(y) in the 
sense of (). OnE [13]. In our case L(y) is “right-divisible” by M(y) when there 
exists a differential polynomial P(y) = p,y'+ pay with coefficients from F 
such that L(y) has the representation 


L(y) = P(y) x M(y) = p,M’(y) + pM (y) . 
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§ 2. Case: a+0 


In the present section we will investigate the solution rays of the multi- 
plicatively irreducible homogeneous quadratic differential equation 


(1) Q(y) = ayy" + by’ y+ cy” y + dy'y'+ ey'y+ fyy=0 
under the special assumption that the coefficient a is non-zero. 

Following the plan of the summary we may immediately suppose that 
elements p, q, r, s of § have been determined so that equation (1) assumes the 
form 
(2) ° Q(y) = y" (ay + by’ + cy) + (py + gy) (ry’'+ sy) = 0. 

As a preliminary consideration we will first prove that the polynomials 

m,(t)= pt?®—bt+ar and m,(t)=q—ct+as 


in the indeterminate ¢ possess no common zeros. From the multiplicative 
irreducibility of Q(y) we have 

| a b/2 c/2 | 

A= |b/2 pr (ps + qr)/2}+0. 

|¢/2 (ps + gr)/2 qs 
The resultant R of m,(t) and m,(t) is given by 
|\p—b ard} 
oO p---b ar| 
q--c as 0|” 


\o q--c as| 


R -a(—4-A)+0. 


The non-vanishing of the resultant proves that the polynomials m,(t) and 
m,(t) have no common zeros. 
When the differential equations 


(3) y’=0 
and 
(4) py +qy=0 


possess a common non-zero solution y,, then equation (2) has the solution 
ray {y,}. A solution ray {y,} which arises from a common non-zero solution y, 
of equations (3) and (4) is called a fragmentary solution ray of equation (2). 
Since not both of the coefficients p and q can vanish, we see by §1 that 
equation (2) possesses a fragmentary solution ray if and only if the condition 


(5) py—pq—g=0 
is satisfied. Condition (5) is satisfied if and only if one of the two conditions 
q = 0, (p/q)’= —1 is satisfied: 

Let {y,} denote any non-fragmentary solution ray of equation (2). Then 
we have either yj’ + 0 or py, + qy¥)+ 0 and an element ¢, belonging to F 
is uniquely specified by 


ays + by, + CY TYo + 8Yo 
(6) Siete he _ Th Te 
PY. + TH. "; 


= ty. 
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One of these two ratios might conceivably be of the form 0/0, but in such a 
case the other ratio would define t). The element t, is uniquely determined by 
the solution ray {yo} (i.e. independently of the choice of representative y,+ 0 
of the solution ray {y9}). For this value of t, we readily find that (t), y,) is a 
common solution of the equations 


(7) ay’ + (b— pt)y’+ (c—qt)y=0, 
(8) ty’ +ry'+sy=0, 
(9) (pt?— bt + ar)y' + (q@—ct + as)y=0, 


where (9) is obtained from (7) and (8) by elimination of y’’. 

Conversely, let t, denote an element of § for which the equations (7) and (8) 
possess a common solution (to, y,) with y, + 0. Then (t,, C - yp) is also a common 
solution of equations (7), (8), and (9) for each constant element C. Thus, the 
element ¢, specifies a solution ray {y)}. For each of the two possible cases 
t)= 0 and t,+ 0 we readily see that {y,} is a solution ray of equation (2). In 
order to show that a fragmentary solution ray can not arise from some element ¢, 
in this way, we will assume that equation (2) possesses a fragmentary solution 
ray {y,} and that (t), y,) is a common solution of equations (7) and (8). This 
hypothesis yields 

ayy + (b— pty) ¥4+ (C— qt) ¥= 9, 
to¥e + THe + S¥e= 0, 
¥%= 9, 
PY4+ Wse= 
from which follows 
P¥et TYe= 9, byt C¥e=9, Tyet S¥—= 9. 
The last three relations yield 
cp—bq=0, ps—qr=0, cr—bs=0 

and the contradiction 4 = 0. 

Thus, there is a one-to-one correspondence between non-fragmentary 
solution rays {¥} of equation (2) and elements ¢, for which equations (7) and (8) 
possess common solutions of the type (ty, yo) with y,+ 0. A solution ray {yo} 
of equation (2) which arises from the value ¢, in this way is called a parameterized 
solution ray and is denoted by {y,,}. 

Equations (7) and (8) possess the common solution (t), y9) if and only if 
(to, Yo) is a common solution of equations (7) and (9). Let us now introduce 
the notation 

Lit, y=LOy"+hOy+ hy 
M (t, y) = m,(t)y' + mo(t)y 


where 


I,(t)=a, 
L(t) =b—pt, m,(t) = p?@—bt+ ar 


L,(t)=c—qt, m(t)=q@—ct+as. 
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We see that the problem of finding the common solutions (t,, y,) (with y,+ 0) 
of equations (7) and (8) reduces to the problem of finding the elements ft, 
belonging to § for which L(t,, y) and M(t), y) satisfy the condition (*) of the 
Lemma in § 1 with m, (t,) + 0. This requires that ¢, be a solution of the equation 
1, (t) mi (t) — 1, (#) m, (t) mo (t) + 1,(t) ms (t) = 
= 1,(#) [m, (t) mo (t) — mj (#) mo(t)] 
with m, (¢,) + 0. If there were a solution t, of equation (10) for which m, (t,)=0, 
then (with /,(t,) = a+ 0) we would also have m,(t,) = 0. Since (as seen at the 
beginning of the present section) m,(t) and m,(t) possess no common zeros, 
the condition m,(t,)+ 0 automatically follows whenever ¢, is a solution of 


equation (10). Thus, the parameterized solution rays of equation (2) are given 
by the solution rays {y,,} of the equation 


(10) 


(11) M (to, y) = (pt§ — bt, + ar)y’ + (qt§—ct,+ as)y=0 


corresponding to each solution t, belonging to F of equation (10). Equation (2) 
is said to have equation (10) as its allocation equation and the equation 
M (t, y) = 0 as its correlation equation. 

By direct computation the allocation equation (10) assumes the form 


A(t) = Pt’ (cp — bq) 

+ tt’ (2aqr— 2aps) 

+ t' (abs — acr) 

+ #(pq'— p’'q—¢’) 
(12) + B(cp’—c'p + b’'q — bq’ + 2cq + par — p*s) 

+ #(bc’— b’c + aps’—ap's + aq’r—agqr' + a’ ps—a'qr— 

—cpr— bar + 2bps — 2aqs — c*) 
+ t(ab’s — abs’ + acr’—ac'r + a’cr—a'bs + 
+ 2acs + ber— b*s + agr?—aprs) 

+ (a*rs’— a®r’s — a®s* + abrs—acr*?)=0. 
It will be convenient to write the allocation equation of equation (2) in the 
abbreviated form 


A(t) = (A,f? + Agt + A,)t’ 
+ Agt'+ Agi?+ A,t?+ A,t+ A,y=0 

where the coefficients A, are given by the corresponding coefficients of 
equation (12). 

The results of the present section are summarized in 

Theorem I: Equation (2) possesses a fragmentary solution ray if and only 
if the condition A,= pq'— p'¢q— q*= 0 is satisfied. All other solution rays of 
equation (2) are given by the parameterized solution rays {y,,} of the equation 


(13) 


(11) M (to, y) = (pti — bty+ ar)y’ + (qt§—ct)+ as)y=0 


corresponding to each solution t, of the allocation equation A (t) = 0. A frag- 
mentary solution ray (if one exists) can not be expressed as a parameterized 
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solution ray. There is a one-to-one correspondence between parameterized solution 
rays {y;,} and solutions t, of the allocation equation. 


§ 3. Singular Solution Rays for the Case: a + 0 


The singular solutions of equation (2) are those solutions of Q(y) = 0 
which are also solutions of the equation 


(14) S(y) = 2ay’+ by'+cy=0 


where the differential polynomial S(y) is the separant [15] of the differential 
polynomial Q(y). A solution ray of equation (2) is called a singular solution ray 
when each of its members is a singular solution of equation (2). The solution 
ray {yo} is a singular solution ray if and only if y, is a singular solution. This 
section is concerned with ~>taining all singular solution rays of equation (2). 
Equation (2) possesses a fragmentary solution ray which is also a singular 
solution ray if and only if the equations 
y’=0, py+qy=0, 2ay’+ by'+cy=0 
or equivalently the equations 
y"=0, py +qy=0, by'+cy=0 
possess a non-zero common solution. This occurs precisely when the conditions 
A, = py — p'q—¢= 0 and A; = cp — bq = 0 are both satisfied. 

The remaining solution rays of equation (2) must be parameterized solution 
rays of the form {y, }. Here, each y, denotes a non-zero solution of equation (11) 
M (t,, y) = 0 corresponding to a solution ¢, of the allocation equation (10). 
The parameterized solution ray {y,} will be a singular solution ray precisely 
when the separant and the differential polynomial M (t,, y) satisfy the con- 
dition (*) of the Lemma in § 1. This requires that ¢, also be a solution of the 
equation ’ ri a 
(15) Tyam¥(t) —T,m, (t) sig (t) + Tyam§ (t) = 1 [om (t) mg (t) — mj (t) mo(t)] 
where ‘; 

l,= 2a’, 
m,(t) = p?®@— bt + ar, L=b, 
m,(t)=q@—ct+as, lec. 
A brief computation shows that the equations (10) and (15) possess the same 
common solutions as the equations (10) and 


(16) m, (t) [((cp — bg) t? + (2agr— 2aps)t + (abs—acr)])=0. 
With the notation of § 2, the allocation equation (10) becomes 
(13) A (t) = (Agf*+ Ast + A;)? 


+ (Agt*+ A,t®+ A,t?+ A,t + A,) =0 
and equation (16) becomes 
(17) m, (t) (Asf?+ A,t + A,)=0. 
From § 2, the equations A(t) = 0 and m, (t) =0 possess no common solutions. 
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Hence, {y,,} is a singular solution ray of equation (2) if and only if ¢, is a 
common solution of the equations (13) and 


(18) A,t?+ Ast + A,= 0. 


Thus, equation (2) possesses parameterized singular solution rays if and only 
if its allocation equation A(t)=0 is multiplicatively reducible. When para- 
meterized singular solution rays {y,,} occur, they correspond to the zeros t, of the 
polynomial factor in t which splits from A(t). Equation (2) can have no more 
than two parameterized singular solution rays. 

In order to bring the preceding results concerning fragmentary and para- 
meterized singular solution rays into proper focus, we will consider two cases 
according to whether or not all four of the conditions 


(19) A,=pq'—p'q—7=0, (19a) re’—r’'s—s*?=0, 
(20) A;,=cp—bq=0, (20a) cr—bs=0 


are satisfied. The examples of § 5 will show that both of these cases can occur 
in practice. J/ not all of the conditions (19), (20), (19a), (20a) are satisfied, let 
us agree to choose the notation for p, q and r, s in equation (2) so that conditions (19) 
and (20) are not both satisfied. 

Case I: A,= 0 and A,= 0. 

Here, the conditions (19), (20), (19a), (20a) are all fulfilled. We have 
A,= A,= Ag= A,= 0. With A,= 0 and A;= 0, Q(y) = 0 possesses a frag- 
mentary solution ray which is also singular. Furthermore, the allocation 
equation 

A(t) = t(Agt’ + Agt?+ Ayt + A,) = 0 

is multiplicatively reducible. The zero t,= 0 of the factor t of A(t) specifies 
a parameterized singular solution ray of Q(y) = 0. Thus, A (t) is multiplicatively 
reducible and Q(y) = 0 possesses two (necessarily distinct) singular solution 
rays (one fragmentary and one parameterized). An interchange of the letters 
‘p,q with r,s would merely interchange the roles of the fragmentary and 
parameterized singular solution rays. Trivially, Q(y) = 0 possesses singular 
solution rays if and only if A (¢) is multiplicatively reducible. 

Case II: Not both A,= 0 and A,= 0. 

There can be no singular fragmentary solution rays. A singular solution 
ray must necessarily be parameterized and, thus, can occur if and only if 
A(t) = 0 is multiplicatively reducible. 

The results of the present section are summarized in 

Theorem II: With the convention made as to choice of p, q and r, 8, equation (2) 
(with a + 0) possesses singular solution rays if and only if its allocation equation 
A (t) = 0 is multiplicatively reducible. When A (t) = 0 is multiplicatively reducible, 
the zeros t, of the quadratic or linear polynomial in t which splits from A(t) give 
rise to singular parameterized solution rays {y,,}. When A,= 0 and A,= 0, there 
exists one singular fragmentary and one singular parameterized solution ray. 
Otherwise, singular solution rays must be parameterized and can not exceed two 
in number. 
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. § 4. Case: a= 0 (outlined) 
Here, the multiplicatively irreducible equation (2) becomes 
(2’) Q(y) = "(by + cy) + (py + gy) (ry + sy) = 0 
y and the considerations about fragmentary solution rays are exactly th> same 


as before. We first note that the equations pt — 6 = 0 and gt — c = 0 possess 
no common solutions (or the condition of multiplicative irreducibility of Q(y) 
would be contradicted). Similarly, the differential equations by’ + cy = 0 and 
ry’ + sey = 0 can not possess a common non-zero solution. Now, a non-frag- 
mentary solution ray {y,} by means of the formula 


ort eh _ _ Ht om 
(6) PYo+ TY yo 
gives rise to a non-zero field element f,. We consider the equations 
(8’) ty’+ry'+sy=0, 

5 (9’) (pt — b) y+ (gt—c)y=0. 

) There is a one-to-one correspondence between non-fragmentary solution rays 
{yo} of equation (2’) and non-zero field elements ¢, for which equations (8') 
and (9’) possess common solutions of the form (f), y)) with y,+ 0. For such a ¢, 
we have pt,— b + 0 (otherwise gt,— c would also be zero) and the corresponding 


‘ parameterized solution ray {y,,} is specified by the solutions of 
n (1K) (ptp— 6) y’ + (qtp—c)y=0. 


The last equation has the same solutions as equation (11) of § 2 when we set 
a= 0 and remember ¢,+ 0. The Lemma of §1 applied to the differential 
polynomials in (8’) and (9’) shows that the elements f, are given precisely as 
the non-zero solutions of the allocation equation (12) of § 2 (in which we set 
a= 0). 

Due to the multiplicative irreducibility of Q(y), the equation S(y) = 
= by’ + cy = 0 can not possess a common non-zero solution with either of the 
equations py’+ gy = 0, ry’+ sy = 0. 

The results of the present section are summarized in 

Theorem Ill: For the case a= 0 there can be no singular solution rays. 
: The solution procedure given in Theorem I is applicable here also provided that 
we set a = 0 in both the correlation and allocation equations and consider only 
non-zero solutions t, of the latter. 


SS -_ SC He SS 


§ 5. Examples 


In Example 0 we have the case a+ 0 and no singular solution rays. 
Example I is particularly interesting because it possesses one singular solution 
ray and the Appell condition [5] is not satisfied. Example IJ has two singular 
solution rays, one of which is fragmentary. In Examples III and IV there are 
two singular solution rays, both of which are parameterized. Example IV is 
rather involved and affords a good check on the computations of § 2. For an 


~ 
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integer n greater than 2, Example V has precisely n as the maximum number 
of linearly independent solutions. Example VI possesses infinitely many 
linearly independent solutions. 


The symbol z will denote a solution of the differential equation y’— 1 = 0. 
Arbitrary constant elements will be denoted by C, C,, C,, K. 
Example 0: Q(y)=ay"y"+ yy + (y’) (—y’) = 0. 
Here, a denotes a non-zero constant element. We have 4 = 1/4+ 0, - 
M(t, y) = (@—a)y'+ (—thy=0, 
A(t) = (@+ a)’—a=0. 
With A,= 0 and A,= 1 + 0, the solution ray {1} of py’+qy=y'=0 isa 
non-singular fragmentary solution ray of Q(y) = 0. The remaining solution 
rays of Q(y) = 0 are given by the solution rays of M(t,, y) = 0 corresponding 
to each solution t, of the equation (1/3)#+ at—az+C=0. 
Example I: Q(y) = (B/pr)y y+ by” y’— pry’ y + (py) (ry’) = 9. 
Here, b, p, r denote non-zero constant elements. We have A = —p*r3/4 + 0, 
M (t, y) = (pO — bt + b*/p)y'+ (prt)y=0, 
A(t) = (—p* rf? + br) t’— bprt + Pr=0, 
A(t) = (b— pt) (6 + pt)rt’+ br?) =0. 
With A,= 0 and A,= —p*r + 0 the solution ray {1} of py’'+ qy=py'=0 
is a non-singular fragmentary solution ray of Q(y) = 0. The zero t,= 6/p of the 
factor (b — pt) of A(t) specifies one singular solution ray of Q(y) = 0 as the 
solution ray of by’ + (pr) y = 0. The remaining solution rays of Q(y) = 0 are 
given by the solution rays of the equation M (t,, y) = 0 corresponding to the 
solutions ¢, of (p/2)+ bt + bra + C=0. 
Example II: — Q(y) = (—2*/2) yy" + (y’) (zy’— y) = 0. 
Here, it is assumed that the equation y*— x = 0 kas a solution in § denoted 
by 2/2). We have A = 23/8 + 0, 
M(t, y) = (@— 24/2) y’ + (24/2)y = 0, 
A(t) = —xtt’ + ®&+ (3 22/2)e— (1/2) tt = 0, 
A(t) = (—2°t) [t’— (1/x9)@— (3/22)t + 2/2] =0. 
All four of the conditions (19) A,= 0, (20) A,= 0, (19a), (20a) of §3 are 
satisfied. The equation py’ + qy = y'= 0 specifies the fragmentary solution 
ray {1} as one of the singular solution rays of Q(y) = 0. The equation ¥ (0, y) = 
= (— 2/2) (xy’— y) = 0, corresponding to the zero ¢,= 0 of the factor (— z°t) 


of A(t), specifies the remaining singular solution ray {xz} of Q(y) = 0. The 
remaining solutions of A(t) = 0 are expressible in the form 


__8C,x*+ C, 200 
o= 30, 2°— 20,20 * 





t 





Here C, and C, denote arbitrary constant elements not both zero and the 
powers of z appear as integral powers of x@/*), For these values of ¢, the 
equation M (t,, y) = 0 becomes 


and gives the remaining solution rays {9C}(1/x) + 24C,C,x@/*)— 20} 2*} of 


Let a, p, r denote non-zero constant elements. We have 4 = —p*r*+ 0, 
-M (t, y) = (pt + ar)y’ + (2prt)y=0, 


With A,= 0 and A,= —2p*r+ 0 the solution ray {1} of py’'+ qy= py’ = 0 
is a non-singular fragmentary solution ray of Q(y) = 0. The two zeros of the 
factor (pf?— ar) of A(t) give rise to two singular solution rays of Q(y) = 0. 
For the other solutions of A(t)=0 given by t,=—rx2+C the equation 
M (ty, y) = 0 becomes 

(pr?2*@— 2C pra + C*p + ar)y’ + (—2pr°z + 2Cpr)y=0 


and gives the remaining solution rays {pr?z*—2Cprz+C*p+ar} of 


With the discriminant 4 = —42*+ 0 we have 

M(t, y) = (4xt*+ 1825t + 21 25)y’ + (—4— 162%t— 1824)y=0, 
A(t) = (—8a9— 24 25t — 12.27)t' + (822t + 424f— 48 2°t — 302%) = 0, 
A(t) = (22t®+ 623t + 325) (—42%t' + 42t— 1024) =0. 


The conditions A,=0 and A,+0 indicate that the solution ray {2} of 
py'+qy=4zy'—4y=0 is a non-singular fragmentary solution ray of 
Q(y) = 0. The two zeros of the factor (24+ 62°t + 32*) of A(t) give rise to two 
singular solution rays of Q(y) = 0. The other solutions of A (f) = 0 are given by 
ty = —(5/2)2*—(C/2)x. The equation M (t,, y)=0 becomes (25+ C 24 + CO? 23)y’ + 
+ (—3a*— 2C28— C*2z*)y=0 and gives the remaining solution rays 
{z3+ C2?+ C?2} of Q(y) = 0. 
Example V: Q(y) = (n—l)y"y + (2—n)y' y= 0. 
Here, n denotes a positive integer greater than 2 and we have 
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,_ —9OYa* + 120,0/20—40}z 
Y — F0Ciz + 40,0,4ae— 242 Y= 





Q(y) = ay" y’—2pry’y + (py’) (ry’) = 0. 


A(t) = (—2p*rf@+ 2apr*)t’ + (—2p'*r?@+ 2apr*)=0, 
A(t) = —2pr(pt?— ar) (+ r)=0. 


— 1825 yy + 162%” y + (42y’— 4y) (7zy’— by) = 0. 


A = (n—1)*(n— 2)/4+0, 
M (t, y) = (2— n)#y' + (l—n)ty=0, 
A(t) = (n— 1) (2—n)#@t' + (l—n)F=0. 
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The condition A,= 0 is satisfied and the solution ray {1} of py’+qy= 
= (2—n)y'=0 is a fragmentary solution ray of Q(y)=0. The non-zero 
solutions of A(t)=0 are given by ¢,= 2/(2—n) + K. The corresponding 
solution rays of M (t), y) = 0 are given by {[z + K(2— n)]}"-"}. By taking the 
fragmentary solution ray into account, we see that the complete solution of 
Q(y) = 0 is given by y,= [C,x + C,]"—*. Thus, the equation Q(y) = 0 has 
precisely n as the maximum number of linearly independent solutions. 
Example VI: It can be shown that any equation of the form 


Q(y) =cy"y—cy'y+eyy+fyy=0 with c+0 
possesses an infinite number of linearly independent solutions. In particular, 


the elements ... 2~*, 2-*, 2-1, 1, z, z?, 2°,... are solutions of the equation 
Q(y) = ry’ y—szyy¥+yy=9. 
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Elementarer Beweis des Hauptsatzes 
iiber meromorphe Funktionenkérper 
Von 
FriepRicu-Ernst OTHMER in Gottingen 


Einleitung 

P sei eine n-dimensionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeit. K sei der 
Korper der eindeutigen meromorphen Funktionen auf J. 

Definition 1: Die Funktionen /,,...,/,¢ K heiBen algebraisch abhangig 
auf 3, falls es ein nicht identisch verschwindendes Polynom F(z,,.. ., x,) mit 
komplexen Koeffizienten gibt, so daB die meromorphe Funktion F(f,, .. ., f,) 
auf ganz J identisch verschwindet. 

f,,.-.-,f, seien beliebig ¢ K. Die Menge J’ = J’ (f,, . . ., /,) aller Punkte a 
von 3, in denen jede der Funktionen /,,. . ., /, regular ist, ist eine offene und 
dichte Menge in J. Ist a beliebig € D’, z = (z,, . . ., z,) igendein lokales Ko- 
ordinatensystem in der Umgebung von a, so werde der von der speziellen 
Koordinatenwahl offenbar unabhingige Rang der Funktionalmatrix (/,,,) im 
Punkte a mit 0,(/,, . . ., f,) bezeichnet. Das Maximum aller Werte 9,(/,, . ., f,) 
werde mit o(/,, ..., f,) bezeichnet. 

Definition 2: Die Funktionen /,,...,/,¢ K heiBen analytisch abhingig 
auf $3, falls o(/,,...,f,) <r ist. 

Ersichtlich sind mehr als n Funktionen aus K stets analytisch abhangig. 

In der vorliegenden Arbeit wird ein einfacher Beweis fiir die beiden folgenden 
Satze gegeben. 

Satz 1: /,,...,f, seien beliebige Funktionen ¢ K. Diese sind dann und nur 
dann analytisch abhingig, falls sie algebraisch abhingig sind. 

Satz 2: Ist m die Mazximalzahl algebraisch wnabhingiger Funktionen in K, 
so ist K fiir jedes System f,,..., f», algebraisch unabhingiger Funktionen eine 
endliche algebraische Erweiterung des Kérpers der rationalen Funktionen von 
hi. ++ fm in bezug auf den Kérper der komplexen Zahlen. 

Die Satze 1 und 2 sind in der Literatur bereits fir kompakte komplexe 
Raume auf schwierigerem Wege bewiesen (vgl. [1], (2]). In einer Arbeit von 
C. L. Srece (vgl. [3]) wird ein kurzer und elementarer Beweis der fe|genden 
Satze gegeben. 

Satz 1’: Jen + 1 Funktionen aus K sind algebraisch abhingig. 

Satz 2’: Gibt es n algebraisch wnabhingige Funktionen j,,...,/, aus K, 
8o ist K eine endliche algebraische Erweiterung des K6érpers der rationalen Funk- 
tionen von f,, .. ., fy. 
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Die zum Beweise dieser Saétze von C. L. SIEGEL entwickelten Methoden 
werden zum Beweise der Satze 1, 2 in der vorliegenden Arbeit in naheliegender 
Weise modifiziert. In § 1 werden einige zum Beweise nétige Hilfssitze formuliert 
und bewiesen. In § 2 folgt der Beweis der Satze 1, 2. 


§ 1. Hilfssitze 


Hiljssatz 1: Sind die Funktionen /,,...,/,¢€ K algebraisch abhangig, so 
sind sie auch analytisch abhangig. 

Der Beweis erfolgt in bekannter Weise durch Auswahl eines nicht identisch 
verschwindenden Polynoms F (z,, . . ., z,) kleinsten Grades mit der Eigenschaft 
F(f,, .- -,f,) = 0 aufP und Bildung der partiellen Ableitungen dieser Gleichung. 

Hiljssatz 2: Sind f,,...,/, beliebig € K mit o(f,,...,f,) = 8, so ist die 
Menge %, aller Punkte a mit 0,(/,,...,/,) = 8 eine offene und dichte Menge 
in DB. : 

Beweis:  werde durch die endlich vielen (offenen) Umgebungen 
R,(a = a,,...,a,) tiberdeckt. z, sei ein lokales Koordinatensystem auf &,. 
Die Reihenfolge der Punkte a, sei so gewahlt, daB R, 1D, und R,, BD; 
(¢ = 2, . . ., p) nicht leer sind, worin U, die Vereinigungsmenge der Umgebungen 
R.,,-.-»Ra_, ist. Jede s-reihige Unterdeterminante der Funktionalmatrix 
(fis,) ist auf R, eine meromorphe Funktion, deren regulire Nichtnullstellen 
somit entweder eine leere oder eine offene und dichte Menge auf &, bilden. 
Daher ist auch R, ~\ DB, entweder leer oder eine offene und dichte Menge auf R,. 
Durch vollsténdige Induktion folgt nun unmittelbar die Behauptung des 
Hilfssatzes. 

Hilfssatz 3: Ist { analytisch abhangig von /,,...,/, und F(z, x,,..., 2,) 
ein beliebiges Polynom mit komplexen Koeffizienten, so ist auch F(f, /,,...,/,) 
analytisch abhangig von f,, . . ., /,. (f heiBt analytisch abhangig von f,, . . .,/,, 
falls f, f,, ..., f, analytisch abhangig und j,,..., /, analytisch unabhangig sind.) 

Beweis: Z sei die Menge aller von /,,...,/, analytisch abhangigen 
Funktionen. Es seien g, h beliebig ¢ 2. R,, sei eine Umgebung eines Punktes ap, 
in welcher g, h, /,, . . ., /, regular sind, z ein lokales Koordinatensystem in ,.. 
Durch Betrachtung der entsprechenden Funktionalmatrizen erkennt man 
unmittelbar, daB o,(9 +A, f,,..-,f))<r+1 und o,(gh,f,,...,f)<r+1 
fir alle a € R,, ist. Nach Hilfssatz 2 muB daher auch o(g + A, f,,.--,f,)<r+1 
und (gh, f;,...,f,) <1 + 1 sein. Also ist g + h und gh ¢ <Z. = ist daher ein 
Ring. Die Behauptung des Hilfssatzes ergibt sich nun sofort, wenn man be- 
achtet, daB die Konstanten und die Funktionen /, /,, . . ., {, in 2 enthalten sind. 

Hilfssatz 4: f sei eine von },,..., /, analytisch abhangige Funktion. Fir 
jeden Punkt einer gewissen Umgebung &, von a mit den lokalen Koordinaten z 
seien die Funktionen f, /,,...,/, regular und die Determinante D = |f,,,| 
(i,k=1,...,r) von 0 verschieden. Fir die partiellen Ableitungen von 
I, fy ---,f, gelten dann in R, die Beziehungen: 


fas...n = 2 BEE fps... am , 
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wobei die Summe iber alle Kombinationen nicht-negativer ganzer Zahlen 


(v,..-,%) mit lo»v,+-+--+%,s5 k,+---+k, zu erstrecken ist und die 
i Bi"\** in &, regulare Funktionen sind. 
Beweis: Der Beweis werde durch Induktion nach k= k,+--- + k, 
gefihrt. Fir k = 1 werde die in R, identisch verschwindende Determinante 
ihre, “ne cha his, 
~ 
Rasssa heeds 
L te tee f., he 


nach der letzten Zeile entwickelt und durch D dividiert. Ex folgt 


| fh, » Ash: (G=1,...,8), 
v=l 

worin die A‘ in R, regulare Funktionen sind. Der Hilfssatz ist daher fiir k = 1 

richtig. Unter der Annahme seiner Richtigkeit fiir k < &* ergibt sich seine 

Giltigkeit fir k= k*+ 1 unmittelbar durch Anwendung der elementaren 

Differentiationsregeln und Benutzung der Gleichung fiir & — 1. 

Als spezielle Folgerung aus Hilfssatz 4 werde angemerkt: Sind simtliche 
partiellen Ableitungen fis... (OS %+°**++% Sh—1) im Punkte a 
gleich 0, so sind im Punkte a simtliche Ableitungen fy)... ,t 
(0s k+-+-++k, S h—1) gleich 0. 

Es sei z = (z,,...,2,) ein Punkt des n-dimensionalen Zahlenraumes C”. 
Unter |z| werde das Maximum der n absoluten Betrage |z,| verstanden. Fiir 
eine beliebige komplexe Zahl A gilt dann offenbar 


|A2| = |A |2| . 


Hilfssatz 5 (Verallgemeinerung des Schwarzschen Lemmas, vgl. [3]): 


Es sei g(z) eine fir |z| < r konvergente Potenzreihe der Variablen z,,...,z,, 
welche dort absolut < M ist. Treten in der Reihe keine Glieder der Ordnung 
0,1,...,4—1 auf, so gilt 


lp(e)| su (ZL) (le| <r). 


r 
Der Beweis (vgl. [3]}) ist sehr kurz und sei daher an dieser Stelle noch einmal 
angefihrt: Fiir z = 0 ist die Behauptung trivial. Bei festem z mit 0 < |z| s r 
ist die Funktion (Az) eine fir |A| < T regulire Funktion der komplexen 
Variablen A, welche fiir 4 = 0 mindestens von h-ter Ordnung verschwindet. 
Daher ist die Funktion A~* (Az) fir |A| < w ebenfalls eine regulare Funktion 


von A, fiir welche auf dem Kreisrande |A| = Ww die Abschitzung 






[a-* p(Az)] =< at (.)" 
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gilt. Fiir 4 = 1 liefert das Maximumprinzip 
A 
Ip) < mw (“)’, 


womit der Hilfssatz bewiesen ist. 


§ 2. Beweis der Sitze 1, 2 
I.. Beweis von Satz 1 


Der eine Teil von Satz 1 ist durch Hilfssatz 1 bewiesen. Der noch zu be- 
weisende Teil des Satzes kann offenbar so formuliert werden: 

Sind /,,..., f, analytisch unabhangige Funktionen ¢ K und ist f eine von 
fy, ---»fm analytisch abhaingige Funktion, so sind /,/,,...,/,, algebraisch 
abhangig. 

a sei ein beliebiger Punkt auf $, z, ein lokales Koordinatensystem in der 
Umgebung von a, in welchem der Punkt a die Koordinaten z, = 0 besitzt. 
Ist { eine meromorphe Funktion auf , so laBt sich eine abgeschlossene Um- 
gebung &,(|z,| < r.) von a so wahlen, daB f in R, eine Quotientendarstellung 

a (Za) 
(1) Ha) =e) (3 €&,) 
besitzt. Hierin sind p,,q, teilerfremde Potenzreihen, welche fiir |z,| < r, 
konvergieren; g, verschwindet nicht identisch. Nach den Teilbarkeitssitzen 
tiber Potenzreihen sind dann bei hinreichend kleinem r, die regularen Funk- 
tionen p,, % tiberall auf |z,| < r, lokal teilerfremd, und es besteht in einem 
nichtleeren Durchschnitt R, -\ R,. die Beziehung 


(2) ae (Zae) = jaa (3) Ya (Za) (§ € Ra A Rae) 


mit jgqe(3) als lokaler Einheit in R, Rye. f,,..., f, seien analytisch un- 
abhangige Funktionen. / sei von /,,...,/,, analytisch abhangig. r, werde so 
klein gewahlt, daB f, f,,..., /,, in R, die Quotientendarstellungen 





1a) = 28s fa) — BSS (ERGGE= I,m) 


besitzen, fiir welche in einem nichtleeren Durchschnitt R, > R,+ die Beziehungen 





Gae (Za) = jaae (3) Ga(Za) } Giae (Za*) = jiaae (3) Gia (2a) (3 € Ra ARge 5 t= 1,...,m) 


gelten. 2, sei die durch |z,| < + er, definierte Umgebung von a. Nach dem 


Uberdeckungssatz kénnen dann endlich viele Punkte a = a,, . . ., a, 80 gewahlt 
werden, daB die zugehérigen Umgebungen 2, eine Uberdeckung von  bilden. 
Ferner kénnen zwei Zahlen w, u so gewahit werden, daB die Abschatzungen 


(3) liaas (3)| <e; 
giltig sind. 

Wegen o(f,, ..-, fm) =m bilden nach Hilfssatz 2 die Punkte 6 von B mit 
Op (fi, -- +> fm) = m eine offene und dichte Menge in %. Daher kann jedem 


Tiieald) <e (a, a*=@),,..., A533 E RaW Rae) 
i=1 
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Punkt a ein Punkt 6 € 2, mit 9,(/,,..., fm) = m zugeordnet werden. 6 werde 
auBerdem so gewahit, daB neben f,,..., /,, auch f in 6 regular ist. Die Ko- 
ordinaten von 6 seien z,= 6. Definiert man , durch |z,— b| < r =e e+ |b] 
und 2, durch |z,—b| < e~'r,, so ist 2,c2, und R,cR,. Denn: Aus 
lea] < ra*“Z— folgt Jes—O] < laa] + [6] < S—- re + |b]—e-2r, also LC; 
aus |2,—b| <r, = “2+ e [bl folgt |2ol < JO] + laa —0| < [0] + E+ e- [bs 


e-1 


sy %+ + +2 < Tq, also R, CR,. Die Umgebungen 2, von b(b=6,,...,6,) 


bilden wegen 2, 2, eine Uberdeckung von J. Durch die analytische Trans- 
formation z,= z,+ 6 sind in &, lokale Parameter z, gegeben. Durch Um- 
ordnen der Potenzreihen p,, Ya; Pra» Yeq NACh Potenzen von z erhélt man in 


Ha) = 2 ; f(a) = 22 (9 €R,; = 1,..., m) 


die Quotientendarstellungen von f, /,, ..., /, in®,. Wegen R, CR, ist in einem 
nichtleeren Durchschnitt R, 7 R,- 


joo (8) = jaa (8); inne (3) = jeace(d) (8 €R VRye; k= 1,..., my’. 
Die Abschaétzungen (3) bleiben daher unverandert giiltig. Es werde die Zahl 


(4) s= [wp] +1 

eingefiihrt. Fir A = 1, 2, . . . sei t, = ¢ die gréBte nichtnegative ganze Zahl mit 
(5) st™< ph”. 

Aus (5) folgt 

(6) ph™ < s(t + 1)™< (s+ 1) (+ 1)". 


Aus (6) folgt, daB mit h —- co auch t, > co. Wegen s > w™- p kann daher h so 
groB gewahlit werden, daB 
us oz 
&> (= + o) *?p 
gilt. Zusammen mit (5) folgt hieraus 
(7) us+wt<h. 


Es werde nun mit unbestimmten komplexen Koeffizienten das allgemeine 
Polynom F(z, z,,..., 2%) gebildet, welches in x den Grad s und in jedem 2, 
(k= 1,..., m) den Grad t besitzt. Die Anzahl der Koeffizienten ist 


(8) A = (s + 1) (¢+ 1)". 

Da in den Punkten 6, (i = 1,..., p) die Funktionen f, /,, ..., f,, regular sind 
und 05,(f;, - - -» fm) = m ist, ist in diesen Punkten auch F(j, /,, ..., f,,) regular, 
und es kann ohne Einschrankung der AJ!gemeinheit vorausgesetzt werden, da 
in den Punkten 6, (i= 1,..., p) die Determinante D = |f;,,| + 0 ist 

(j, k= 1, ...,™; = Z= (%,..., %))- 
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Die Koeffizienten von F kénnen in nichttrivialer Weise (F + 0) so gewahlt 
werden, da8 in sémtlichen Punkten 6, die partiellen Ableitungen Fn... 2» 
(0s k,+ +--+, < h—1) verschwinden. Denn fiir jeden Punkt 6, ist die 
Anzahl der zu annullierenden Ableitungen 

m+h—l S hunt 
= = Iq 1 eae: ao s hn, 
B ( m oat ( k ) 
und es sind daher insgesamt 
B=pB =< ph™ 
homogene lineare Gleichungen mit A Unbekannten zu erfiillen. Wegen (6) 
ist aber 
Bs ph™< (8+ 1) (t+ 1)"=A, 
so daB eine nichttriviale Lésung existiert. 

Da in den Punkten 6, die Ableitungen Py...2tm =0 (OS b+ +k, S 

= h— 1) sind, gilt nach Hilfssatz 4 in diesen Punkten sogar 


(9) Pav...t. = 0 (Os k+-+++k, Shk—}). 
Setzt man 
(10) Qo= de * LT dhe Py= QF (ffi - +> fm)» 


so ist die Funktion P, auf &, regular, und wegen (9) gilt in den Punkten 6, 
Py zh...2tn = 0 (OS k+++++ k, Sh—1). 


Es sei M das Maximum aller absoluten Betrige |P,(z,)| fir |z,| S r, und 
b = b,,..., 6,. Wird dieses Maximum bei b = ¢ und z,= z* erreicht, so gilt also 


Py (zo)| SM (zo < 155.6 = 6,,.. ., bg), |Pe(e*)] = MO. 


Der durch z* bestimmte Punkt 4 von &, liegt aber auch in einer Umgebung &,, 
so daB dort nach Hilfssatz 5 sogar die Ungleichung 

jz| \A 
| < Me-* 
"» 


|Po(z)| < a ( 


gilt. Mit 
Bo or ibe e IT jis. 
k=1 
ergibt sich nach (2), (10) die Beziehung 


P.(z,) _ Bo (a) P, (2) (3 € R, a R.) . 
Nach (3) ist 
Soclal<et#te# (Gg CROAK). 
Es folgt 
M = |P.(z*)| s Menstot-ar, 


Nach (7) ist us + wt —h <0, also M = 0. Daher verschwinden die Funktionen 
P, und F(f, f;, .. ., f,) identisch. Damit ist Satz 1 bewiesen. 
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It Il. Beweis von Satz 2 
Es seien jetzt die analytisch unabhangigen Funktionen /,, . . ., f,, 80 gewahlt, 
- daB jede Funktion { ¢ K von },,...,/, analytisch abhangig ist. Nach Satz 1 


ist K eine algebraische Erweiterung des Kérpers der rationalen Funktionen von 
hy «++» fm» Ist f beliebig ¢ K, so gibt es also eine irreduzible Gleichung 


(11) Gof? +G,fA2+:++-+G,=0, 


worin G,,..., G, Polynome in },,...,/,, sind und G, nicht identisch auf 
verschwindet. 
3) Es wird bewiesen, daB » < s ist, worin s eine von / unabhingige ganze 
Zahl ist. 
Dazu werden die in I. konstruierten Umgebungen &,, 2, (a = a, . . ., G,) 
ohne Riicksicht auf f/ festgelegt und die Zahl w bestimmt. 
Die Gleichung (11) besitze in bezug auf jede der Funktionen /,, .. ., f,, 
einen Grad < g. Mit den Abkiirzungen 


w\ 





m 

(12) R, (2a) = TT the 

(13) Hi(@) = RLGL-1G, G=l,....%, 
(14) 8q(2.) = ReGof 
‘4 erhélt man aus (11) durch Multiplikation mit R,@,-* auf &, die Gleichung 

(15) 83+ FH S-'= 0. 
d i=1 
ad Nach (12) sind die Funktionen R,G, (i = 0, . . ., ») und damit die Funktionen 

R,G,(R,G,)' "= H,, (l= 1,...,%) auf &, regulir, insbesondere dort also 

beschrinkt. S, ist auf R, eine meromorphe Funktion, welche jedoch wegen der 
>» Beschranktheit der H,,; und wegen des Bestehens der Gleichung (15) beschrankt 

und also regular auf &, ist. Mit 

(16) Pa= S, und g,= RG, 

wird daher 

_ Pal%a) 
WOrin 7, Gq fur |z,4| S r, konvergente Potenzreihen sind. In einem nichtleeren 
Durchschnitt R, \ Ry gilt wegen (12), (16) 
Jae (Zae) = jaae (3) Ga (2a) (§ €RaVRee), 
worin 
m 
jaa* (a) = II ikea (4) 
k=l 

1 ist. Genau wie unter I. ergibt sich nun eine algebraische Gleichung 


Ff, fi +--+ fm) = 9, 
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welche in { von einem Grade < 8s = [w™p] + 1 ist. Wegen der Irreduzibilitat 
der Gleichung (11) ist » < s, worin s von / unabhangig ist. 

Damit ist bewiesen, daB K eine endliche algebraische Erweiterung des 
K6rpers der rationalen Funktionen von },,...,/,, ist. Das ist aber die Be- 
hauptung von Satz 2. 
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Generalized Frobenius inner products*) 
By 
Au R. Amir-Mokz and CHanpier Davis in New York and Rhode Island 


1. Introduction 
The (normalized) Frobenius inner product 
(1) (A, B)=n-" trace (A B*) 


is a natural quantity to associate with the two n x n matrices A and B. The 
set of all such matrices is a finite-dimensional linear space on which (1) has 
the usual properties of an inner product, and special properties as well, related 
to the multiplication of matrices. These properties have been much studied, 
e. g. [6]. 

There are many functions sharing with (1) some of the formal properties 
of the inner product but lacking some or all of the special properties; lacking 
also, in general, the property that their values ary numbers. The purpose of 
this note is to prove, for such systems, analogues of the simplest geometrical 
properties of inner product spaces — so far as the analogues are true. 

In § 2 we state our hypotheses. The space is not assumed to be an algebr« 
because such an assumption is irrelevant to our proofs. However, the examples 
which motivate the problem (§ 3) are algebras. In §§ 4—9 we prove several 
theorems; the presentation is intended to indicate how others of the same 
sort may be proved with no more difficulty. 


2. Hypotheses 


Let % be a finite-dimensional complex [or real] *-algebra. That is, R can 
be represented as an algebra of finite complex [real] matrices; and ® has an 
operation * which in this representation corresponds to taking Hermitian 
conjugate [transpose]. Elements of ® (Scalars) will be denoted by «, 8, . . 

In case « is positive (semi-) definite we write « = 0. 

Finite-dimensionality of R is used in Theorem 5.1. However, it is easy to supply 
weakened forms of that and subsequent results, which remain valid without any hypo- 
thesis on the dimensionality of R. 

Let & be a left R-module. That is, sums of elements of 2 are in %; product 
aA, with «a €R and A € A, are in M%; and the same formal assumptions are 
made as for 2 to be a vector space over % in the special case that & is a field. 
Elements of 2 (vectors) will be denoted by A, B,... . 


*) Presented to the American Mathematical Society September 3, 1959. 
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Furthermore, let there be a function <, ) of pairs of vectors, with scalar 
values, having the formal properties of an inner product: 


(I) <B, A) ~ <A, B)*; 
(IT) (aA + BB,C) = «¢A,C) + B(B,C); 
(III) <A, 4) 20; (A,A)=0 ifandonly if A=0. 


It follows from (I) and (II) that (A, 8 B) = <A, B) f*. It follows from (II) 
alone that <0, C) = 0. 

We define || Aj = (A, A)", a uniquely determined element, with | Al] = 0 
of R, because of (III). 


3. Examples 


In all the examples, 2% is a sub-*-algebra of the *-algebra of all n xn 
complex matrices. 

Example 1. Q& is the complex numbers. The inner product is that of 
FROBENIUS (1). 

Example 2. % is the real numbers. The inner product is given by 


(2) (A, B)=n-"R trace (A B*). 


This inner product is also convenient for many applications. The Hermitian 
and skew-Hermitian members of 2 are orthogonal subspaces of the same 
dimensionality and span 2. A corollary is Theorem 5 of [2]. 

Example 3. & is %. The inner product is given by (A, B) = A B*. 

Example 4. & is all the members of 2% having all entries real. RA means 
the matrix whose entries are the real parts of the corresponding entries of A. 
The inner product in 2 is given by <A, B) = R(A B*). 

Example 5. C is any averaging operation of 21 onto the subalgebra % of 2. 
The inner product is given by (A, B) = C(A B*). Examples 1 and 3 are the 
extreme cases of this. 

Example 6. The last example can be generalized a little farther still, as follows. For 
fixed positive definite C, and R,, with C, € % and R, in the center of R, the inner product 
is given by 

(A, B) = R,C(AC, B*). 

In Examples 1—5, for a, 8 €R, the equation (a, 8) = «f* is meaningful (because 

R C A) and identically true. In Example 6 it is meaningful but in general fails to hold. 


4. Bessel’s inequality 


This theorem sets the pattern for much of the rest: we merely reformulate 
the standard result in such a way that the standard proof goes through without 
using commutativity. 

Theorem 4.1: If A,;<¢A%,i=1,..., k satisfy 


{A;, A;) = 6,4; 51, 


(B, B) = 2,¢B, A;) (Ai, B). 


then for all B 
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r Proof: Expand the inequality 
0< (<B— Z,<B, A, A;, B— ZB, A; A;) , 
observe that 
(2; ¢B, Ay) Ay 2;¢B, Aj) Aj) = 2 5¢B, Ad) (Aw 45) (Ay BD 
= 2,¢B, A,) «(Ay B) S 2,¢B, A,) (Ay B). 
Similar (simpler) transformations of the other terms complete the proof. 


5. Normalized vectors 


Here the departure from the situation for ordinary inner products is 
mostly due to the presence of zero-divisors in R. 
Theorem 5.1: Let A be any non-zero vector. There is a wnique vector A, with 
the properties: 
, (i) |Al] 4, = A; 
' (ii) yA, = 0, where y is the projection onto the nullspace of ||A\). This A, has 


the further properties 

(iii) A and A, are scalar multiples of each other ; 

(iv) | A,| és a projection. 

Proof: (yA, yA) = y<A, A) y = 0. Hence, by hypothesis (III), yA = 0. 
Now 7 = 1 — y is the projection onto the range of || Aj. Let |.Aj-' denote the 
generalized inverse of || Al], so that 

| Al |Al>*= [Al-*] A] = 7, |Al-* y = 0. 
Set A,= |Al-'A. Then | Al A,= 7A = A — yA = A. This verifies (i) and (iii). 
, (ii) is clear. As to (iv), 
|Aj|?= (Ay, Ay) = |Al-*¢A, 4) Al? = 7, 
so | A,| = = 7, a projection. Everything except uniqueness has been proved. 
, Accordingly, assume (i) and (ii). Then 
A,= 9.4,= |||] A,= |4]-14 , 
the same as before. 

In view of this theorem, it is natural to call a vector A normalized in case 
|Al| is a projection; and for arbitrary non-zero A, to call the A, described in 
theorem the normalization of A. Thus a vector is normalized if and only if it is 
its own normalization. 


Conditions (iii) and (iv) of the theorem fall far short of characterizing the normalization. 
Thus in Example 3 above take for A any projection on a k-subspace, 1 < k < n; it is ite 
own normalization, but any U A (U unitary) satisfies (iii) and (iv). Detailed consideration 
of this question would lead to a topic we would rather defer to § 8. 


6. The Cauchy-Schwarz inequality 
Here are two formulations of the inequality. 
Theorem 6.1: (B, B) = (B, A) (A, A)-*¢A, B). If we set 


B = || B\-*<B, A) | A|-*, 
then BB* <1, B*B <1. 
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Proof: In theorem 4.1, take for A; the single element A,, the normalization 
of A. The hypothesis of the theorem is simply ¢(A,, A,;) < 1, and this is fulfilled, 
by Theorem 5.1. Theorem 4.1 now asserts that 

(B, B) 2 ¢B, A;) (A, B) = (B, A) |A-*¢A, B) 
= (B, A) (A, A)-1¢A, B), 
again by Theorem 5.1. Furthermore we see that both sides may be multiplied 
on left and right by || B|-*; the inequality remains satisfied ; this proves 6 6* <1. 
Interchanging A and B gives f* 8 = 1. 


7. Fourier expansion 


To replace the Bessel’s inequality of § 4 by a parseval equality, the ortho- 
gonal set must be normalized, in the sense of § 5. 

Theorem 7.1: Let A,€AU,i=1,...,k satisfy 

(Aj, Aj) = 645 &% 5 

with a, a projection. The following are equivalent: 

(i) for any non-zero B € A, some (B, A; is non-zero; 

(ii) forany BEA, B= Z,¢B, A, A;; 

(iti) for any B, C € A, (B, C) = 2, ¢B, A; (Ay, C); 

(iv) for any BeA, (B, B) = 2,¢ B, A; <A,, B). 

Proof: Assuming (i), to prove 

B= 2,¢B, A, A;: 
letting C = B— X,¢(B, A, A,, it is enough to prove that each (C, A;) is zero. 
<C, A;) = (B, A;) — ¢B, Aj) @;. 

That this is zero follows by a simple argument already mentioned at the end 
of § 5. 

This same argument enters in deducing (iii) from (ii) by substitution: 

(B, C) = (2,¢B, Ai) Ag 2; (C, Aj) Aj) 
= 245¢B, A;) (Ap As) (Ay, ©D 
= 2,¢B, Aj) «(Ay C) = 2,¢B, A) (Ay C). 

(iv) is a special case of (iii). 

Finally, assume (iv), and let <B, A;)=0 for all i. Since (B, B) = 0, 
B = 0: (i) holds. The theorem is proved. 


8. Gram-Schmidt process 


Of the senses in which linear dependence can be understood in 2% the 
appropriate one for present purposes is this: A,, ..., A, are linearly dependent 
provided Ya, A,= 0 for some a, ..., a, such that not all of @,A,,..., «A, 
are zero. In this case a, may be decomposed as a, y,+ «,7;, where y, is the 
projection onto the nullspace of ||A,;| and 7,;= 1 — y,; also a, y,A,;= 0; there- 
fore there exists a linear dependence relation 2 «;A,= 0, not all «;A,= 0, 
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with the additional property that «; annihilates the nullspace of |A,| — 
namely, take a; = a, 7;,. Call a linear combination of vectors which has this 
additional property a non-redundant linear combination. 

Linear dependence and bases may be treated now much as for vector 
spaces, with the following anomalies: A linear relation may obtain between 
A,,..., A, without any of them being a linear combination of the others 
(even for k = 2); and two bases for the same linear set need not have the same 
cardinality. 

Now what form will the Gram-Schmidt process take? Starting with any 
sequence B,, B,,... of vectors, it should produce an orthonormal sequence 
A,, Ag, ... (diluted perhaps with some zeroes); at each stage, we will have 
A,, ..., A, orthonormal and take up next B,,,. Subtract from B= B,,, its 
Fourier expansion with respect to A,, ..., A,, getting C = B— 2B, A,)A,. 
This is non-zero if and only if Bis not a linear combination of A,, .. ., A,. 
(For if B= 2 £,A,, then suppose without loss of generality that the linear 
combination is non-redundant. Then (B,A,) = 2 B,(A;,A;) = B,{A;, 4; = B;, 
B= X2¢B, A, A,.) If C is not zero normalize it, getting A,,,. In light of Theo- 
rem 5.1 (iii) and other observations above, it is clear that A,,..., A,4, span 
the same linear set as A,,..., A,, By,+;, or as B,,..., By,,. Again there is an 
anomaly: There may exist sequences B,,..., B, and Bi,..., Bi, such that one 
is a rearrangement of the other and yet applying the Gram-Schmidt process 
to them gives orthonormal sets of different cardinality. 


9. A geometric theorem 


In spite of the lack of any analogue for such a fundamental theorem as the 
triangle inequality, we can prove analogues of theorems of a certain type: those 
in which distances between points enter quadratically. As a sample, we offer 
the generalization of the formula for the length of the altitude on the hypo- 
tenuse of a right triangle. (Some other generalizations, Theorems 2.2I and 


- 2.31 of [1], are contained in this one.) 


Theorem 9.1: Assume A,, ..., A, mutually orthogonal, and let B = 2a, A,, 
with Da,= 1. If (B, Ay— A; = 0 for alli, j, then , 


|Bl-*= x2 |A,)-*x; 


bere a is the projection on the range of | B|*, and as in §§ 5—6, generalized 
inverses are meant in case || B|* or | A,|* is singular. 

Proof: <B, A;) = La,(A;, As) = %||A,|*. By hypothesis this is a “scalar” 
B independent of j7. Now 0 < | Bi?= 2a,(A,, B) = La, f*= f*. That is, 
| Bl*= a,||A,|* for all +. Let 2, denote the projection on the range of A,. Now 
the equation || B||?= «,||A,||*, multiplied on the left by | B|-* and on the right 
by | A,|-*, gives 2] .A,|-?= | B|-*a,2,. But it is easy to see that 2 < 2,; hence 
multiplying the previous equation on the right by a and summing over ¢ gives 
a | A,|~-*2 = | B\-*2, which is the same as the conclusion. 
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Halbgeordnete lokalkonvexe Vektorriume. III*) 
Von 
Hewtmvut ScHAEFER in Ann Arbor, Mich., U.S. A. 


Einleitung 


Das in den Arbeiten [10’’] und [11] (im folgenden mit HV und HV II 
zitiert) begonnene Studium topologischer, insbesondere lokalkonvexer, halb- 
geordneter Vektorraumé wird in der gegenwartigen Untersuchung fortgesetzt. 
Die Arbeit schlieBt an HV und HVII unmittelbar an und setzt die dort 
erzielten Ergebnisse in vollem Umfang voraus. Die Abschnitte sind laufend 
weiternumeriert, und die benutzten Resultate werden unter ihrer Nummer 
in HV, HVII oder dieser Arbeit zitiert; allgemein ist (u.v) Satz v in Ab- 
schnitt u. Aus diesem Grunde ist auch auf eine weitgehende Wiederholung der 
Literaturverzeichnisse in HV und HV II verzichtei worden’). Mit Ausnahme 
des Abschnitts 12, der dem zweiten Teil der Gesamtarbeit angehért und sich 
mit Spektraleigenschaften unbeschrankter positiver Operatoren beschdaftigt, 
sind die Untersuchungen dieser Arbeit wieder Fragen ,,geometrischer“ (d.h. die 
innere Struktur halbgeordneter lokalkonvexer Raume betreffender) Natur 
gewidmet. Der dritte Teil (Abschnitte 13—15) beriicksichtigt insbesondere die 
Stellung der Verbandsstrukturen innerhalb der allgemeinen Theorie, vor allem 
beziiglich der Dualitét. Es gibt zwar eine susgedehnte Literatur tiber Vektor- 
verbande mit topologischer Struktur (besonders Banachverbinde, vgl. [1’’] 
und die dort zitierten Quellen); ein groBer Teil der hier bekannten Resultate 
reicht aber in eine Zeit zuriick, zu der die (auf ARENs, Dizuponn#, KOrHE, 
Mackey, L. Schwartz und andere zuriickgehende) moderne Theorie der 
Dualitat topologischer Vektorréume noch unbekannt oder erst im Entstehen 
begriffen war, so daB die Theorie hier noch keineswegs abgeschlossen ist. In 
einem ,,Ergénzungen“ tiberschriebenen Abschnitt werden u. a. die Abschnitte 1 
bis 4 von HV in dieser Richtung erginzt und die Verbindung zu anderen 
neueren Untersuchungen hergestellt. Wir geben eine kurze Ubersicht iiber den 
Inhalt der einzelnen Abschnitte. 

Im 12. Abschnitt werden die in HV II erzielten Ergebnisse fir unbe- 
schrankte positive Operatoren (Def. 9) nutzbar gemacht. Der Kern der hier 
verwendeten Methode laBt sich in einen Satz fassen, der eine Verallgemeinerung 

*) Die Arbeit wurde teilweise unterstiitzt vom Office of Ordnance Research, U. 8. 

Army. 
i) Des Literaturverzeichnis am Schlu8 der, Arbeit enthalt (tait Ausnahme von [10’]) 
nur diejenigen im Text benutzten Hinweise, die nicht schon im Verzeichnis von HV oder 
HV II aufgefiihrt sind. Solche Hinweise sind mit keinem ’ (fiir HV) bzw. mit nur einem ’ 
(fiir HV II) versehen. 
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eines klassischen Resultates von PRINGSHEIM iiber die Singularitéten analy- 
tischer Funktionen mit nichtnegativen Taylorkoeffizienten ist, und der vom 
Begriff des linearen Operators nicht abhangt (vgl. [12’]). Beispiele fiir die 
Anwendbarkeit dieser Methode sind vor allem (12.1) und (12.5), in denen 
Aussagen tiber die Lage des Spektrums in der komplexen Ebene gemacht 
werden. Der sehr allgemeine Satz (12.2) ist eine Konsequenz von (10.4) (die 
Bedingung b) ist der einfachen Formulierung wegen enger als notwendig 
gewahlt). (12.3) und (12.4) betreffen Operatoren, die mitsamt ihrer Inversen 
stetig und positiv sind. 

Die Untersuchungen des 13. Abschnitts sind im wesentlichen algebraischer 
Natur und dienen der Charakterisierung von Vektorverbanden und ordnungs- 
vollstandigen Vektorverbanden in der Klasse halbgeordneter linearer Raume. 
Es zeigt sich hier, daB die Zerlegungseigenschaft (Z) (p. 121) die wesentliche 
Eigenschaft der Vektorverbande ist (vgl. Lemma 3): Jeder monoton voll- 
standige (Z)-Raum (Def. 10) ist ein ordnungsvollstandiger Vektorverband 
(13.2); ein endlichdimensionaler halbgeordneter Vektorraum mit abgeschlos- 
senem positivem Kegel ist ein Verband, genau wenn er (Z)-Raum ist (13.3). 
Auf Grund eines Homomorphiesatzes (13.5), der ebenfalls auf der Eigenschaft 
(Z) beruht, laBt sich jeder (Z)-Raum (iiber seinen Ordnungsbidual) in einen 
kleinsten Vektorverband isomorph einbetten (13.6). 

Der Versuch, jeden Vektorverband auf dieselbe Weise in einen kleinsten 
beschrankt ordnungsvollstandigen Verband isomorph einzubetten, st6Bt auf 
Schwierigkeiten; es zeigt sich hier, daB in der Klasse ordnungsvollstandiger 
Vektorverbande eine Unterklasse ausgezeichnet ist, deren Elemente wir als 
minimal bezeichnen (Def. 11). Die Raume dieser Klasse sind dadurch charak- 
terisiert, daB in ihnen die Bildung oberer. Grenzen fiir beliebige majorisierte 
Teilmengen dual (d.h. mit Hilfe der positiven Linearformen) beschrieben 
werden kann, sowie dadurch, da8 in ihnen jeder ordnungskonvergente Filter 
(p. 128) fiir die (lokalkonvexe) Ordnungstopologie konvergiert (14.1). Beispiele 
solcher Réume sind alle Vektorverbinde, die fiir die Ordnungstopologie 
reflexiv sind, (14.2) Corollar. Weiter wird untersucht, wann man von der 
monotonen Vollstandigkeit eines halbgeordneten Vektorraumes auf seine 
topologische Vollstandigkeit fiir eine geeignete Topologie schlieBen kann. Auf 
Grund einer verallgemeinerten Fassung (14.3) eines Satzes von AMEMyIA [2’] 
erhalten wir positive Ergebnisse nur im metrisierbaren Fall, (14.4) und (14.5), 
die aber trotz ihrer Magerkeit alle klassischen Beispiele einschlieBen (HV, 
p- 130). 

Die Beziehung zwischen (starken) Ordnungseinheiten eines halbgeordneten 
lokalkonvexen Raumes und inneren Punkten des positiven Kegels ist leicht zu 
tibersehen (vgl. HV, Abschnitt 4). Weniger leicht zu entscheiden ist die Frage, 
ob es in den (konkret zahlreichen) Raumen mit positivem Kegel ohne inneren 
Punkt einen brauchbaren Ersatz fiir die inneren Punkte gibt. Der 15. Abschnitt 
studiert die Beziehungen zwischen den schwachen Ordnungseinheiten (FREU- 
DENTHAL) in Vektorverbanden, den nicht unterstiitzten Punkten (KLEE) des 
positiven Kegels, und dem vom Verfasser in [13’’] eingefiihrten Begriff des 
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quasi-inneren Punktes, der sich fiir Spektralbetrachtungen als niitzlich er- 
wiesen hat. Beziiglich der Existenz und der Eigenschaften solcher Punkte sei 
auf (15.2) und (15.5) hingewiesen. Merkwiirdigerweise spielen unter den 
Raumen, in denen die.drei genannten Klassen von Punkten zusammenfallen, 
die minimalen (s. 0.) ordnungsvollstandigen Vektorverbinde eine bevorzugte 
Rolle, vgl. (15.4), (15.6) und (15.7). 

In den ,,Ergaénzungen“ sei besonders auf die Sitze (l.a), (2.b) und (3.a) 
hingewiesen. Es findet sich hier auch eine Korrektur (4.5)’ zu (4.5), wo die 
Voraussetzung monotoner Folgenvollstandigkeit hinzugefiigt werden muB, 
sowie zu (4.2), wo fiir die Hinlanglichkeit der Bedingung der positive Kegel als 
abgeschlossen vorauszusetzen ist. 

Die benutzten Hilfsmittel sind im wesentlichen dieselben wie in HV be- 
schrieben, mit Ausnahme einer Reihe algebraischer Eigenschaften von Vektor- 
verbanden, wofiir auf [9] und [1’’} verwiesen sei. Alle benutzten Begriffe aus 
diesem Gebiet sind im Text erklart. Wie in HV und HV II verstehen wir unter 
, Kegel stets einen konvexen Kegel mit dem Scheitel 0 in einem Vektorraum, 
und wo immer der Buchstabe K ohne nahere Erklarung benutzt ist, bezeichnet 
er den positiven Kegel in dem in Rede stehenden halbgeordneten Vektorraum. 


12. Positive, nicht notwendig beschrinkte Operatoren 


Ist Z ein halbgeordneter Vektorraum?) mit positivem Kegel K, so heiBt 
ein Endomorphismus 7' des Vektorraumes £ positiv, wenn 7(K)cK gilt 
(HV, p.119 und HVII, p. 268). Ist # zugleich ein B-Raum und 7 abge- 
schlossen, so ist 7’ bekanntlich beschrinkt. Wir erweitern den Begriff ,,positiver 
Operator“ auf nicht beschrankte Abbildungen wie folgt: 

Definition 9. Hin abgeschlossener, nicht beschriinkter linearer Operator T 
(mit Definitions- und Wertebereich in einem halbgeordneten B-Raum) ist 
positiv, wenn fiir einen Teilkegel KyC K der Kegel T(K,) in K enthalten und 
dicht ist. 

Beispiel. Es sei 2 ein hinreichend regulares, kompaktes Gebiet in EZ, fiir 
das die Greensche Funktion G des Laplaceschen Differentialausdruckes zur 
Randbedingung u=0 existiert. Ferner sei €,(2) der in tiblicher Weise 
normierte Banachraum der reellen Funktionen auf 2, die gleichmaBig in Q 
einer H-Bedingung mit dem festen Exponenten a, 0 < « < 1, geniigen. Be- 
zeichnet A den Laplaceschen Operator, so sind die Relationen 


Au+ p=0,u(s)=0 fir 8s¢d2 (p €€,) 
und 


u(s) = [ G(s, t) p() dt (s € Q) 
Q 


aquivalent. Bezeichnen wir mit K den Kegel der nichtnegativen Funktionen 
in €,(2) und setzen K,= G(K), so ist der Differentialoperator u—+—Awu 
positiv fiir die durch K auf €,(2) erzeugte Ordnungsstruktur. Dariiber hinaus 
ist u > —Au auch positiv im Raum €(Q) stetiger reeller Funktionen auf 2. 


*) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir Z als komplex annehmen. 
Math. Ann. 141 9 
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Es sei daran erinnert, daB man fiir unbeschranktes T unter 0(T7'), wie im 
beschrankten Fall, die Menge aller komplexen A versteht, fiir die A — T' eine 
auf E definierte stetige Inverse besitzt. Im Gegensatz zu den bei beschranktem T 
méglichen Fallen kann das Komplement o(7') von 0(7') leer oder die ganze 
Ebene sein. Unter dem erweiterten Spektrum o,(7') versteht man die Ab- 
schlieBung von o(7’) in der durch Hinzunahme des Punktes co kompaktifizierten 
Ebene?). 

(12.1) E set ein halbgeordneter B-Raum, dessen positiver Kegel K ab- 
geschlossen, normal und strikter BZ-Kegel ist*). Ist T ein (nicht. notwendig 
beschrankter) positiver Operator in E, der einen seinen Definitionsbereich er- 
zeugenden Teilkegel K,c K eineindeutig auf K abbildet, so gilt: 

1° A = 0 ist in 0(T). 

2° Entweder ist o(T) leer, oder r = inf{|A|: A ¢o,(T)} ist (endlich und) 
in o(T). 

3° Ist T-1 kompakt mit positivem Spektralradius, so ist r endlich und Eigen- 
wert von T mit (mindestens) einem Higenvektor x,¢ K,°). 

Beweis. 1° Da K strikter BZ-Kegel, also insbesondere E = K — K ist, 
bildet 7’ den (reellen) Teilraum E,= K,— K, von E auf E ab. Diese Abbildung 
ist eineindeutig, da aus T(x — y) = T(z,— g,) folgt T(x + y,) = T(2,+ y) 
(x, y, Z, ¥,€ K), was nach Voraussetzung x + y,= x,+ y und daher x— y 
= %,— y, ergibt. Daher besitzt 7 eine Inverse, die wir mit Rj bezeichnen 
wollen. Es gilt Rj(K) Cc K, und da K ein normaler und folgenvollistandiger 
strikter BZ-Kegel in einem bornologischen Raum £ ist, folgt aus (9.3) die 
Stetigkeit von Ro. Folglich ist 0 ¢ o(T). 
2° Da die Resolvente R, von 7’ lokal-holomorph ist, besitzt R, und auch 


R’ = —R, eine Potenzreihenentwicklung um 4 = 0 mit Werten in 2(Z). Diese 
Entwicklung lautet ([8’], p. 123) 
(1) Ri = Roll + ARG + A*Ro?+ ---). 


Es sind nun diese beiden Fille méglich: Entweder ist A Rj eine ganze 
Funktion; dann ist o(7') leer und es ist nichts zu beweisen. Andern- 
falls besitzt (1) eimen endlichen Konvergenzradius r>Q; es ist dann 
r = inf{|A| : A € o(7)} und wir haben zu zeigen, daB r ¢ o(7) ist. Zwischen (1) 
und der Entwicklung der Resolvente R(yu) von T-' in einer Umgebung von 
ps = co besteht die Beziehung 


1 1 a 
(2) R(y) = aint rm Lu 


Nun ist nach (8.3) der Kegel 8 stetiger positiver Endomorphismen normal fiir 
die Topologie beschriankter Konvergenz auf 2(#), und nach (11.1), Corollar 


2) Ist o(T) leer, so wird o,(7') = {00} gesetzt. 

*) Def. 1 und 2’ (HV, p. 121 und 128); fiir komplexes FZ Def. 6 (HV II, p. 262). Die 
strikte BZ-Eigenschaft kann durch die schwichere Voraussetzung E = K — K ersetzt 
werden. 

’) Es geniigt, 7-1 als K-kompakt und den K-Spektralradius von 7'-! als positiv an- 
zunehmen (Def. 8, HV II, p. 277). 
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d.h. 4 > R(y) ist fir « = oe singular. Es folgt, daB r = 9! und r singularer 
Punkt von 4 + R; ist, d. h. r ist im Spektrum von 7’. 

3° Ist 7-1 kompakt mit positivem Spektralradius oe, so gibt es mindestens 
einen Eigenwert von 7'-' vom Betrage 9. Da aber 7'-' positiv ist, ist nach (10.5) 
o Eigenwert von 7-' mit einem Eigenvektor z,¢ K. Wie in 2° ergibt sich 
o-'=r, und wegen 7-'(K)= Ky ist 2,¢ Ky; aus 02%—T-'2z,=0 folgt 
rz y— T x,= 0 und der Satz ist bewiesen. 

Bemerkung. Eine andere (weniger direkte) Beweismethode fiir den 2. Teil 
von (12.1) ist die folgende. Nach einem allgemeinen Satz tiber die Singularitaten 
analytischer Funktionen mit Werten in einem B-Raum ([12’’], th. 1) folgt aus 
der Normalitaét von R fiir die Normtopologie auf 2(Z), daB der Konvergenz- 
radius r von (1) singularer Punkt fir 4+ Rj, also r € o(T7') ist. Andererseits 
folgt aus (1) wegen T-!= Ry 


td 368 Ae. 
Pa—s f 74. 


wo C eine geniigend kleine, positiv orientierte Kreisperipherie um 0 ist. Mit 
f(A) = A-? ist aber dann 7'-!= {(7') im Sinne von Taytor [14], und nach dem 
spektralen Abbildungssatz ist o(7-") = f[o(7)]. Hieraus folgt unmittelbar 
r = o-! (o der Spektralradius von 7). 

Wie im Beweis von (12.1), aber unter Ausnutzung des scharferen Eigen- 
wertsatzes (10.4) anstelle von (10.5), erhalt man: 

(12.2) E set ein halbgeordneter normierter Raum mit abgeschlossenem 
positiven Kegel K, T sei eine in E*) definierte lineare Abbildung, und es gebe 
eine konvexe, 0 enthaltende relativ kompakte Teilmenge C c K sowie eine Null- 
umgebung U in E mit den Eigenschaften: 

a) Die Einschriinkung T, von T auf C besitzt eine auf Ur\K definierte, 
stetige Inverse. 

b) 7, ist in 0 stetig. 

Dann besitzt T einen positiven Eigenwert mit einem Eigenvektor in C. 

Beweis. Wie man leicht sieht, laBt sich die Inverse von 7’, eindeutig zu 
einer K-kompakten Abbildung S auf K — K fortsetzen, und die Behauptung 
folgt aus (10.4), wenn wir zeigen, daB der K-Spektralradius (Def. 8, HV I) 
von S positiv ist. Ist {z,}c K, so folgt wegen b) aus Sz, 0 die Aussage 
z,—> 0 im Sinne der gegebenen Topologie auf Z. Nach Definition der Topologie 
¢, (HV II, p. 277) gilt diese Implikation auch fiir £,. Ist zx ||z|| eine £, auf 
K — K erzeugende Norm, so gilt also |Sz| > «> 0 fiir alle z¢ K, |x| = 1. 
Dies hat nach (10.2) aber zur Folge, daB der K-Spektralradius von S positiv ist. 

Zur Erlauterung von (12.1) betrachten wir das Beispiel : 

Es sei A eine lineare Randwertaufgabe, die zu einer linearen Differential- 
gleichung (oder einem linearen Differentialsystem 1. Ordnung) mit homogenen 
Randbedingungen gehért. Wir nehmen an, daB A eine numerisch nicht- 
negative Greensche Funktion (bzw. einen Greenschen Tensor mit nicht- 

*) Das heiBt, auf einem linearen Teilraum von £, mit Werten in EZ, definierte lineare 
Abbildung. 
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negativen Komponenten) besitzt, und daB der Kegel K der nicht negativen 
Elemente des dem Problem zugrunde gelegten Funktionenraumes die in (12.1) 
geforderten Eigenschaften hat. (Dies ist z. B. stets der Fall, wenn der Grund- 
bereich kompakt und EZ einer der Raiume vom Typ a)—e) ist, HV, p. 130.) 
Dann ist entweder das endliche Spektrum von A leer, oder aber der kleinste 
Kreis um 0, der keine Punkte von a(A) in seinem Innern enthalt, schneidet die 
positiv-reelle Achse in einem Punkt r ¢ (A). Erfillt die Greensche Funktion 
(Tensor) eine Kompaktheitsbedingung, so ist r Punkteigenwert von A. Fiir 
weitere Eigenschaften von r, siehe z. B. [4’’], [13’’]. 

(12.3) E sei ein halbgeordneter B-Raum, dessen positiver Kegel K ab- 
geschlossen, normal und strikter BZ-Kegel ist. Bildet der Endomorphismus T den 
Kegel K umkehrbar eindeutig auf sich ab, so ist T stetig und a(T') in einem Ring- 
gebiet 

{A:rs |a| = RB} 
enthalten, wobei 0 < r € a(T') und R € a(T) gilt’). 

Beweis. Nach (12.1) gehért o(7’) einem KreisaéuBeren |A| > r > 0 an und 
es ist r € o(7'). Andererseits ist T nach (9.3) stetig. Bezeichnet R den Spektral- 
radius von 7’, so gilt R € o(7') nach dem Corollar zu (11.1). 

Besitzt K innere Punkte, so gibt es eine verhaltnismaSig groBe Klasse 
positiver Endomorphismen von £ mit der Eigenschaft (vgl. [17]): 

(i) Jeder Eigenvektor x¢ K von T zu einem Eigenwert A > 0 ist innerer 
Punkt von K. 

Fir (i) ist es bei stetigem, positivem 7 z. B. hinreichend, wenn es ein 
4 < o(T) gibt (A groBer als der Spektralradius von 7), so daB TR(A)x ¢ K ist 
fiir jedes x, 0+ 2 ¢ K ({13"), prop. 4; vgl. das auf (12.4) folgende Beispiel). 
Aus (12.3) erhalten wir 

(12.4) Besitzt unter den Voraussetzungen von (12.3) T die Eigenschajt (i) 
und ist r+ R, 30 kénnen r und R nicht beide ein Pol der Resolvente von T sein. 

Beweis. Ware dies fiir ein 7 doch der Fall, so seien k, bzw. k, die Ord- 
nungen der Pole r bzw. R. Es gilt dann (im Sinne beschrankter Konvergenz 
auf E) 

A,= lim (A—r)*R,, A,= lim (A— R)*R, 
ar A—R 
fir die héchsten Koeffizienten in den zu r bzw. R gehérigen Hauptteilen. 
Da R, = 0 ist (im Sinne der natiirlichen Halbordnung auf. 2(Z)) fiir A> R, 
folgt (wegen der Abgeschlossenheit von K, nach (8.1)) A, = 0. Andererseits 
ist R, < O fir 0 < A<r (vgl. (1))8), und daher ist A, < 0 oder A, 2 0, je 
nachdem ob k, gerade oder ungerade ist. Wegen der BZ-Eigenschaft von K 
verschwinden A, und A, beide nicht identisch auf K. Es gibt also Eigen 
vektoren x, (zu r) und x, (zu R), die Elemente von K und infolge von (i) innere 
Punkte von XK sind. Daher (HV, p. 133) ist x, < Az, fiir geeignetes A > 0. Aus 


*) Der Satz bleibt giiltig, wenn anstelle der strikten BZ-EKigenschaft von K nur 
E = K— K vorausgesetzt wird. 

*) Unter unseren Voraussetzungen iiber K und 7' gilt: Rj; >O=>A> R,und Ry Ss 
=0¢20s5 41 <r (vgl. [13”], prop. 2). 
































Halbgeordnete lokalkonvexe Vektorraume. III 


) rma,= T*z, und R*z,= 72, folgt nun R"*z, < AT" 2z,= Ar z,, also 

‘ (=) tS Az, (n€N). 
e Da nach (1.7) und (1.8) Z fastarchimedisch ist, folgt wegen ~ > 1 der Wider- 
ns spruch x,—= 0 und der Satz ist bewiesen. 

- Ist also 7’ eine den Voraussetzungen von (12.4) geniigende Abbildung mit 
J rationaler Resolvente, so liegt das Spektrum von T' auf einer Kreisperipherie 
' mit dem Mittelpunkt 0. Speziell gilt das 

. Corollar. Es sei E ein Hausdorf{scher topologischer Vektorraum endlicher 
Dimension, halbgeordnet mit abgeschlossenem positivem Kegel. Ist A ein Ordnungs- 
I und linearer Automorphismus von E mit (i), so liegt o(A) auf einer Kreislinie 


\Al=r>0. 
Beispiel. Wir betrachten die durch die Permutationsmatrix 


01 
id 4-(106) 
1. 010 


dargestellte Abbildung des Z* auf sich. Da die Elemente von A sowie ihre 
algebraischen Komplemente 2 0 sind, sind A und A~' fiir die natiirliche 
Ordnung des EZ* positiv. A geniigt, wie man sich leicht tiberzeugt, (i); das 
Spektrum von A sind bekanntlich die dritten Einheitswurzeln. Es sei aber 
bemerkt, daB der Geltungsbereich des obigen Corollars fiber die durch Matrizen 


er 





st mit nichtnegativen Elementen darstellbaren linearen Abbildungen hinaus- 
) reicht, weil ein n-dimensionaler halbgeordneter Vektorraum, auch wenn sein 
' positiver Kegel abgeschlossen ist, dem H* (in natiirlicher Ordnung) im all- 
i) gemeinen nicht isomorph ist. 
“ (12.5) Hs sei T' ein unbeschriinkter, dicht in K definierter positiver Operator®), 
i. und K sei ein abgeschlossener normaler BZ-Kegel. Ist —uo¢ @(T') (u4g> 0) und 
_ Mo + T positiv, dann existiert n > 0, so daB a(T) in der Halbebene {A : R(A) > 
é > — pot 7} liegt. Ist die obere Grenze aller n, fiir die diese Behauptung zutrifft, 
endlich (etwa = no), 80 ist — po + No €0(T). 
Beweis. Die Resolvente R, von T besitzt an der Stelle — uv, die Entwicklung 
"| (3) R,= Ryo— (A + pg) R2 + (A + po)? RE— + +> (Ry= R_,,). 
ts Mit Ry = —Ro, R’(u) = —R,, « = —A und p — po= € folgt aus (3) 
: R’(u) = Ry —e Ro? + e? Ry2— + --- 
und 
a (4) R’ (u) = (I—e Ro) [Ro + 2 Ro + et RS + -- +). 
us Da T dicht in K definiert und Ry = 0 ist, ist wegen wR, + TR, = I die Ab- 
ie bildung T Ro stetig und positiv, daher u,R, < J und folglich eR, < J fir alle e, 
* *) Hiermit ist gemeint, daB der Def. 9 mit in K dichtem K, geniigt werden kann. — 
Ss 


Der Satz gilt fiir beschrankte positive Operatoren, wenn auBerdem y,+ 7' den Kegel K 
auf sich abbildet. 
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0 < € S po. Daher ist fiir diese ¢ der erste Faktor in (4) positiv. Aus (4) folgt 
nun weiter 


(5) R' (u) — Ry = —e Ro? + & Ri— 8 Ryt+ —--- 

= —eR,?((J —eR) + e? Ro?(J — eR) +---) 50. 
(4) und (5) ergeben zusammen 
(6) 0< R'(u) < 


fiir die durch den Kegel 8 positiver Abbildungen in 2(Z) erzeugte Ordnungs- 
struktur, solange 0 < ¢ < po, d. h. aber solange —2 uz. < A S — py ist und A 
sich auBerdem in dem durch den Konvergenzradius von (3) bestimmten 
Intervall befindet. Da nun R nach (8.3) in 2(£) fiir die Normtopologie normal 
ist, ergibt sich aus (6) und | R’(u)| = |R,| die Beziehung | R,|| < | Ry] in einer 
linken Umgebung von — yy. Hieraus folgt durch wiederholte Anwendung des 
gleichen Verfahrens, daB sich R, von — y, aus unbeschrankt langs der negativ- 
reellen Achse fortsetzen l4Bt. Es gibt also eine Zahl 7 > 0, so daB die Punkt- 
menge {2:4 <—y+ 7} in e(7) enthalten ist. Wir zeigen, daB diese Be- 
hauptung sogar fiir die Halbebene {A:R(A) <—,9+ n} zutrifft. Sei z ein 
beliebiger Punkt in dieser Halbebene; es gibt ein u, << — 4p mit der Eigenschaft 


|z— ty! < |—Ho+ 9 — Mal - 

Wie wir gesehen haben, ist u,¢ o(7), und —R, besitzt an der Stelle yu, eine 
Entwicklung, die in bezug auf die Potenzen von (A — y,) positive Koeffizienten 
(d. h. Koeffizienten in R) besitzt. Nach der schon mehrfach in diesem Abschnitt 
benutzten SchluBweise (am kiirzesten nach [12’’], th. 1) ist der Konvergenz- 
radius dieser Entwicklung (vgl. (3)) entweder unendlich, oder der Punkt, 
in dem der Konvergenzkreis die reelle Achse rechts von yu, schneidet, ist fir R, 
singular (also in o(7')). Ware nun z singular fiir R,, so miBte es einen, fir R, 
singularen, reellen Punkt «4 <—jo+ 7 geben, was nicht zutrifft; daher ist 
z€o(T'). Da aus diesen Uberlegungen auch die Richtigkeit der zweiten Be- 
hauptung hervorgeht, ist der Beweis beendet. 

Wir betrachten ein einfaches Beispiel. Sei Z der (mit der tiblichen sup-Norm 
versehene) Vektorraum der auf [0, 1] stetigen, komplexwertigen Funktionen / 
mit {(0) = 0. Der Kegel K derjenigen Elemente von Z£, die einen auf [0, 1] 
nichtnegativen Real- und Imaginarteil besitzen, ist ein normaler BZ-Kegel 
in E (HV, p. 130 Beispiel d) und HV II, (6.5)). Es sei Z, der lineare Teilraum 
von £ der im Punkt 0 rechtsseitig differenzierbaren Funktionen f mit f’(0)=0; 
E, ist offenbar dicht in Z, und K,= £,7\K ist dicht in K. Die auf EZ, in £ 
definierte lineare Abbildung T': f > g, wo g durch 


fe 7Q O<tsl) 
g(t) = 0 (t= 0) 


definiert ist, geniigt fiir jedes ~4,>0 den Voraussetzungen von (12.5). Das 
Spektrum o(7') ist hier die Menge aller reellen Zahlen = 1. 
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III. Teil: Monotone und Ordnungsvollstindigkeit; 
quasi-innere Punkte des peslitedth Kegels 
In den folgenden Abschnitten werden der bequemeren Darstellung wegen 
alle vorkommenden Vektorraume als reell vorausgesetzt. 


13. Monotone und Ordnungsvollstindigkeit 

Ein Vektorverband (Rieszscher Raum, Abschnitt 3) L hei®Bt ordnungs- 
vollstandig, wenn jede nichtleere, majorisierte Teilmenge von L eine obere 
Grenze (supremum) besitzt. Wir fiihren noch die folgenden schwicheren 
Eigenschaften ein: Ein halbgeordneter Vektorraum heiBe monoton vollstindig 
(bzw. monoton folgenvollstindig), wenn jede majorisierte, aufsteigende trans- 
finite Folge (bzw. jede majorisierte, aufsteigende Folge) ein supremum besitzt. 

Hierbei ist eine aufsteigende transfinite Folge in L nichts anderes als eine 
nichtleere Teilmenge von L, die ein fir die Ordnungsrelation ,,<“ homo- 
morphes Bild einer Menge von Ordnungszahlen ist. Ist eine solche Folge 
{a,: « < B} (8 eine Ordnungszahl) strikt monoton (d.h. a, + a, fiir «+ a’), 
so muB natiirlich 8 < w,,, sein, wenn der betrachtete Vektorraum L die 
Machtigkeit x, hat. (w, ist, wie iblich, die zur Zahlklasse Z(x,) gehdrige An- 
fangszahl.) Wir bendtigen die beiden folgenden Hilfssatze. 

Lemma 1. Jede total geordnete Menge der Miichtigkeit x, ist mit einer wohl- 
geordneten Teilmenge vom Typ < w, konfinal. 

Fir einen Beweis siehe [3’’j, p. 129. 

Lemma 2. Ist L ein halbgeordneter Vektorraum, auf dem eine strikt positive 
Linearform") existiert, so ist jede strikt monotone, transfinite Folge in L abzihlbar. 

Beweis. Es sei {a,: « < £} eine strikt monotone, transfinite Folge in L. 
Ist f eine auf L strikt positive Linearform, so ist {f(a,)},—, eine ebensolche 
Folge reeller Zahlen vom gleichen Ordnungstyp. Da, wie man sich leicht tiber- 
legt, {f(a,)} abzéhlbar sein muB, ist die Behauptung bewiesen. 

Wir betrachten die folgende Eigenschaft (HV, p. 136) eines halbgeordneten 
Vektorraumes mit positivem Kegel K: 
(Z) AusOS yS 2, + 2, und 2,, x, € K folgt y= y, + y, mitO s y, S x, 

OS ¥_ S Zz. 

Definition 10. Hin regulér™) halbgeordneter Vektorraum L heiBe ein 
(Z)-Rauwm, wenn sein positiver Kegel die Higenschaft (Z) besitzt wnd L erzeugt. 

Beispiele. 1. Aus (7.3) ergibt sich, daB jeder reflexive lokalkonvexe Raum £, 
der halbgeordnet ist mit abgeschlossenem, normalem positivem Kegel K, 
monoton vollstandig ist. (Hierzu braucht K nicht Z oder einen dichten Teil- 
raum von £ zu erzeugen.) Da jeder endlichdimensionale topologische lineare 
Raum in seiner eindeutig bestimmten Hausdorffschen Topologie & lokal- 
konvex und reflexiv ist, gilt insbesondere: Jeder endlichdimensionale halb- 
geordnete Vektorraum mit {-abgeschlossenem (echtem) positivem Kegel ist 
monoton volistandig. (Denn ¢in solcher Kegel ist nach (1.7) notwendig normal.) 

2°) {€ L* heiBt strikt positiv, wenn f(x) > 0 ist fiir jedes z, 0 + x € K. Die Existenz 
einer solchen Linearform ist damit aquivalent, daB 0 ein L*-exponierter Punkt von X ist 


(im Sinne von Kuze [6’’)). 
") Def. 3 (HV, p. 126). 
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2. Es sei L ein beliebiger Vektorraum (iiber R), / + 0 eine Linearform auf L. 
Der echte Kegel K = {0} {z: f(z) > 0} besitzt die Eigenschaft (Z). Ist 
namlich z+ 0, x+ u + v, sowie u => 0, v = 6 (beide+ 0) undOS xrSu+v 
fiir die durch K erzeugte Ordnungsstruktur, so ist also 


0 < f(z) < f(u) + f(r) 


und es gibt ein A € [0, 1], fiir welches {(Az) < /(u) und (1 — A) f(x) < f(v) ist. 
x,= Ax und z,= (1 — A)z geniigen dann (Z). 

3. Ein Beispiel eines (Z)-Raumes mit Ordnungseinheit (HV, p. 120), der 
kein Vektorverband ist, liefert der Raum 4H aller auf dem Intervall [0, 1] 
reellwertigen analytischen Funktionen. Genauer: Es sei H die Algebra (iiber R) 
der Einschrankungen auf [0, 1) aller auf [0, 1} reellwertigen, in einem [0, 1] 
enthaltenden Gebiet D, holomorphen Funktionen f/. Wir betrachten H in 
natiirlicher Ordnung, so daB f = 0 gleichbedeutend ist mit f(t) = 0, ¢ € [0, 1]. 

a) Der zu H assoziierte halbgeordnete Vektorraum ist kein Verband. 
Hierzu seien /,g¢ K zwei Elemente von H, deren numerisches supremum 


nicht in H ist. (Beispiel:: Es seien { bzw. g die Funktionen t+ sin 5 at 


bzw. t> cos 5 xt.) Wir zeigen: Zu jeder Funktion /,¢ K mit f, > /f, /, > 9 
existiert ein /,¢ K mit /,+ f, und f/, => f, = f, f, = /, = g. Hierzu setzen wir 
si ae h—g_ a h—i 
e-G—n+h—n’ 9" Gn hw 
und 
t= e(f,—f) = o(fi—9) - 

Ist D ein [0, 1] enthaltendes, gemeinsames Holomorphiegebiet von /, g und /,, 
so sind g und o meromorph in D, kénnen also auf [0,1] héchstens endlich 
viele Pole besitzen. Dies kann aber nicht eintreten, da auBerhalb dieser még- 
lichen Pole auf [0, 1] stets 0 = o(t) = 1 und 0 < a(t) < 1 gilt. Daher sind o 
und o in K, und beide nicht identisch 0, also ist auch t + 0. Weiter gilt wegen 
a,oSlundf,=fig 

h—-t=h—-eh—Nh2ft 
und 

fi,—t=f,—o(h—g) 29. 
Daher ist {,= /,—t ein Element von K, das der Bedingung geniigt. 

b) Der zu H assoziierte halbgeordnete Vektorraum ist ein (Z)-Raum. 
Offenbar wird dieser Raum von K erzeugt (1 ist Ordnungseinheit) und ist 
regular halbgeordnet nach (1.7), da K fiir die Topologie gleichmaBiger Kon- 
vergenz auf [0, 1] abgeschlossen (sogar normal) ist. (Z): Es sei 0 Sh Sf+g 
mit f,g « K. Wir setzen 

f i... 

A= T4q" M= THe ° 
dann sind (nach der gleichen SchluBweise wie in a)) 4, wu ¢ KX, und es ist 
A+ w= 1. Man bestatigt leicht, daB h,= AA und h,= wh der Bedingung (Z) 


geniigen (z. B. ist h,= Ah = = ; 





it 
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(13.1) Jeder monoton vollstiindige Vektorverband ist ordnungsvollstindig; 
das gleiche gilt von jedem monoton folgenvollstiindigen Vektorverband, auf dem 
eine strikt positive Linearform existiert. 

Beweis. Sei B eine beliebige nichtleere, durch das Element a majorisierte 
Teilmenge von L. Es bezeichne $ das System aller Teilmengen von B, die ein 
supremum besitzen; § ist nicht leer, da jede endliche Teilmenge von B zu 9 
gehért. Nehmen wir an, die durch Inklusion auf $ definierte Ordnungsstruktur 
sei induktiv; dann existiert nach dem Satz von ZoRN ein maximales Element 
H,€ 9. Es sei 6,= supH,. Es mu8 nun H,= B sein; andernfalls gabe es ein 
b € B~ Hg, die Menge H, {6} hatte die obere Grenze sup(bo, 6) und H, wire 
nicht maximal. 

Der erste Teil des Satzes ist daher bewiesen, wenn wir zeigen, daB 9 
induktiv ist. Hierzu sei {H,},¢4 ein total geordnetes Teilsystem von 9 und a, 
die (nach Voraussetzung vorhandene) obere Grenze von H, in L (a € A). 
{a,: « € A} ist offensichtlich eine total geordnete Teilmenge von L, die majo- 
risiert ist (némlich durch a). Nach Lemma | existiert eine mit {a,} konfinale, 
wohlgeordnete Teilmenge {a, : 8 € A’ c A}. Da {a,} eine transfinite, majorisierte 
Folge in L ist, existiert a)= ra, Gg. Og ist ersichtlich die obere Grenze von 


U {H, : « € A}, so daB § induktiv ist. 

Wir betrachten noch den Fall, daB auf L eine strikt positive Linearform 
existiert. Dann kann nach Lemma 2 die im zweiten Teil des Beweises benutzte 
transfinite Folge {a,}, die wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit als strikt 
monoton annehmen kénnen, héchstens die Machtigkeit x, haben. Daher gibt 
es jetzt, wieder nach Lemma 1, eine konfinale Teilfolge {a,} von {a,}, die einen 
Ordnungstypus < w,=q hat, d.h. die entweder aus nur einem Element 
besteht oder eine gewdhnliche Folge ist. Daher ist $ auch unter der zweiten 
Voraussetzung induktiv, und der Beweis ist beendet. 

Ist Z ein halbgeordneter Vektorraum, so bezeichne [z, y] fiir beliebige 
x, y € L das Ordnungsintervall {z: z < z < y}. Zwei Elemente a, b € K heiBen 
ordnungsfremd, wenn [0, a] > [0, b] = {0} ist. Mit dieser Bezeichnungsweise gilt 

Lemma 3. Ist L ein halbgeordneter Vektorrawm mit der Eigenschaft (Z) 
und sind a, b ordnungsfremd, so ist inf(a, b) vorhanden (und = 0). 

Beweis. Wir haben zu zeigen: {x 5 a& x <= b} > x < 0. Aus z & a folgt, 
daB x dem Teilraum K — K angehért (es ist namlich z = a — (a — z)). Es gilt 
also x = x,— 2, mit 2,, x,€ K, daher folgt nach (Z): Aus z, = a+ 2, ergibt 
sich z,= u'+ u"” mitOs u’ S a,0 <5 u" Ss 2,. Weiter haben wir x, < b + 2, 
und folglich u’ <= 6+ (z,— 7%”), woraus nach (Z) folgt u’=v'+v" mit 
0sv5b,0S v0" Ss 2,— wu”. Es muB aber hier v’ = 0 sein wegen v' € (0, a] 4 
-\ (0, 6), denn es ist v’ s wu’ < a. Folglich ist u’= v’ < z,— wu’, also z= u' + 
+u" = 2, und z = 2,— 2, < 0, w.z. b. w. 

Wir kommen zum Hauptsatz dieses Abschnitts. 

(13.2) Jeder monoton vollstiindige (Z)-Raum (und jeder monoton folgen- 
vollstindige (Z)-Raum, auf dem eine strikt positive Linearform existiert) ist ein 
ordnungsvollstindiger Vektorverband. 
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Beweis. Nach (13.1) haben wir nur zu zeigen, da8 unter jeder der beiden 
angegebenen Voraussetzungen der zugrunde gelegte Raum L ein Vektor- 
verband ist. Da nach Def. 10 der positive Kegel K den Raum L erzeugt, 
geniigt es, die Existenz der unteren Grenze inf (a, b) fiir zwei beliebige Elemente 
a,b¢ K nachzuweisen (vgl. HV, p. 131). Wir nehmen zunachst an, daB L 
monoton vollsténdig ist, und werden zeigen, daB fiir gegebene a,b¢ K das 
supremum einer (i. a. transfiniten) strikt monotonen Folge (in K) = inf(a, 5) ist. 

Diese Folge definieren wir durch transfinite Induktion: Wir setzen z= 0 
und nehmen an, z, sei fiir alle Ordnungszahlen a < £ bereits definiert mit den 
Eigenschaften: {x,: a < £} ist monoton, z, < a und z, < b fiir alle a < 8, 
und z,= 2,4, nur wenn [0,a— z,]/ [0, b— x,] = {0}. Zur Definition von x, 
unterscheiden wir zwei Fille: 

1. B ist isoliert (d.h. keine Limeszahl). Es sind dann entweder a — z,_, 
und b— z,_, fremd, und wir setzen z,= z,_,; oder es gibt ein u,+ 0 mit 
*3€ (0, a— 2,_,] \[0, 6— xg_,], und wir setzen x= x3_,+ Uy. 

2. B ist eine Limeszahl. Nach Voraussetzung existiert sup{z,: a < f}, 
und wir setzen dieses Element = zz. 

Die so auf der Klasse aller Ordnungszahlen definierte Funktion mit Werten 
in K, die den drei obigen Bedingungen geniigt, kann nun nicht fir alle £ strikt 
wachsen ; ihr Wertevorrat ist nicht gréBer, als es die Machtigkeit von K zulaBt. 
Daher gibt es eine kleinste Ordnungszahl £,, fiir welche x,,= x,,,, ist; es sind 
notwendig a — z,, und b— x», fremd, und nach Lemma 3 ist x,,= inf(a, 5). 
Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. 

Zum Beweis des zweiten Teiles zeigen wir zunachst, daB die Folge {z,}, <5 
fiir alle 6 der Zahlklasse Z(x,) existiert. Angenommen, x, sei mit den obigen 
drei Eigenschaften bereits fiir alle «, a < 8 € Z(x), konstruiert. Die Definition 
von 2, ist, falls 8 isoliert ist, unverandert; ist 8 eine Limeszahl und z, < 2,4, 
fiir jedes a < f, so ist nach Lemma | die Folge {x, : « < 8} mit einer gew6hn- 
lichen (majorisierten) Folge konfinal, und nach Voraussetzung existiert 


sup 2, in K fiir jedes 8 ¢ Z(x,). Wenn nun auf L eine strikt positive Linearform 
a<B 
existiert, so muB nach Lemma 2 der Fall z,= z;,, schon fiir ein B € Z(xo) 


eintreten. Damit ist der Beweis vollstandig. 

Mit Hilfe von (13.2) erhalten wir die folgende Charakterisierung endlich- 
dimensionaler Vektorverbainde (vgl. Beispiel 1, p. 121)**): 

(13.3) Es set E ein n-dimensionaler halbgeordneter Vektorraum, dessen 
positiver Kegel E erzeugt, abgeschlossen (und echt) ist. Der Raum E ist dann und 
nur dann dem E* (in natiirlicher Ordnung ) isomorph, wenn er die Eigenschaft (Z) 
besitzt. 

Bemerkung. In Verallgemeinerung von (13.2) gilt natiirlich: Ist L ein 
monoton vollstaéndiger, halbgeordneter linearer Raum mit der Eigenschaft (Z), 
so ist der lineare Teilraum K — K ein ordnungsvollstandiger Vektorverband. 





12) Der Beweis von (13.3) e1gibt sich unmittelbar aus (13.2), dem genannten Beispiel 
und der (bekannten) Tatsache, daB jeder n-dimensionale (archimedische) Vektorverband 
dem £* in natiirlicher Ordnung isomorph ist. 
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Ein entsprechender Satz gilt im Falle der Existenz einer strikt positiven 
Linearform auf L. 

In jedem ordnungsvollstandigen Vektorverband L gilt der Zerlegungssatz 
von Rresz ((9], p. 25 th. 1): 

(R) Ist A eine beliebige nichtleere Teilmenge von L, A’ die Menge aller zu A 
disjunkten Elemente von L, so ist A’ ein Band in L; die Menge A” der zu A’ 
disjunkten Elemente ist das kleinste, A enthaltende Band in L und L ist direkte 
ordnungstrewe Summe von A’ und A”. 


Hierbei heiBen A, Bc L disjunkt, wenn inf(\a|, |b|) = 0 ist fir alle a € A, 
b € B. Ein linearer Teilraum L,c L heiSt ein Band, wenn L, mit xz auch jedes 
y, |y| S |z|, und mit jeder (in LZ) majorisierten Teilmenge X auch deren obere 
Grenze supX enthalt. Eine direkte Summe heiBt ordnungstreu, wenn die zu- 
gehérigen Projektoren positiv sind. Wenn wir uns auf den Fall der Existenz 
einer strikt positiven Linearform auf L beschranken, so ergibt sich aus unseren 
Resultaten folgende Charakterisierung der Bander: 

(13.4) Ist L ein ordnungsvollstiindiger Vektorverband, auf dem eine strikt 
positive Linearform existiert, und A eine nichtleere Teilmenge von L, so ist das 
von A erzeugte Band der kleinste lineare Teilraum A von L mit den Eigenschajten: 

a) a ¢ A bedingt (0, |al]c A. 

b) Fiir jede ind L majorisierte monotone Folge {a,}<.A gilt sup{a,} ¢ A. 

Beweis. Offenbar bedingt x ¢.A nach a) auch y ¢ A fiir jedes y, |y| < |z|. 
Wir haben nurynoch zu zeigen, daB aus X c A auch supX ¢ A folgt, wenn X in L 
majorisiert ist. Nun ist aber supX = supX’, wo X’ die Menge aller suprema 
endlicher Teilmengen von X bezeichnet. Nach a) ist aber, wenn 2,, z,¢€ A sind, 
auch |z,|¢A und |z,|¢A, daher + (|z,| + |z,|)¢A und folglich auch 
sup(x,, 2,) € A. Daher ist mit XC A auch X’C A und es ist jetzt leicht, eine 
strikt monotone, transfinite Folge {a,:«< $}cX’ (wo nach Lemma 2? 
6 €Z(x») sein muB) mit der Eigenschaft sup{a,:« < §} = supX’= supX 
zu konstruieren, und nach Lemma 1 eine dazu konfinale gewdhnliche 
Folge. 

Als Ordnungsdual eines halbgeordneten Vektorraumes L  bezeichnet 
Namioxa [19] den Raum L*+= K*— K*, wo K* den Kegel (in L*) aller 
positiven Linearformen auf L bedeutet. Da fiir die Ordnungstopologie £p 
(vgl. (4.4)) jede positive Linearform auf L stetig ist, stimmt nach (1.3) und 
(4.9) fair einen (Z)-Raum L der Ordnungsdual Z*+ mit dem topologischen Dual 
L{&o] tberein. Nach Riesz [8”’] ist fir einen (Z)-Raum ZL der Raum L* in 
seiner natirlichen Ordnung ein ordnungsvollstandiger Vektorverband. 

Ein Ordnungsideal in einem Vektorverband R ist ein linearer Teilraum Sc R 
mit der Eigenschaft, daB aus |y| < |z| und z€¢ S stets folgt y ¢ S. Jedes 
Ordnungsideal in R ist ein Unterverband von R in dem Sinne, daB fiir jedes 
Paar x, y €¢ S das sup(z, y) in S und R das gleiche ist. Es gilt nun folgender 
Satz, der fiir Vektorverbande L bereits von Namioxa bewiesen wurde ([19], 
th. 7.9): 
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(13.5) (Homomorphiesatz). Ist L ein halbgeordneter Vektorraum mit der 
Eigenschaft (Z) und G ein Ordnungsideal in L*, so ist die kanonische Abbildung 
x—> % von L in G+ ein Verbandshomomorphismus"). 
Beweis. Es sei x ¢ L ein Element, fiir das z+= sup(0, x) in L existiert. 
Nach Definition von Gt (vgl. [9], p. 36, (1)) ist, fiir festes 7.0 << f « G*, 
(2)* (7) = sup (0, 2) (f) = sup{g(z):0S 9 Sf, yg € G}. 


Wir haben zu zeigen, daB sup (0, #) (f) = f(a*) ist. Wir definieren einen Linear- 
formenkeim") ¢ auf K durch 


t(u) = sup{j(z): 0S zsu,zerzt,re= 0} (wu é K). 


Offenbar ist ¢ positiv homogen. Weiter sieht man leicht, daB t(u,+ u,) > t(u,) + 
+ t(u,) ist. Es sei nun e > 0 vorgegeben und z,¢ K so gewahit, daB z, = u,+- ug, 
2, S 7) x* fir ein gewisses r, => 0 und /(z,) > t(u,+ u,)—e ist. Infolge der 
Eigenschaft (Z) existiert eine Darstellung z,= z,+ z, mit z,¢ K, z; < u,; sowie 
2; S ro z* (¢ = 1, 2). Daher ist 
t(u,+ Ug) —e < f(z.) = f(z) + f(z) S #(uy) + (ug) 

und folglich t(u,+ ug) S t(u,) + t(u,). Also ist ¢ additiv und laBt sich (nicht 
notwendig eindeutig) zu einer auf L positiven Linearform fortsetzen, die wir 
wieder mit ¢ bezeichnen wollen. Es ist ersichtlich ¢ in der zur Definition von 
(#)* benutzten Klasse, ferner ¢(z+) = f(z+) und t(2~) = 0, letzteres wegen 
inf (z+, z~) = 0. Daher gilt ¢(2*+).= ¢(x) = f(z*) und der Satz ist bewiesen. 

Auf Grund dieses Homomorphiesatzes 14B8t sich nun jeder (Z)-Raum L in 
einen kleinsten reguliren Vektorverband (d.h. in einen kleinsten Vektor- 
verband mit regulérer Ordnungsstruktur, HV Def. 3) isomorph einbetten. Zum 
Beweis benétigen wir noch 

Lemma 4. Ist L ein ordnungsvollstindiger Vektorverband und sind A’, A” 
komplementire Binder in L, so ist L = A'+ A" topologische direkte Summe fiir 
die Ordnungstopologie £5. Insbesondere ist daher jedes Bund in L abgeschlossen 
fiir To, wenn Fp separiert ist. 

Beweis. Bezeichnet P die (auf A” verschwindende) Projektion von L 
auf A’, so ist P wegen der Ordnungstreue der Darstellung L = A’+ A” ein 
positiver Endomorphismus von L. Wie aus der Definition von fp leicht folgt, 
ist jeder positive Endomorphismus von L[f,] stetig (vgl. (4.4) und (9.1)). 
Daher ist P stetig und die Behauptung bewiesen. 

(13.6) Zu jedem (Z)-Raum L existiert ein regulirer Vektorverband Lp mit 
den Eigenschaften: . 

a) L ist zu einem (linearen) Teilraum von Lp verbandsisomorph"). 

b) Ist M ein regularer Vektorverband, der einen zu L verbandsisomorphen"*) 
Teilraum enthilt, so enthilt M auch einen zu Lp isomorphen Unterverband. 

Beweis. Da L regular halbgeordnet ist, also L+ Punkte in L trennt, enthalt 

%) Das heiBt, fir z+>z, y > y gilt sup(z, y) > sup(z, y), falls die obere Grenze 
von z und'y in L - orhanden ist. 

“) Hiermit ist.eine additive, positiv homogene Abbildung von K in R, gemeint. Jede 
solche Abbildung la8t sich zu einer auf L positiven Linearform fortsetzen. Ist L + K — K, 
80 ist ,,S“‘ in L+ keine eigentliche Ordnunggsrelation, was aber fiir uns hier ohne Belang ist. 





It 
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der Ordnungsbidual Z*++ einen zu LZ linear und nach (13.5) auch verbands- 
isomorphen Teilraum, den wir mit L identifizieren. Wir definieren Lp als den 
Durchschnitt aller Unterverbinde von Lt+, die L enthalten. Zum Beweis 
von b) sei M ein beliebiger regularer Vektorverband, der L isomorph enthalt. 
Da L*+ bzw. M* die Dualriume von L bzw. M fiir die jeweiligen Ordnungs- 
topologien sind (s. o.), ist der Dual L’ von L fiir die von M (&_] auf L induzierte 
Topologie, der dem zu L® komplementaren Band in M* isomorph ist, bis auf 
Isomorphie in L*+ enthalten. L’ ist ein Ordnungsideal in L*+, und daher ist L 
nach (13.5) in dem Raum L*+/(L’)®, wo (L’)® beziiglich des Dualsystems 
(I+, L**) zu nehmen ist, isomorph enthalten. Andererseits ist L++/(L’)® zu 
einem Unterverband des Duals von L’({,] isomorph (denn die Ordnungs- 
topologie auf L’, die mit der von M+ [{p] induzierten Topologie ibereinstimmt, 
ist feiner als die von L*+[{,} auf L’ induzierte Topologie), und letzterer ist 
nach Lemma 4 einem Band in M*+*+ isomorph. Hieraus folgt, daB es einen L 
isomorph enthaltenden Unterverband von L*+ gibt, der als Unterverband 
von M*+* angesehen werden kann. Da das letztere auch von M gilt, ist der Satz 
bewiesen. 


Der naheliegende Gedanke, in analoger Weise jeden (Z)-Raum in einen 
kleinsten ordnungsvollstandigen Vektorverband isomorph einzubetten, ist 
nicht in befriedigender Weise durchfihrbar. Man kann zwar fiir einen (Z)- 
Raum L als ,,ordnungsvollstandige Hille“ von Z den kleinsten, LZ enthaltenden, 
ordnungsvollstandigen Unterverband von L*+ definieren, aber bei dieser 
Komplettierung ist selbst ein regularer, ordnungsvollistandiger Vektorverband 
i. a. nicht mit seiner ,,ordnungsvollstandigen Hille“ identisch. Dies liegt daran, 
daB eine aufsteigend gerichtete (nach (13.5) notwendig unendliche), in L 
majorisierte Teilmenge (von Z) in Z und in L*+* verschiedene suprema haben 
kann. Als Beispiel betrachten wir /,, in natiirlicher Ordnung. Die monotone 


Folge {2,}ncw, WO 2, die Koordinaten z,,,,= inf (1, *) (m = 1,2,...) hat, 


besitzt in l,, das supremum z = (1, 1, . . .). x kann aber nicht die obere Grenze 
dieser Folge in 1+ sein, denn in diesem Fall miBte /(x) = sup/(z,) gelten fiir 
n 


jede positive Linearform / auf /,,. Da jede positive Linearform auf l,, stetig ist 
(fiir die tibliche Normtopologie, die mit €, identisch ist), miBte nach (7.2) 
X, > x auch fiir die Normtopologie gelten, denn der positive Kegel ist fitr diese 
Topologie normal. Es ist aber | z,— z| = 1 fir alle n, so da8 in 1+ sup{z,} + 
ist. Nebenbei ergibt sich, daB l,, kein Band in seiném Ordnungsbidual ist. 
Ganz analoge Verhiltnisse herrschen im B-Raum beschrankter reeller Funk- 
tionen auf [0, 1]. 


(Z)-Raume L, fiir die die kanonische Einbettung in L** ein Isomorphismus 
beziiglich der suprema beliebiger Teilmengen von L ist, werden wir im nachsten 
Abschnitt betrachten. Sie sind dadurch ausgezeichnet, daB in ihnen die oberen 
Grenzen (soweit sie vorhanden sind) majorisierter Teilmengen minimal sind 
(namlich die kleinsten méglichen hinsichtlich der Werte positiver Linearformen 
auf L). 
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14. Ordnungsvollstindigkeit und Topologie 


Wie das vorangehende Beispiel zeigt, braucht selbst fiir einen regularen 
ordnungsvollstandigen Vektorverband L die kanonische Einbettung in seinen 
Ordnungsbidual L++ kein Isomorphismus in den ordnungsvollstandigen Ver- 
band L++ zu sein. Wir verabreden daher die 

Definition 11. Hin (Z)-Raum L heiBt von minimalem Typus (kurz: 
minimal), wenn die kanonische Einbettung von L in L** ein Isomorphismus 
von L in den beschriinkt ordnungsvollstindigen Verband L** ist. 

Das bedeutet also: Ist X eine majorisierte Teilmenge von L und supX in L 
vorhanden, so ist g(supX) = supg(X), wo supgy(X) in L*+ zu nehmen ist 
und ¢ die kanonische Einbettung bezeichnet. 

Ein Filter § in einem ordnungsvolistandigen Vektorverband heiBt ordnungs- 
konvergent, wenn § eine ordnungsbeschrankte Teilmenge X (also auch ein 
nichtleeres Ordnungsintervall [z, y]) enthalt und wenn 


sup (inf X) = *  (eupX) 
XeR 
ist, wo X eine beliebige aR Menge in § bezeichnet. Der 
gemeinsame Wert der beiden Ausdriicke heiBt der Ordnungslimes von 5 ((9], 
p. 28, ex. 9). 
(14.1) L sei ein reguldrer ordnungsvollstindiger Vektorverband"*). Folgende 
Aussagen sind dquivalent: 
1. L ist von minimalem Typus. 
2. Der Filter der Enden jeder nichtleeren, aujsteigend gerichteten majorisierten 
Teilmenge von L konvergiert fiir die Ordnungstopologie Fp. 
3. Ip ist die feinste lokalkonvexe Topologie auf L, fiir die jeder ordnungs- 
konvergente Filter konvergiert. 
4. Jeder ordnungskonvergente Filter in L konvergiert fiir Zo. 
Beweis. 1. + 2. Es sei X +9 eine aufsteigend gerichtete, majorisierte 
.Teilmenge von L und z= sup X. Da L minimal ist, gilt z»= sup X auch in L**, 
d. h. aber fiir jede positive Linearform f ¢ K* gilt (K der positive Kegel in L) 


(*) f(x) = sup{f (x): 2 € X} 


nach Definition des supremums in L*+ (vgl. [9], p. 36). Die Relation (*) be- 
deutet aber nichts anderes, als daB der Filter der Enden von X fiir die Topologie 
a(L, L*+) gegen 2, konvergiert (denn es ist L+= K*— K* nach Definition 
von L*). Nun ist aber nach (1.3), (4.6) und (4.9) Z+ der topologische Dual 
von L fiir £p, daher o(L, L+) die zu Tp assoziierte schwache Topologie. Aus (4.9) 
und (7.2) folgt jetzt, daB der Filter der Enden von X fiir £9 konvergiert. 
2.3. Ist § ein gegen xz, ordnungskonvergenter Filter auf L und X ein 
beliebiges ordnungsbeschranktes Element von §, so ist. die Menge 
Y = {inf X : X € §} aufsteigend gerichtet und majorisiert. Entsprechend ist 
Z = {supX : X € F} absteigend gerichtet und minorisiert. Nach Voraus- 


) Setat 1 man die Ordnungsstruktur von Z nicht als regular voraus, so ist £, nicht 
separiert und unter Umstanden die triviale Topologie. 
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setzung konvergieren die Filter der Enden von Y bzw. Z beide fir £5, und 
zwar nach (7.1) wegen der £,-Abgeschlossenheit"*) von K in L gegen sup Y = z, 
bzw. infZ = x. Es sei U eine £,-Umgebung von zp, die mit jedem Paar 
2,, ,€ U auch das Ordnungsintervall [z,, z,] enthalt. (Da nach (4.9) K fiir £, 
in L normal ist, existiert eine £5-Nullumgebungsbasis in L mit dieser Eigen- 
schaft. Vgl. die Erginzungen, Nr. 1.) Wegen der £,-Konvergenz der Filter der 
Enden von Y und Z gegen z, gibt es Elemente y € Y ~\ U undz € ZU. Dann 
gilt [y,z]C U und nach Definition von Y und Z ist [y, z] € §. Da U ein be- 
liebiges Element einer Umgebungsbasis von z, ist, konvergiert § fiir Tp 
gegen Zo. 

Wir haben noch zu zeigen, daB £, die feinste lokalkonvexe Topologie auf L ist, 
fiir die jeder ordnungskonvergente Filter konvergiert. Essei£ eine Topologiedieser 


Klasse auf Z, und L, der von y,¢ K erzeugte Teilraum U ” [—¥Yo Yo} von L 
a= 


{vgl. den Beweis von (4.4)]. Der Filter § in L, der die Basis {n~"[— yo, y.]:n € N} 
besitzt, ist ordnungskonvergent gegen 0, denn L ist wegen der £-Abgeschlos- 
senheit von K"*) archimedisch geordnet. Da die Spur von &§ auf L, nichts 
anderes ist als der Umgebungsfilter von 0 fiir die in (4.1) definierte, durch die 
Ordnungseinheit y, in L, erzeugte Normtopologie £(y,), ist die kanonische 
Einbettung von L,[((y,)] in L[f&] stetig. Daher ist nach Definition von Ty 
diese Topologie feiner als £, w. z. b. w. 

3.+ 4. Offenbar. 

4.+1. Es sei X eine beliebige, aufsteigend gerichtete majorisierte Teil- 
menge + 98 von L und z= supX. Offenbar ist der Filter der Enden von X 
ordnungskonvergent gegen 2). Nach Voraussetzung konvergiert dieser Filter 
fiir £5, und zwar nach (7.1) ebenfalls gegen z,. Nach (4.6) ist aber jede positive 
Linearform auf L stetig fiir £, daher gilt 


f (xo) = sup{f(z): x € X} 


fiir jedes f ¢ K*. Hieraus folgt wegen der Definition oberer Grenzen in L*+* 
ohne weiteres, daB L von minimalem Typus ist. Q. E. D. 

(14.2) Es sei E ein (Z)-Raum, versehen mit einer lokalkonvexen Topologie, 
fiir die E halbreflexiv und K abgeschlossen und normal ist. Dann ist E ein ord- 
nungsvollstiindiger Vektorverband; ist iiberdies jede positive Linearform auf E 
stetig, so ist E minimal, r(E£, EB’) = So und E fiir Fo reflexiv. 

Beweis. Nach (7.3) ist Z monoton vollstandig und daher nach (13.2) ein 
ordnungsvollstandiger Vektorverband. Es sei £ die Topologie von Z. Ist nun 
jede positive Linearform auf E stetig fiir £, so hat HZ (da K fiir { nach Vor- 
aussetzung und fiir €, nach (4.9) normal ist] fiir © und fiir fp denselben 
Dualraum £+*, und weil nach (4.4) £, feiner ist als £, liegt F zwischen fp und 
o(E, E+). Da E[Z_g) bornologisch ist, gilt notwendig T= 1t(#, Z*). Als halb- 
reflexiver Raum ist Z fiir t(Z, Z*) quasivollstaindig, und da jeder quasi- 
vollstandige bornologische Raum tonneliert ist (vgl. [8], p. 21, lemme 1), ist Z 


7 *) Wegen der Stetigkeit von x — |x} fiir £, (vgl. Erginzungen, Nr. 3) ist K als volles 
Urbild von {0} beziiglich der Abbildung z > z — |z| abgeschlossen. 
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fiir {, tonneliert und folglich reflexiv. 

Wir haben noch zu zeigen, daB £ von minimalem Typus ist. Nach (7.3) 
konvergiert aber der Filter der Enden jeder nichtleeren, aufsteigend gerichteten 
und majorisierten Menge fiir £,, so daB nach 2. von (14.1) EZ minimal ist. 

Corollar. Jeder fiir die Ordnungstopologie reflexive (Z)-Raum ist ein 
ordnungsvollstindiger Vektorverband von minimalem Typus. 

Aus dem Corollar erhalt man eine groBe Anzahl von Beispielen minimaler, 
ordnungsvollstandiger Vektorverbinde. Die Reflexivitét von EF fiir £, ist 
natiirlich keine notwendige Bedingung dafiir, daB Z minimal sei. Ein Beispiel 
hierzu liefert der Raum 1,, auf dem die Normtopologie mit Ty iibereinstimmt, 
und der als Verband minimal ist. 

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, welche Folgerungen sich aus Voll- 
standigkeitseigenschaften im ordnungstheoretischen Sinne fiir die topologische 
Volistandigkeit (beziiglich geeigneter Topologien) ergeben; hierbei ist nicht zu 
erwarten, daB man iiber Quasivollstandigkeit wesentlich hinauskommt, da jede 
ordnungsbeschrankte Teilmenge eines halbgeordneten Vektorraumes nach dem 
2. Corollar von (1.1) auch topologisch beschrankt ist fiir jede lokalkonvexe 
Topologie, fiir die der positive Kegel normal ist (und allgemeiner fiir jede 
Topologie, die gréber’’) ist als fy). Der erste allgemeine Satz in dieser Richtung 
wurde von Amemrtya, der friihere Resultate von KanTorovicH und Nakano 
von unnotigen Zusatzvoraussetzungen befreite, fiir normierte Vektorverbande"*) 
bewiesen [2’]. Da sich auf diesen Satz weitere Vollstandigkeitsaussagen auf- 
bauen lassen, beweisen wir ihn hier nochmals, und zwar in allgemeinerer 
Gestalt. 

(14.3) Es sei E ein halbgeordneter normierter Raum, dessen Normtopologie 
gréber als Eo) und dessen positiver Kegel strikter BZ-Kegel ist. Besitzt jede 
monotone, normbeschrinkte Folge in E ein supremum, so ist E ein Banachraum. 

Beweis. Wir zeigen zunachst: Es gibt eine Zahl 0 < 9 < 1, so da fiir jede 
monotone Folge {z,}c K mit z = sup{z,} gilt: 


sup{|z,| :»¢€N} = ez . 
Ware dies nimlich nicht der Fall, so gabe es eine Doppelfolge {z,,,,,} in A mit 
den Eigenschaften : {z,,,,,: n € N}ist monoton fiir jedes m, x,,= sup{2m,,:7 € N}, 
sup{|z,n| : % € N} < 2-™ und |jz,,|| > m (m € N). Setzt man nun 


Y¥n= X,m+ Ze,m+ ae Zn,m , 


so ist {y,,} monoton und |\y,,|| < 1 fiir alle m. Daher existiert y — sup{y,,} und 
es ist y > z,, fiir jedes m; dies widerspricht aber, da {z,,} nicht normbeschrankt 
ist, der Voraussetzung, daB die Normtopologie gréber szi als €, (denn fir T, 
ist jedes Ordnungsintervall beschrinkt). — Hieraus folgt nun, daB jede 
monotone Cauchyfolge {u,} konvergiert; es existiert namlich nach Voraus- 


17) Gleichheit ist zugelassen. 

18) Ein normierter Vektorverband ist in unserer Terminologie ein Vektorverband und 
ein normierter Raum, in dem der positive Kegel normal und die Abbildung z — |z| stetig 
ist. K ist dann automatisch auch ein strikter BZ-Kegel, vgl. die Erganzungen, Nr. 2. 

*) Dies ist nach (4.4) stets der Fall, wenn K normal ist fiir die gegebene Topologie. 
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setzung u = sup{u,} ({u,} als aufsteigend vorausgesetzt). Nach dem soeben 
Bewiesenen ist aber 


sup{|u,— u,,| : > m} > eju— u,,| 


fiir jedes m, und daher u,, + u. — Ist schlieBlich eine beliebige Cauchyfolge in Z 
gegeben, so gibt es eine Teilfolge, die sich (ganz nach dem Muster des Voll- 
standigkeitsbeweises in HV II, p. 277) wegen der strikten BZ-Eigenschaft 
von K als Differenz zweier monotoner Cauchyfolgen darstellen 148t und daher 
konvergiert. Damit ist der Satz bewiesen. 

(14.4) Jeder monoton vollstiindige, fastarchimedisch halbgeordnete Vektor- 
raum mit Ordnungseinheit ist vollstindig fiir die Ordnungstopologie. 

Beweis. Nach Definition der Ordnungstopologie &, [vgl. (4.1) und (4.4), 
Corollar] auf L ist K ein strikter BZ-Kegel, da K fir £, innere Punkte besitzt, 
und jede {,-beschrinkte Teilmenge von LZ ist majorisiert. Daher folgt die 
Behauptung unmittelbar aus (14.3)*°). 

Mit Hilfe von (14.4) erhalten wir nun die folgende Verallgemeinerung von 
(14.3). 

(14.5) Es set E ein halbgeordneter Vektorraum, versehen mit einer lokal- 
konvexen Topologie, die grober als Fo ist, und fiir die E metrisierbar und K 
strikter BZ-Kegel ist. Besitzt jede monotone, (topologisch) beschriinkte Folge in E 
ein supremum, so ist E vollstindig. 

Beweis. Wir denken uns die Topologie von Z durch eine aufsteigende 
Folge von Halbnormen {p,} erzeugt. Ist eine beliebige Cauchyfolge in E gegeben, 
so gibt es eine Teilfolge {z,} mit der Eigenschaft 


Pu (@e+1— 2%) S 2-** (KEN). 
Wir setzen w,= 2*(z,,,— z,); dann ist die Folge {2*w,} beschrankt. [Es ist 
namlich 

Px,(2* wy) S p,(2*w,) <= 1 

fir k= ky, da die p, als aufsteigend vorausgesetzt wurden.] Wegen der 
strikten BZ-Eigenschaft von K gibt es daher zwei Folgen {u,}, {v,} C K, so daB 
W, = U,— v, ist (k € N) und die Folgen {2*u,}, {2*v,} beschrankt sind. Daher 
sind auch die Summen J’ {u,:1 <1 < k} und J {v,:1 5 1 < kb} (REN) be- 
schrankt, also nach Voraussetzung majorisiert: 


k 
aSusr, 3458 (r,8 © K;kEN). 


k 
Daner sind die Folgen 2" :kcN und J s- vi: kEN jin dem linearen Teil- 
1 


raum L= U n[—r—s,r_ s] von E enthalten und fiir die Normtopologie 


n=1 
auf L, deren Einheitskugel |— r+ — 8, r + 8] ist [vgl. (4.1)] und die die Ordnungs- 





2°) Kin direkter Beweis wurde Verf. von Herrn I. Namioka mitgeteilt. 


Math. Ann. 141 10 
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topologie fp auf L ist, beschrinkt. Nach (14.4) ist L[&_] vollstandig. Anderer- 
seits sind die Folgen 
k k 


1 1 , 
a=. gM "%= 2 oO” (k € N) 
i=1 i=1 
Cauchyfolgen in L[{]}, denn es gilt fiir {x,} 
— 1 1 ¢ 1 
05 %in—%= 2 oS gid et S i’ (k, p €N) 
k+1 I 


und Entsprechendes gilt fiir {y,}. Es konvergiert also {x,} in L[{p] gegen ein 
xz € Kr\L, und entsprechend hat man y, > y. Nun ist die von der Ordnungs- 
topologie von Z auf dem Teilraum L induzierte Topologie gréber als die 
Ordnungstopologie von L, und daher ist auch die von der gegebenen Topologie 
auf L induzierte Topologie gréber als die Ordnungstopologie von L. Daher 
gelten die Relationen z, > z und y, — y auch fiir die auf Z gegebene Topologie ; 
da 2,4;= %+ %— y, ist (k € N), konvergiert {z,} in Z, w. z. b. w. 

Da in einem Vektorverband der positive Kegel stets strikter BZ-Kegel fiir £5 
ist [vgl. Erganzungen, (2.b)], ergibt sich noch das 

Corollar. Ist L ein fiir die Ordnungstopologié metrisierbarer Vektorverband, 
in dem jede &o-beschriinkte monotone Folge ein supremum besitzt, so ist L[Zo) 
topologrsch vollstandig. 

Wir schlieBen diesen Abschnitt mit der folgenden Bemerkung: Ist L ein 
fir die Ordnungstopologie reflexiver, halbgeordneter Vektorraum und £(L’, L) 
die Ordnungstopologie auf dem halbgeordneten Raum L’, so ist L[Zo] als 
starker Dual eines bornologischen Raumes topologisch vollstandig. 


15. Quasi-innere Punkte des positiven Kegels 

Bei der Untersuchung von Spektraleigenschaften positiver Operatozen ist, 
wie z. B. [17] zeigt, das Vorhandensein innerer Punkte des positiven Kegels K 
in dem zugrunde gelegten topologischen Vektorraum ein sehr nitzlicher Um- 
stand. Andererseits sind positive Kegel mit inneren Punkten in den An- 
wendungen selten, wie schon die Beispiele in HV, p. 130, zeigen; normale Kegel 
mit inneren Punkten gibt es nach (7.6) iiberhaupt nur in normierbaren Raumen. 
Man kann jedoch eine Reihe von Spektraleigenschaften positiver linearer 
Abbildungen auf einen Begriff griinden [13’], der wesentlich schwacher ais 
der des inneren Punktes ist, und den wir wie folgt definieren : 

Definition 12. In einem halbgeordneten topologischen Vektorraum E 
heiBt x ein quasi-innerer Punkt des positiven Kegels K, wenn das Ordnungs- 
intervall [0, x] in E total ist. 

Offenbar ist jeder innere Punkt von K (allgemeiner: jeder Punkt, beziiglich 
dessen K in £ radial ist) ein quasi-innerer Punkt (q.i. Punkt) von K, und jeder 
q.i. Punkt von K ist, falls Z + {0} ist, ein von Null verschiedenes Element 
von K. 

Nach V.L. KLEE heiBt ein Punkt x ¢ B, B eine konvexe Teilmenge eines 
topologischen Vektorraumes, nicht unterstiitzter Punkt (non-support point) 
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von B*'), wenn jede, B in x unterstiitzende, abgeschlossene Hyperebene die 
Menge B enthalt. Es ist klar, daB jeder q.i. Punkt von XK nicht unterstiitzter 
Punkt von K ist; die Umkehrung hiervon ist, auch in lokalkonvexen Raumen, 
im allgemeinen unrichtig. 

Ist E ein Vektorverband (Rieszscher Raum, Abschnitt 3), so hei®t nach 
FREUDENTHAL [2’’] ein Punkt x ¢ K schwache Ordnungseinheit (O.E.) von £Z, 
wenn inf(z, |y|) + 0 ist fiir alle 0+ y ¢ Z. Ist H auBerdem ein lokalkonvexer 
Raum, fiir dessen Topologie K norma! und die Abbildung z > |z| stetig sind, 
so ist jeder q.i. Punkt von K schwache O.E. von E; die Umkehrung hiervon 
ist im allgemeinen unrichtig. 

Besitzt K innere Punkte in £, so fallen die Begriffe innerer Punkt, q.i. Punkt, 
Ordnungseinheit (HV, p. 120) und schwache O.E.”*) natiirlich zusammen; dies 
ist insbesondere der Fall, wenn £ endlichdimensional ist und von K (iiber R) 
erzeugt wird. Allgemein ist in der folgenden Reihe der jeweils nachfolgende 
Begriff der schwachere: O.E. = > q.i. Punkt = > n.u. Punkt = > schwache O.E. 
(letzteres, wenn E ein ordnungsvollstandiger Verband ist, s. (15.6)). 

Beispiele. 1. In den Folgenraéumen (c,) und /?, 1 < p< ~, sind die q.i. 
Punkte von X (fiir die natiirliche Ordnung, HV p. 130) genau die Folgen mit 
positiven Gliedern; in den Funktionenréumen L?, 1 s p< o, sind es die 
Funktionenklassen, die einen héchstens auf einer Nullmenge verschwindenden, 
nichtnegativen Reprisentanten besitzen. Ist C, der B-Raum auf [0, 1] stetiger, 
in 0 verschwindender reeller Funktionen, so ist jedes nur in 0 verschwindende, 
nichtnegative Element q.i. Punkt von KX. Im B-Raum /,, der beschrankten 
Folgen reeller Zahlen ist ein z = (x,) mit 2, > 0 (n € N) i. a. nicht q.i. Punkt 
von K; dies ist dann und nur dann der Fall, wenn inf z,, > 0 ist (und dann ist x 
innerer Punkt von KX). Ganz Entsprechendes gilt im B-Raum beschrankter 
reeller Funktionen auf [0, 1]. 

2. Es sei E das (algebraische und topologische) Produkt abzaihlbar vieler 
Exemplare von 1,,. Ist Z halbgeordnet mit positivem Kegel K = [7 K, (K,, der 
positive Kegel in l,,, n € N), so ist jedes x = (z,), x, € R,, (n€N), q.i. Punkt 
von K (und nur diese); tatsaichlich enthalt die lineare Hiille von [0, x] fiir ein 
solches x die algebraische direkte Summe der /,,, und letztere ist dicht in Z. 

3. Es sei E der Raum aller endlichen reellen Funktionen auf [0,1], ver- 
sehen mit der Produkttopologie (x-vieler Exemplare von R) und in natiirlicher 
Ordnung. Die q.i. Punkte von K (es ist K = @) sind die Elemente f ¢ Z mit 
inf {f(t) : t ¢ [0, 1]} > 0. In der Tat enthalt die lineare Hille von (0, /] fir ein 
solches f alle auf [0, 1] stetigen, stiickweise linearen reellen Funktionen, und 
die Menge L der letzteren ist offenbar dicht in Z. (Aus dieser Bemerkung folgt 
in einfacher Weise, daB E separabel ist: Ist namlich L, die Menge aller stetigen, 


») Urspriinglich [5’”] hieB xz ¢ Bn. u., wenn 2 keiner B unterstiitzenden abgeschlos- 
senen Hyperebene angehort. Allgemeiner [6”] hei®t fiir einen linearen Teilraum F C E* 
x¢ 4 cin F-n.u. Punkt von B, wenn die in der obigen Definition zugelassenen Hyper- 
ebencn (EB, F)-abgeschlossen sind. Analog kann man fiir einen halbgeordneten linearen 
Raum den Begriff F-q.-i. Punkt bilden. 

*2) Falls EZ lokalkonvex und ein Verband mit normalem positivem Kegel ist. 

10* 
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stiickweise linearen Funktionen in £, die ihre Knickstellen nur in rationalen 
Punkten von [0, 1] haben und an diesen Stellen und 0, 1 nur rationale Werte 
annehmen, so ist offenbar L, dicht in L, wihrend andererseits L, abzahlbar ist.) 

4. Die Menge der q.i. Punkte von XK kann leer sein, selbst wenn £ ein 
volistandiger, tonnelierter Raum und XK ein normaler, strikter BZ-Kegel ist. 
Ein Beispiel hierfir ist der Raum  (vgl. [14]), lokalkonvexe direkte Summe 
abzahlbar vieler Exemplare von R. 

Es sei nun £ ein halbgeordneter, lokalkonvexer Raum. Ist die Menge K, 
der q.i. Punkte von KX nicht leer, so bildet K, einen stumpfen (d. h. seinen 
Scheitel 0 nicht enthaltenden) Teilkegel von K, der K erschépft (Def. 5, Ab- 
schnitt 4); denn ist 2 ¢ K und x € K,, so ist z+ x € K,. 

(15.1) K, ist entweder leer oder dicht in K. 

Beweis. Offenbar ist x ¢ K, héchstens dann, wenn (2, zx’) > 0 ist fir jedes 
x’ € K’, x’ + 0. Es sei nun 2’ ¢€ £’ und (2, x’) = 0 fiir alle z € K,. Ware x’ ¢ K’, 
so gabe es ein z,¢ K, fiir welches (zo, x’) < 0 gilte. Ist x ¢ K,, so gibt es ein 
A>UDmit der Eigenschaft 

(A % + 2,2’) <0; 
dies widerspricht-aber der Voraussetzung, da8 x’ auf K, nicht negativ sein soll, 
denn 2,¢€ K und x¢ K, bedingen nach der obigen Bemerkung x,+ z ¢€ K,. 
Daher ist K°= K® und nach dem Bipolarensatz ist K, (wenn es nicht leer ist) 
dicht in K. 

(15.2) Sei E ein separabler, metrisierbarer lokalkonvexer Raum, K ein voll- 
stiindiger und totaler Kegel in E. Dann ist K, nicht leer; ist E auBerdem nor- 
mierbar, so besitzt K’ einen q.i. Punkt fiir o(E£’, £)**). 

Beweis. Sei {p,} eine aufsteigende, die Topologie von EZ erzeugende Folge 
von Halbnormen und {z,} eine in K dichte Folge (K ist infolge der Voraus- 
setzungen tiber Z separabel). Da K vollstandig ist, konnen wir das Element 

~Fs ie 
t= 2) Dalz) 


bilden. Da U n[—2p, %q] die simtlichen Elemente Lm— X,, (m,n € N) enthalt, 


ist diese Vereinigung (die mit der linearen Hiille von [0, x.) identisch ist) 
dicht in K — K, folglich in Z. Daher ist x, ¢ K,. Ist Z normierbar, so ist K’ ~\ 8 
(S die Einheitskugel in Z’) ein fiir o(Z’, 2) separabler Raum und man beweist 
die Existenz eines q.i. Punktes von K’ fiir o(Z’, Z) durch eine analoge Uber- 
legung. [Aus der Echtheit von K folgt nach routinemaBigen Schliissen, dab 
K’ in E’ fir o(Z’, EZ) total ist.] 

Weiter gilt 

1 

(15.3) Ist EB lokalkonvex und j (1) K beschriinkt fiir ein f ¢ E’, so ist f 
qt. Punkt von K’ fiir B(E', E) \und a fortiori fir o(£’, £)). Ist auBerdem K 
BZ-Kegel und E normierbar, so ist f innerer Punkt von K’' fiir B(E’, E) und 
B(E’, B) die Ordnungstopologie auf E’. 

Beweis. Di. Voraussetzung zieht nach sich, daB { ¢ K’ und daB K normal 


. %) Fiir die zweite Behauptung ist K als echt vorauszusetzen. 





—_—_—— 
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ist in E£ [s. Erganzungen, (1.b)]. Daher ist nach (1.3) Z’= K’— K". Ist nun 


-1 
g € K’,C =f (1) K und supg(C) = «, so ist g < af fir die Ordnungsstruktur 
auf E’, deren positiver Kegel K’ ist. Daher ist f (starke) O.E. in 2’ und folglich 
q.i. Punkt von K’. Ist auBerdem K BZ-Kegel in EZ, so ist nach (2.2) K’ normal 
fir 8(E’, Z), und die Normierbarkeit von HZ bedingt, daB ZH’ fir die starke 
Topologie ein vollstandiger normierbarer Raum mit abgeschlossenem K’ ist. 
Nach (4.2) (wo der positive Kegel als abgeschlossen vorauszusetzen ist, vgl. Er- © 
ganzungen Nr. 4) ist daher #(Z’, Z) die Ordnungstopologie auf Z’ (fiir die 
Ordnungsstruktur, deren positiver Kegel X’ ist) und / innerer Punkt von K’. 

Der folgende Satz beleuchtet die Beziehung zwischen den schwachen 0.E. 
von £ und den q.i. Punkten des positiven Kegels, wenn EZ ein Vektorverband 
und ein (Hausdorffscher) topologischer linearer Raum ist. 

(15.4) E[&] set ein Vektorverband und ein topologischer Vektorraum. 

a) Ist x —> |x| stetig, so ist jeder q.i. Punkt von K schwache O.E. von E. 

b) Ist E reguldr, ein Ordnungsideal in E++ und & grdber als Tp, 80 ist jede 
schwache O.E. ein q.i. Punkt von K. 

Beweis. a) Es sei x, ¢ K, und inf (zo, |y|) = 0. Dann ist y zu dem Ordnungs- 
intervall (0, z)] und wegen der Stetigkeit von x — |z| auch zu allen Elementen 
der abgeschlossenen linearen Hille Z, dieses Intervalls im verbandstheoretischen 
Sinn disjunkt. Nach Definition 12 ist Z,= #, daher y = 0 und z, ist schwache 
O.E. von £. 

b) Sei y, eine schwache O.E. von Z. Das von {y,} im Raum £+* (in den 
wir E isomorph eingebettet denken) erzeugte Band £ enthalt offenbar Z. 
Bezeichnen wir mit HZ, die lineare Hiille von [0, y,] in Z**, so ist Z, dicht in 
E(&p). Denn der positive Kegel K in 2£, der # erzeugt, besteht nach [9], p. 25, 
prop. 5 aus den oberen Grenzen sup aller gerichteten, in Z*+*+ majorisierten 
Teilmengen von K++, deren Elemente von y, im Sinne der Def. 5 (Abschnitt 4) 
umfaBt werden, und die also Teilmengen von EZ, sind. Der Filter der Enden 
von M konvergiert aber fiir o(2, E+), so daB E, o-dicht in & ist. Andererseits 
ist E,c EZ, wenn E ein Ordnungsideal in ++ ist, und folglich ist Z, dicht in 
E[&p). 

Ist nun & gréber als €p und E, die f-abgeschlossene Hiille von E,, so ist 
E,= E, y.¢ K, und der Satz ist bewiesen. 

(15.5) Es sei E ein Vektorverband und ein separabler F-Raum, in dem die 
Abbildung x > |x| stetig ist. Dann ist der Kegel der schwachenO.E. von E dicht in K. 

Beweis. Da £ ein Vektorverband ist, gilt Z = K—K und daher ist K 
total in Z; K ist abgeschlossen und folglich vollstandig. Die Behauptung folgt 
jetzt aus (15.4) mit Hilfe von (15.1) und (15.2). 

Dieser Satz ist eine wesentliche Verallgemeinerung eines Satzes von FREv- 
DENTHAL [2’’], nach dem in jedem separablen Banachraum, der ein Vektor- 
verband mit normalem positivem Kegel und stetigem z -> |z| ist, eine schwache 
Ordnungseinheit existiert. 

Wir wenden uns jetzt dem Zusammenhang zwischen q Punkten und nicht 
unterstiitzten (n.u.) Punkten eines Kegels K zu. Wie oben bemerkt wurde, 
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ist in jedem topologischen Vektorraum jeder q.i. Punkt von K n.u. Punkt 
von K. Die Umkehrung hiervon ist keineswegs richtig. Hierzu verdankt der 
Verfasser Herrn V. L. KLze die Kenntnis des folgenden Sachverhaltes : 

Es sei F ein separabler Banachraum, E eine abgeschlossene, nicht homogene 
Hyperebene in F. Es sei die Menge aller nichtleeren, konvexen kompakten 
Teilmengen von E; versehen mit der bekannten Hausdorffschen Metrik ist 
ein vollstandiger metrischer Raum. (Eine Teilmenge von /, die in S von 
2. Kategorie ist, bezeichnen wir als aus fast allen Elementen von SY bestehend.) 
Ist die affine Hille eines S ¢ / dich in EZ, so ist der von S in F aufgespannte 
Kegel K, (mit dem Scheitel 0) total und normal [vgl. Erganzungen, (1.b)] in F. 
Unter diesen Voraussetzungen gilt: 

(K) Fiir fast alle S ¢ S ist Kg total in F und enthilt n. u. Punkte, die nicht 
q.i. sind. 

Die Identitaét von n. u. Punkten und q.i. Punkten eines Kegels K wird also 
nur unter sehr restriktiven Bedingungen herzustellen sein. Wir stellen zunachst 
den folgenden Zusammenhang her: 

(15.6) In jedem reguliren, ordnungsvollstiindigen Vektcorverband L ist jeder 
L*-n. u. Punkt des positiven Kegels schwache O.E.; ist L minimal, so gilt auch 
die Umkehrung. 

Beweis. Ist 2,¢ K ein L*-n.u. Punkt von K, so muB 2, schwache O.E. 
sein; andernfalls ware das von {29} erzeugte Band A’ + L, und L wire direkte 
ordnungstreue Summe von A’ und A” [vgl. (R), Abschnitt 13], wo A’’ + {0} 
das Band aller zu A’ disjunkten Elemente von L ist. Da A” als (nach Ab- 
schnitt 13, Lemma 4 fiir €g sogar abgeschlossener) Teilraum von L selbst 
regular ist, gabe es eine auf A’’ positive Linearform /, + 0. Es gabe daher eine 


auf A’ verschwindende, auf L positive Linearform {+ 0, und ; (0) ware 
Stiitzhyperebene von K durch den Punkt zy, entgegen der Voraussetzung. 

Sei umgekehrt y ¢ K und / eine positive Linearform auf L mit f(y) = 0. 
Wir zeigen, daB / auf dem von {y} erzeugten Band A verschwindet, wenn 1 
minimal ist. Nun besteht aber der positive Kegel K,= K -\ A, der A erzeugt, 
aus den suprema derjenigen (in Z majorisierten) Teilmengen M von K, deren 
Elemente von y im Sinne der Def. 5 (Abschnitt 4) umfaBt werden (siehe [9], 
p. 25, prop. 5), und auf diesen Teilmengen M von K verschwindet / offenbar. 
Andererseits ist fiir jedes solche M auch die Menge M’ der suprema endlicher 
Teilmengen von M im Nullraum von f, und es ist sup M = sup M’. Nach (14.1) 
konvergiert der Filter der Enden von M’ fiir die Ordnungstopologie Tp gegen 
sup M, und da / stetig ist fiir £, nach (4.6), haben wir /(sup M) = 0, d. h. f ver- 
schwindet auf K , und folglich auf A. 

Ist nun y schwache O.E. von L, so ist das von {y} erzeugte Band A = L, 
und wenn {(y) = 0 und LZ minimal ist, so ist / = 0. Daher ist in jedem minimalen, 
ordnungsvollstandigen Vektorverband L jede schwache O.E. ein L*-n. u. Punkt 
von K, und der Beweis ist beendet. 

Aus (15.4) und (15.6) lassen sich nun leicht Beziehungen zwischen q.i. und 
n. u. Punkten eines Kegels K herleiten. Insbesondere ergibt sich unmittelbar : 
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(15.7) Es sei L regulér, ein Band in L*++ und ein Hausdorffscher topolo- 
gischer Vektorraum, dessen Topologie grdber als I, und in dem x-— |x| stetig 
ist. Dann sind die Mengen der q.i. Punkte von K, der n. u. Punkte von K, und 
der schwachen O.E. von L paarweise identisch. 

Da in jedem Vektorverband die Abbildung x — |z| fiir fp stetig ist, ergibt 
sich hieraus noch das 

Corollar. Ist L regulér und ein Band in seinem Ordnungsbidual, so sind 
die Mengen der q.i. Punkte von K (fiir &), der L*-n.u. Punkte von K, und 
der schwachen O.E. von L paarweise identisch. 

Anhand der am Anfang dieses Abschnitts gegebenen Beispiele erkennt man 
in den Satzen (15.6) und (15.7) die Bedingung, daB ZL minimal sei, als nicht 
entbehrlich. So ist in 1, jede Nullfolge (z,,) mit positiven Gliedern eine schwache 
Ordnungseinheit, aber weder quasi-innerer noch nicht unterstiitzter Punkt des 
positiven Kegels, und Entsprechendes gilt im B-Raum beschrankter reeller 
Funktionen auf [0, 1]. 


. Erginzungen 


Wir stellen in diesem Abschnitt eine Reihe von erginzenden Resultatén und 
Bemerkungen zusammen, die dazu dienen sollen, die Verbindung zu einigen 
an anderer Stelle in der Literatur eingefiihrten Begriffen herzustellen. Hierbei 
ist keine Vollstaéndigkeit angestrebt; wir beschrinken uns auf die uns am 
wichtigsten erscheinenden Begriffe. Die erginzenden Resultate gehdren 
sachlich zu Abschnitten aus HV und HV II. Diese Erganzungen sind nach den 
zugehérigen Abschnitten gruppiert,\jeweils unter der entsprechenden Ab- 
schnittsnummer. 

1. Es sei £ ein halbgeordneter linearer Raum. Eine Teilmenge A c Z heiBt 
(ordnungs-) gesattigt (full [19]; o-convex [9’] wenn A auBberdem konvex ist), 
wenn mit x <¢ A, y¢A auch das Ordnungsintervall (x, y] zu A gehdért. Die 
kleinste, A enthaltende, gesattigte Teilmenge von E werde als gesattigte Hille 
[A] von A bezeichnet; sie ist die Vereinigung aller Ordnungsintervalle mit 
,.Endpunkten“ in A. Ist § ein beliebiger Filter in Z, so ist die Menge aller 
gesittigten Hillen [Ff], F ¢ &, eine Filterbasis fiir einen Filter [¥] in L: [F] ist 
gréber als §. Zwischen dem Begriff des normalen Kegels und dem «ler ge- 
sittigten Hille besteht nun folgender Zusammenhang: 

(l.a) Es sei E ein halbgeordneter lokalkonvexer Raum, § ein beliebiger Filter 
in EB. Folgende Aussagen sind dquivalent: 

1. K ist normal in E. 

2. Aus lim & = zx folgt lim (F| = = fiir jedes F und jedes x. 

3. Aus lim § = 0 folgt lim [F] = 0 fiir jedes positive F*™). 

Beweis. 1.2. Nach Definition | existiert eine Nullumgebungsbasis 
Ul in Z£, so daB aus x ¢ U € UU folgt y < U fiir jedes y © [0, x]. Hieraus ergibt 
sich (U = —U konvex vorausgesetzt), daB [U] ¢ 3U ist. Daher ist [21] eine 
Basis fiir den Nullumgebungsfilter in E, woraus 2. folyt. 2. +3. Offenbar. 
3.+1. Bezeichnet U’ die Spur des Nullumgebungstilters auf A, so ist 


o) Fin Filter heiBt positiv, wenn F € § existiert mit F C A. 
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lim [U’] = 0. Es gibt also zu jeder absolutkonvexen Nullumgebung U in £ eine 
andere V, Vc U, so daB [V 7 K]c U ist, und die absolutkonvexe Hiille von V 
und [V - K], die in U enthalten ist, geniigt der Bedingung von Definition 1; 
hieraus folgt, daB K normal ist. 

Man sieht an diesen Betrachtungen, da8 zur Definition eines normalen 
Kegels der Raum £ nicht als lokalkonvex vorausgesetzt zu werden braucht; 
im Interesse einer befriedigenden Theorie der Dualitat ist die Beschrankung 
auf den lokalkonvexen Fall jedoch angebracht. Ist £ eine Topologie auf EZ mit 
dem Nullumgebungsfilter B, so ist die Topologie (£] mit dem Nullumgebungs- 
filter [%] die feinste Topologie, die gréber als £ und fiir die K normal ist. 
(Mit ©.ist auch [{] lokalkonvex.) Die Zuordnung &-—> [€] wird von 
NamioKa [19] mit € + F({), von Kisr [9’] mit f + {, bezeichnet. Es braucht 
aber [{] nicht eine Hausdorffsche Topologie zu sein, wenn & es ist; bei lokal- 
konvexem ¢ ist hierfiir notwendig und hinreichend, daB KX ein echter Ke- 
gel ist (vgl. (1.7)). Die in (4.8) mit Ey bezeichnete Topologie ist nichts 
anderes als [{'‘] fiir die feinste lokalkonvexe Topologie £'’ auf Z. — Es ist 
also K genau dann normal in Z, wenn € = [{] ist; diese Raume bezeichnet 
Namioxka (auch im nicht lokalkonvexen Fall) als locally full, Kist als locally 
o-convex. Die von NacHBIN [7’’] als halbgeordnet bezeichneten lokalkonvexen 
Vektorraéume besitzen stets einen positiven Kegel, der abgeschlossen und normal 
ist. 

Aus (1.a) erhalten wir noch das folgende Resultat: 

(1.b) Es set K ein Kegel in dem lokalkonvexen Raum E. Ist K = RA AB, 


wo B eine abgeschlossene beschriinkte, konvexe und 0 nicht enthaltende Teil- 
menge von E bezeichnet, so ist K normal in E. 

Beweis. Es gibt eine abgeschlossene reelle Hyperebene H, die {0} und B 
strikt trennt; H \ K = C ist beschrankt. Die konvexe Hiille C, von C u {0} ist 
beschriankt und ordnungsgesattigt. Ist § ein gegen 0 konvergenter, positiver 
Filter, so existieren F €§ und ¢>0 mit den Eigenschaften FCeC, und 
e0,c U fiir eine gegebene Nullumgebung U in £. Es ist dann [F]c U und nach 
(l.a), 3. ist K normal. 

Ist K ein normaler Kegel in Z, so ist K normal fiir o(Z, Z’) nach dem 
2. Corollar von (1.5). Umgekehrt gilt 

(l.e) Ist E fiir t(E£, E’) normierbar und K ein fiir o(E£, £') normaler Kegel 
in E, so ist K normal fiir t(E, E’). 

Beweis. Nach (1.3) ist Z’= K’— K’, daher nach (2.6) K’ BZ-Kegel fir 
6(£’, £) und nach (2.2) ist K” normal fiir 6(£", E’). Da B(£”, E’) auf E die 
Topologie t(#, E’) induziert, ist nach (1.2) die Behauptung bewiesen. 

2. Die BZ-Kegel (bzw. strikten BZ-Kegel) in lokalkonvexen Raéumen 
kénnen als solche Kegel angesehen werden, fiir welche die Fundamental- 
systeme G beschrankter Teilmengen von £ unter der Abbildung B > B’: 


B+I(Bok) (baw. B+ I'(Br\ K)) Bed, 


in ihrer Gesamtheit invariant sind. (Hier bezeichnet, wie iiblich, ['A die 
absolutkonvexe Hiille von Ac Z.) Eine entsprechende Bemerkung gilt fiir die 
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p G-Kegel (HV, Def. 2). Unter gewissen Voraussetzungen regeneriert dieser 
7 ProzeB auch den Nullumgebungsfilter B in Z. Genauer: 

(2.a) Set K ein BZ-Kegel (bzw. strikter BZ-Kegel) in E, und E tonneliert 
oder bornologisch (bzw. bornologisch). Dann ist fiir jede Nullumgebung U in E 





i die Menge I'(U r\ K) (bzw. '(U 7. R)) ein Element von B. 

; Beweis. Ist B eine beschrankte Teilmenge von E, so ist Bc T'(B, 7K) 
, (bzw. Bc I'(B, 7 R)) fir ein beschrinktes B,. Ist U €B, so ist B,C AU fir 
t geeignetes A >0 und daher Bc I'(B, 7 K)c AT(U 7. K) (baw. BC I( By K)c 


cAI(U 7\R)). Die Behauptung folgt jetzt unmittelbar. 

Im zweiten Abschnitt haben wir nur ein unmittelbares Kriterium dafiir 
erhalten, daB ein gegebener Kegel ein BZ-Kegel ist [vgl. (2.6) und die nach- 
folgende Bemerkung]. Fiir Vektorverbinde kann man jedoch die folgende 
weitgehende Aussage machen: 

(2.b) Es sei E lokalkonvex und ein Vektorverband, in dem die Abbildung 
x» |x| stetig ist. Dann ist der positive Kegel K strikter BZ-Kegel in E. 

Beweis. Da x — |z| stetig ist, ist auch x x* stetig. Hieraus folgt, daB das 
Bild B+ jeder beschrankten Menge B bei dieser Abbildung beschrankt ist. 
(x a* ist zwar nicht linear, aber positiv homogen; ist {zJ} eine beliebige 
Folge in Bt und A,, + 0, so ist A, z, + 0, da B beschrankt ist, und aus (A, z,)* 
= A, x3 folgt 1, 2+ + 0 wegen der Stetigkeit von 2 z+, so daB Bt nach dem 
Banachschen Kriterium beschrankt ist. Vgl. [8], p.7, prop. 5.) Fir symme- 
trisches B gilt nun Bc B+— B-= Bt— Bt und K ist strikter BZ-Kegel. 

, 3. In Vektorverbinden tritt zu dem in Nr. 1 betrachteten Begriff der 
ordnungsgesattigten Hiille noch dieser hinzu: Ac E heiBe massiv (solid [9’’), 
[19]), wenn aus z ¢ A und |y| < |2| stets folgt y ¢ A. Zu jedem A existiert die 
} massive Hiille |A|, die aber nicht notwendig gesattigt ist. Ein Vektorverband 
; und topologischer Vektorraum ist lokal-massiv, wenn sein Nullumgebungs- 
. filter eine aus lokal-massiven Mengen bestehende Basis besitzt. Aquivalent 
] hierzu ist ({19], th. 8.1): Z ist lokalgesattigt und xz — |z| ist stetig. Wie man 
leicht verifiziert, ist jeder Vektorverband fiir die Ordnungstopologie lokalmassiv. 
Unter einem lokalkonvexen Vektorverband wird in der Literatur zuweilen 
(z. B. in [9’}) ein lokalkonvexer Raum verstanden, der als topologischer Vektor- 
verband lokal-massiv ist, also: Ein Vektorverband mit lokalkonvexer Topologie, 
| normalem positivem Kegel K und stetigen Verbandsoperationen. Nach (2.b) 
ist K dann stets ein strikter BZ-Kegel. 
Zur Erganzung von (3.4) beweisen wir noch : 
(3.a) Es sei E ein (Z)-Raum (Def. 10) und ein bornologischer lokalkonvexer 
Raum, in dem K normal und strikter BZ-Kegel ist. Dann ist E’ (in natirlicher 
Ordnung) ein ordnungsvollstindiger Vektorverband und, wenn E tonneliert ist, 
ein Band im Ordnungsdual E+ = K*— K* von E. 
Beweis. Fiir eine beliebige Linearform f ¢ EZ’ und x ¢ K definieren wir in 
iiblicher Weise {+ (x) durch 


f* (x) = sup{f(y):0 Sy S 2}. 
/* ist auf Grund der Eigenschaft (Z) von K additiv und setzt sich in ¢indeutiger 


cal a 
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Weise zu einer positiven Linearform f+ auf £ fort, und offenbar ist ft = sup (0, /) 
in E’, falls {+ stetig ist. Da f stetig und K normal ist, existiert eine ordnungs- 
gesattigte Nullumgebung U in E mit sup|/(U)| < 1. Daher ist f/*(x) < 1 fiir 
z¢€ Ur\K, und folglich f+ (z) < 1 fir z ¢ '(U 1K). Nach (2.a) ist [(U A) 
eine Nullumgebung in £, womit die Stetigkeit von f* gezeigt ist. Ist nun F eine 
beliebige majorisierte, aufsteigend gerichtete Teilmenge von XK’, so ist supF 
durch die Fortsetzung des Linearformenkeims x g(x) = sup{/(x):f < F} 
(x € K) von K auf E gegeben, und diese Fortsetzung ist offenbar stetig. Aus 
diesen Betrachtungen folgt zugleich, daB Z’ massiv (d. h. ein Ordnungsideal) 
in £*+ ist. Um zu verifizieren, daB fiir tonneliertes Z der Dual E£’ ein Band in E* 
ist, geniigt es daher zu zeigen, daB fiir jede aufsteigend gerichtete, in E+ 
majorisierte Teilmenge von K’ die obere Grenze sup M ein Element von £’ ist. 
Ist nun M eine solche Menge, so ist M beschrankt in £* fiir o(Z*, #); denn 
nach (1.5) ist, da K # erzeugt, K* normal fiir ¢(£*, Z). Daher ist M beschrankt, 
und folglich relativ kompakt, fiir o(£’, #); andererseits konvergiert der Filter 
der Enden von M in E* fiir o(£*, Z) gegen sup M. Hieraus folgt in der Tat 
sup M « E’ und der Satz ist bewiesen. 

4. In (4.2) ist K fiir die Hinlanglichkeit der Bedingung als abgeschlossen 
vorauszusetzen. Der Beweis verlauft dann am kiirzesten wie folyt: { ist gréber 
als ©, nach (4.1); ist K {-abgeschlossen, so ist die £,-Nullumgebung [—a, a] 
{-abgeschlossen, konvex und (weil a Ordnungseinheit ist) absorbant; da E 
fiir £ tonneliert ist, iss [—a, a] eine [-Nullumgebung. 

Die in (4.4) als Topologie des induktiven Limes definierte Ordnungs- 
topologie fp ist identisch mit der von Namioxka eingefiihrten Topologie £, 
(order bound topology, [19], p. 20). ©, ist definiert als diejenige lokalkonvexe 
Topologie auf £, fiir die eine Nullumgeburgsbasis aus allen konvexen symme- 
trischen Teilmengen von E besteht, die jede ordnungsbeschrinkte Menge 
absorbieren. Damit ist gleichwertig: £, ist die feinste lokalkonvexe Topologie 
auf HE, fiir die alle Ordnungsintervalle beschrinkt sind. Gibt es eine lokal- 
konvexe Topologie £ auf £, fiir die die Ordnungsintervalle ein Fundamental- 
system beschrankter Mengen bilden, so ist ©, die zu £ assoziierte bornologische 
Topologie. Der positive Kegel K ist fiir &, im allgemeinen nicht normal 
({19], p. 21), und die in (4.8) definierte Topologie £y ist identisch mit [Tp] 
(vgl. Nr. 1). In einem halbgeordneten Vektorraum mit der Eigenschaft (Z) ist 
, separiert, genau wenn £ regular halbgeordnet ist. Ist [>= [Tp], d.h. ist K 
normal fiir £>, so ist der Ordnungsdual H+ = K*— K* der topologische Dual 
von £ ftir fy. Ist Z ein ordnungsvollstandiger Vektorverband, so sind die im 
Beweis von (4.4) mit LD, bezeichneten ,,Limitanden’’ zwar Ordnungsideale 
(d. h. massiv) in Z, aber im allgemeinen keine Bander. Auf Grund der bisherigen 
Diskussion hat man: 

(4.a) Ist L ein reguldr halbgeordneter Vektorverband, so ist L[&o] ein lokal- 
konvexer Hausdorffraum mit normalem, striktem BZ-Kegel K und stetigem 
x —> |x|. Sp ist die feinste lokalkonvexe Topologie auf L mit diesen Eigenschaften. 

In (4.5) muB die Voraussetzung verschirft werden (der Beweis der Ton- 
neliertheit von L,, HV, p. 135, enthalt einen Irrtum). Es gilt 
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(4.5)' Jeder monoton folgenvollstindige (Def. 10) halbgeordnete lineare 
Raum E ist fiir die Ordnungstopologie £,, tonneliert. 

Der Beweis ergibt sich leicht mit Hilfe von (14.4). — Infolge dieses Sach- 
verhaltes sind im Beweis von (4.7) die Worte ,,und nach (4.5) tonneliert* 
durch ,,und bornologisch* zu ersetzen. 

5. Zu (5.1) und (5.2) ist zu bemerRen, daB hier K stillschweigend als ab- 
geschlossen vorausgesetzt ist. Andernfalls erhalt man die behauptete Iso- 
morphie nur fiir einen im positiven Kegel des mit B bezeichneten Raumes 
dichten Teilkegel. 

7. Der Konvergenzsatz (7.2) steht mit dem klassischen Satz von Dri in 
engerer Verbindung, als es seine Formulierung vermuten lé6t. Legt man 
naimlich den Dinischen Satz in allgemeiner Fassung (vgl. HV II, p. 266) zu- 
grunde, so ergibt sich (7.2) unter Benutzung des Isomorphietheorems (5.1). 
Der verallgemeinerte Dinische Satz ist also mit (7.2) aquivalent; fiir separable 
Banachraume ist (7.2) infolge von (5.2) sogar mit dem klassischen Dinischen 
Satz fiir stetige Funktionen auf dem Einheitsintervall aquivalent. 

8. Selbst wenn (Z£, F als lokalkonvexe Raiume vorausgesetzt) Z ein (Z)- 
Raum und F ein ordnungsvollstandiger Vektorverband ist, laBt sich das 
Problem der Zerlegung einer stetigen linearen Abbildung (von £ in F) in 
positive Komponenten anscheinend nicht positiv beantworten. Existiert 
namlich eine solche Zerlegung T = T',— T, mit T,, T, = 0,so gilt—T,<TsT, 
und nach dem Muster von [1"], p. 245 laBt sich zeigen, daB 7 ordnungs 
beschrankte Teilmengen von E notwendig in ebensolche Teilmengen von F 
iiberfiihrt. Nun ist zwar, wenn 7’ stetig, K normal und B ordnungsbeschrinkt 
ist, 7'(B) topologisch beschrankt in F; aber die topologisch beschrankten Teil- 
mengen von F sind im allgemeinen nicht ordnungsbeschrankt. Zu untersuchen 
bleibt die Frage nach der Zerlegbarkeit einer in diesem Sinne ordnungs- 
beschrankten linearen Abbildung. Unter den obigen Voraussetzungen tiber E 
und F bilden diese Abbildungen selbst einen Vektorverband (I. c., p. 245 th. 7), 
der. wie man leicht nachprift, sogar ordnungsvollstandig ist, sobald F als 
minima! (Def. 11) angenommen wird. 

10. Weitere Spektraleigenschaften beschrankter, positiver linearer Ab- 
bildungen finden sich in [3’’] und [13’]. Die in [13’’] fir Banachraume bewie- 
senen Satze tibertragen sich mit geringer Modifikation auf beschrankte, 
positive Endomorphismen eines halbgeordneten, folgenvollstandigen lokal- 
konvexen Vektorraumes. 

11. (Zusatz bei der Korrektur.) Nach einer Bemerkung von Herrn A. 
Pretscu folgt aus dem zweiten Teil des Beweises von (11.2), daB 7’ reines 
Punktspektrum besitzt. Dies verscharft (11.2) und schlieBt gleichzeitig eine 
im ersten Teil des Beweises fiir 9 = 0 vorhandene Liicke. 
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Einige Satze iiber die Kapazitat ebener Mengen 


Von 
CHRISTIAN PoMMERENKE in Géttingen 


§1 
In dieser Arbeit sollen einige Untersuchungen [5, 6] tiber die Kapazitat*) 
ebener Mengen auf den Fall ausgedehnt werden, da8B die betrachteten kom- 
pakten Mengen keine Kontinuen, d. h. nicht mehr zusammenhangend zu sein 
brauchen. 
Ein Ergebnis (Satz 2) wird sein, daB sich jede kompakte Menge € durch 
endlich viele Kurven einer Gesamtlinge 


A < 10,36 cap€ 


einschlieBen la48t. Fiir den Fall, daB € ein Kontinuum ist, war in [5] bewiesen 
worden, daB man sogar A < 9,173 cap€ wahlen kann. Andererseits war dort 
an einem Beispiel gezeigt worden, daB man nicht mehr allgemein A < 8,248 
cap € wahlen kann. 

Als eine Anwendung wird sich ergeben (Satz 3), da8 man € durch endlich 
viele Kreisscheiben einer Radiensumme < 2,59 cap€ tiberdecken kann. Wenn € 
ein Kontinuum ist, la8t sich € bekanntlich (man vergleiche z. B. [4, Bd. II, 
8. 25]) durch eine Kreisscheibe des Radius 2 cap€ tiberdecken (aber im Falle 
eines Segmentes durch keine kleinere). Wahrscheinlich laBt sich € immer durch 
(abzahlbar viele) Kreisscheiben einer Radiensumme < 2 cap€ iiberdecken. 

Wenn man speziell fiir € die Lemniskate § (r) : | P(z)| < r* nimmt, wo P(z) 
ein Polynom n-ten Grades mit dem héchsten Koeffizienten 1 ist, so gilt 
cap (r) =r (2, S. 259]. Daher laBt sich F(r) tiberdecken durch Kreisscheiben 
einer Radiensumme < 2,59r, d. h. es gilt 


(1) |P(z)| > 7 


auBerhalb von Kreisen mit einer Radiensumme < 2,59 r. Dies ist eine Ver- 
scharfung des Lemmas von Boutrovu x-Cartan (man vergleiche z. B. [1, 8. 46]), 
welches aussagt, daB(1) auBerhalb von Kreisen einer Radiensumme < 2er ~ 5,44r 
gilt. 

Jedes einfach zusammenhangende Gebiet lat sich konform und schlicht 
auf das AuBere des Einheitskreises abbilden. Fiir ein beliebiges Gebiet ist das 
nicht mehr méglich. Im nachsten Paragraphen soll jedoch mit Hilfe der Green- 
schen Funktion eine schlichte Funktion konstruiert werden, die einen gewissen 
Ersatz fiir diese Abbildungsfunktion darstellt. 


1) Zam. Begriff der Kapazitat vergleiche man z. B. [2, Kap. VII}. 
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Zum AbschluB wird noch ein Satz aus [6] auf mehrfach zusammenhangende 
zebiete verallgemeinert. 


§2 
Sei G ein Gebiet, das den unendlich fernen Punkt enthalt. Der Rand X 
von © bestehe aus endlich vielen geschlossenen Jordankurven. Sei @(z) die 
Greensche Funktion von © beziilich oo, d. h. G(z) ist harmonisch in G, aus- 
genommen in co, wo G(z) die Entwicklung 


G{z) = log|z| — log capR + --- 
hat (2, S. 270], und auf RX verschwindet G(z). Wenn H(z) die (im allgemeinen 
nicht eindeutige) konjugiert harmonische Funktion von G (z) ist (in irgendeiner 
Normierung), so ist 


(2) - g(z) = exp(@(z) + +H (z)) 


eine in © analytische Funktion. Der Betrag |g(z)| ist in G eindeutig. In o hat 
jeder Zweig von g(z) einen einfachen Pol, dessen Residuum dem Betrage nach 
= (cap®)=! ist. Auf N ist |g(z)| = 1, und in G ist |g(z)| > 1. 

Satz 1. Sei g(z) unter den obigen Voraussetzungen die durch (2) erkléirte 
Funktion 

Dann existiert eine Aufschneidung ©, von G, so daf ©, ein einfach zusammen- 
hiingendes Gebiet ist und daB ©, durch jeden Zweig von g(z) eineindeutig auf ein 
Gebiet abgebildet wird, das aus dem Auferen des Einheitskreises durch Fortlassung 
von endlich vielen Radialschlitzen entsteht. 

Man kann also aus G durch Fortlassung von endlich vielen Kurvenstiicken 
ein einfach zusammenhangendes Gebiet erhalten, in dem jeder Zweig von g(z) 
eindeutig und schlicht ist. 

Beweis: Es seien ©, (u = 1, +++, m) die geschlossenen Jordankurven, die © 
beranden. Man kann annehmen, daB die ©, geschlossene analytische Kurven 
sind. Bei einmaliger negativer Umlaufung von ©, geht g(z) in e~**g(z) tiber, 
wobei «, = 0 und 


Mm 


» %= 22 


w=l 
ist. Das gleiche gilt fir g’(z). Daher ist auch |g’(z)| eindeutig. Seien ¢,, ..., ¢, 
die verschiedenen Punkte, in denen g’(z) verschwindet, und zwar mit den Viel 
fachheiten p,, ..., Py. Dann ist p, > 1 und [3, 8. 32] 


Put °° + Py = m--1. 
Von jedem dieser Punkte ¢, gehen 2(p,+ 1) Kurvenstiicke aus, auf denen 
argg(z) = argg(C,) 


ist. Auf p,+ 1 von ihnen gilt (lokal) |g(z)| < |g(¢,)| (Kurvenstiicke erster Art), 
auf den anderen p,+ 1 gilt |g(z)| => |g(¢,)| (Kurvenstiicke zweiter Art). Die 
Kurvenstiicke dieser beiden Arten trennen sich gegenseitig, d. h. in dem von ¢, 
ausgehenden Sektor zwischen zwei Kurvenstiicken der einen Art liegt immer 
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mindestens ein Kurvenstiick der anderen Art. Man wiahle nun jeweils die 
Kurvenstiicke der ersten Art aus. 

Sei 2 eines dieser Kurvenstiicke. Da g(z) in allenz ¢ G mitz +.C, (v= 1,...,n) 
eine lokal eindeutige Umkehrfunktion hat, laBt sich 2 solange eindeutig fort- 
setzen, bis man an einen anderen Punkt ¢,, oder an den Rand ® von G gelangt. Da 
die Randkurven G, als analytisch vorausgesetzt waren und dort also g’ (z) +- 0 gilt, 
ist die Fortsetzung von Y im letzteren Falle sogar iiber R hinaus méglich, 
d. h. 2 endet jedenfalls auf R in einem bestimmten Punkt. Weiter verhilt sich 
\g(z)| auf 2 (d. h. auf dem gesamten Stiick zwischen zwei Punkten ¢, bzw. zwi- 
schen ¢, und N) monoton. Denn wenn s die Bogenliinge auf & ist, so ist wegen 
argg(z(s)) = const 


- | q poy 9 (2(8)) 
ds log |g (z(s))| ds logg (z(s)) = z’ (8) stale) +0, 


da z(s) + ¢, ist fiir innere Punkte von 2. Somit ist < log \g(z(s))| dort entweder 


immer positiv oder immer negativ, d. h. |g(z)| ist auf 2 streng monoton. Daher 
hat 2 keine Doppelpunkte. 
Seien &,, ..., 2, mit 


n 
q= J (p,+ l=m+n—1 
vel 


die eben betrachteten abgeschlossenen Kurvenstiicke, jeweils von einem ¢, 
bis zum nachsten oder bis an den Rand & gerechnet. Als positive Richtung 
mége die Richtung wachsender |g(z)| bezeichnet werden. Die 2, treffen sich 
nur in den ¢,, da sie sonst wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung identisch 
waren. Sei 


q 
R= Rv V 2, . 


Dann zerlegt R, das Gebiet G nicht in mehrere Teilgebiete. Sonst wiirde ein 
Gebiet 9 existieren, dessen Rand © ganz zu XR, gehért und das o nicht im 
Innern enthalt. Da |g(z)| in § U © eindeutig und stetig ist, nimmt |g(z)| sein 
Maximum in § . © in einem Punkt c € G, also c ¢ RN, an. Da |g(z)| = 1 ist fir 
z ER, gilt c ¢R, also cc¢ Q, fiir ein gewisses k. Wegen der Monotonie von |g(z)| 
auf 2, ist also c einer der Punkte ¢,. Nun gehéren zu © zwei Kurvenstiicke 2,. 
und &,-, die sich in c treffen, so daB einer der beiden Sektoren zwischen 
2, und 2, zu 9 gehdrt. Wegen der Maximaleigenschaft von c gilt |g(c)| 
= |g(z)| auf jedem. Also gehéren beide zur ersten der vorhin beschriebenen Arten, 
und daher liegt in dem Sektor zwischen 2, und 2,., der zum Gebiet § gehdrt, 
mindestens ein Kurvenstfick der zweiten Art, auf dem also in § Punkte mit 
\g(z)| > !g(c)| existieren, im Widerspruch zur Annahme, daB |g(z)| in ¢ sein 
Maximum in § U © annimmt. 

Die 2, mégen als die ,,Strecken‘, die Punkte ¢, und die durch die Rand- 
kurven €,, begrenzten abgeschlossenen Bereiche als die ,, Punkte“ eines Strecken- 
komplexes betrachtet werden (man vergleiche [7, 8. 98]). Dann hat man m + n 
,»,Punkte“ und g = m + n— 1 ,,Strecken“, und der von ihnengebildete Strecken- 
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komplex zerlegt die Ebene nicht. Daher folgt aus dem Hilfssatz, der anschlieBend 
an diesen Beweis gebracht werden soll, daB R, zusammenhangt. 

Daher ist das Komplementargebiet G, von %, beztiglich G einfach zusam- 
menhangend und also jeder Zweig von g(z) in G, eindeutig. Sei jetzt g(z) ein 
fester Zweig. Dann hat g(z) tiberall auf XR, eindeutige Randwerte (dabei sind 
natiirlich Randpunkte als verschieden zu zéhlen, wenn sie auf verschiedenen 
Ufern einer der Kurven 2, liegen). Auf den €,, ist |g(z)| = 1, auf den 2, ist 
argg(z) = const. Daher besteht die Bildmenge von %, bei der Abbildung 
w = g(z) aus Teilbégen von |w| = 1 und aus gewissen Strecken, auf denen 
argw = const ist. Man durchlaufe nun den vollstandigen. Rand von ©, einmal 
so, daB G, links liegt. Dabei wird also jedes 2, insgesamt einmal positiv und 
einmal negativ durchlaufen. Man beginne in einem Punkt, wo ein 2, ein €,, 
trifft, und durchlaufe den Rand langs der 2, solange, bis man wieder ein C,, 
trifft. Es soll gezeigt werden, daB hierbei |g(z)| erst monoton von | bis zu einem 
gewissen Wert wachst und dann wieder monoton bis | fallt. Da sich |g(z)| auf 
den einzelnen 2, monoton verhalt, heiBt es, daB zuerst einige 2, alle positiv und 
anschlieBend von einem gewissen Punkt an einige 2, alle negativ durchlaufen 
werden. Angenommen, das ware falsch. Dann gabe es zwei Kurvenstiicke 2, 
und 2, die sich in einem ¢,, treffen und nacheinander durchlaufen werden, 
und zwar erst 2, im negativen Sinn und dann 2,, im positiven Sinn. Dann 
gehen 2, und 2, beide von ¢,, im positiven Sinn aus, d.h. beide Kurven- 
stiicke gehéren (bez. ¢,.) zur zweiten Art, und daher gibt es in jedem Sektor 
zwischen 2, und 2, ein weiteres Kurvenstiick 2,,, das in ¢, miindet und erster 
Art ist. Das steht im Widerspruch zu der Annahme, daB 2, und &,, nach- 
einander durchlaufen werden. Also wird das Stiick des Randes zwischen €,, und 
€,,, abgebildet auf eine Strecke, die genau einmal hin und zuriick durchlaufen wird. 

Wenn man G,, erreicht hat, so durchlauft man anschlieBend €,, (im negati- 
ven Sinne). Dabei ist |g(z)| = 1, und argg(z) andert sich monoton um —«z.,, . 
Also wird €,, abgebildet auf ein monoton durchlaufenes Stiick von |w| = 1 der 
Lange «,,. Wegen 2a, = 2x wird also der gesamte Rand von G, abgebildet auf 
den Rand eines Gebietes R,, das aus |w| > 1 entsteht durch Fortlassung ge- 
wisser Strecken, die auf |w| = 1 beginnen und auf denen argw = const ist. Da 
g(z) in oo einen einfachen Pol hat und sonst in G, regular ist, wird G, durch 
w = g(z) eineindeutig auf R, abgebildet. 

Zum SchluB soll noch der vorhin benutzte Hilfssatz gebracht werden. 

Hilfssatz 1. Zin Streckenkomplex aus q Strecken und p= q + 1 Punkten, der 
die Ebene nicht zerlegt, ist zusammenhingend. 

Beweis: Der Komplex mége aus n zusammenhangenden Teilkomplexen be- 
stehen, die die Streckenzahlen g, und die Punktzahlen p, haben mégen. Da diese 
Teilkomplexe zusammenhangend sind und ebenfalls die Ebene nicht zerlegen, 
sind sie Baume und es gilt daher p,= ¢,+ 1 [7, 8S. 103], also 


p= 2?» = 2 (G+ l)=n+ 2 =" + q: 


Wegen p = q + | folgt hieraus n = 1. 
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§3 
Satz 2. Sei € eine abgeschlossene beschrinkte Punktmenge (cap € > 0). Dann 
gibt es endlich viele geschlossene analytische Kurven der Gesamtliinge A, so dap € 
in der Vereinigung threr Innengebiete enthalten ist und daf gilt 


A < 10,36 cap€. 


Beweis: 1. Sei G ein Gebiet, dessen Rand & aus endlich vielen geschlossenen 
analytischen Kurven besteht und das oo enthilt. Sei G, das Gebiet, das man 
aus © gem&B8 der Aufschneidung von Satz 1 erhalt. Dann ist w = g(z) in G, 
eindeutig und schlicht. Sei z = {(w) die Umkehrfunktion, die also im Bild- 
gebiet R, von G, schlicht und regular ist, mit Ausnahme eines einfachen Poles 
in co. Die Ableitung f’(w) hat auf dem Rande von &, iiberall Randwerte, mit 
Ausnahme von endlich vielen Stellen w, fiir die g’(¢) = 0 mit € = f(w) ist. In der 
Umgebung dieser Stellen gilt dann wegen w = g(z) = w + a(z— €)*+ «++ (a+0) 

1 a 

f(w) = z= 0+ a*(w—w)? +>", f'(w) = = a* (w—w) ( a) +**° 
Also ist f’(w) in ganz 1 < |w| < A (fiir jedes A > 1) integrierbar. Sei 2(r) die 
Niveaulinie, auf der die Greensche Funktion G(z) = logr ist (r > 1), d. h. es gilt 
\g(z)| = r und deshalb 
(3) Lr) = {f(re**): O50 S 27}. 
Diese Niveaulinie kann aus mehreren getrennten Stiicken bestehen. Sei L(r) 
die Lange von 2(r), und A (r) der Flacheninhalt der Punktmenge innerhalb von 
L(r). Man sieht leicht, daB cap2(r) = xr ist, wobei x = cap gesetzt ist. 
Daraus folgt (2, S. 260], daB 
(4) A(r) < xx*r 
ist. Weiter gilt 


2x 
Lie) =e f \f' (ge) dd. 
0 
Nach der Schwarzschen Ungleichung ist daher 


2x 
L(o)?s o*- 22 f |f' (ge) "dd , 
0 


und also fiir r > 1 


rf 22 


(5) az [ ~ hordes J J If (ge*)|*9 de dd. 
1 


Das letzte Integral ist wegen der Schlichtheit von /(w) der Flacheninhalt der 
Menge zwischen 2(1) und 2(r), also 

= A(r)— A(l) < A(r). 
Nach (4) folgt deshalb aus (5) 

1 . l 
(6) ax J ghee do < xx*r*. 

1 
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_ Sei nun 


o= min L(g). 
OsSesr 
Dann ergibt sich aus (6), daB 


r 
1 1 a* 
aa = — | —do < xx'r* 
5_ % logr sz / 7 
1 


ist, also 


. 2 n*x?r? 
CS 


1 
Wenn man speziell r = e 2 setzt, folgt 


1 
2 
2 


min L(o)=0<22xe?, 
lseset 


und also wegen x = cap 2 
1 


(7) L(@o) S 2me? capL 


fir ein gewisses 9, => 1, das man so wahlen kann, daB L(g,) keine Doppel- 
punkte enthalt. 

2. Nun bendtigen wir einen bekannten Hilfssatz, der im AnschluB an diesen 
Beweis nachgewiesen werden soll. 

Hilfssatz 2. Sei € eine kompakte Menge. Dann existiert zu jedem 6 > 0 ein 
System 2 punktfremder geschlossener analytischer Kurven, das € im Innern ent- 
halt (d. h. € ist in der Vereinigungsmenge der Innengebiete enthalten), so daf gilt 


cap 2 < cap€ + 4. 


Zur Vollendung des Beweises von Satz 2 wihle man hierin 


6= (10,36 — one?) cap€ > 0 


und wende Teil 1 an (dabei ist dann G das Gebiet auBerhalb 2). Nach (7) ist 


also fiir ein gewisses 0,=> 1 
1 
L(0o) < 2xe2 cap < 10,56 cap€ . 


Da € im Innern von 2 und daher auch im Innern von 2 (09) enthalten ist und 
da 2(0,) aus endlich vielen geschlossenen analytischen Kurven besteht, ist 
somit Satz 2 bewiesen. 

Beweis des Hilfssatzes: Seien P,,(z) diejenigen Polynome der Form 


P,,(z) == 2+ +++ + 0,2 + by, 
deren Maximum auf € minimal ist. Dann gilt (man vergleiche z. B. [2, 8S. 258]) 
1 
max |P,,(z)| * > cap€ . 
z€€ 
Man wahle nun ein festes m, so daB 
max |P,,(z)| S (cap€ +2 8)" 
ze€ . 
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ist, und dann ein R mit 
cap€ + +5<R<cap€+ 6, 


so daB die Menge 2 = {| P,,,(z)| = R™} aus geschlossenen punktfremden analyti- 
schen Kurven besteht. Fiir z ¢ € ist 


l m 
|P,.(z)| S (cap€ + 39) <2, 
also € im Innern von @ enthalten. Weiter ist cap 2 = R, also 
cap 2 < cap€ + 4. 
Satz 3. Sei € eine abgeschlossene Punktmenge (cap€ > 0). Dann laft sich € 
durch endlich viele Kreisscheiben iiberdecken, deren Radiussumme < 2,59 cap € ist. 
Beweis: Seien €,,...,€,, die analytischen Kurven aus Satz 2, und 
A,, ... Am ihre Umfange. Da der Umfang der konvexen Hiille von €,< A, 
ist, 14Bt sich ©, durch eine Kreisscheibe von einem Radius < 2 A, tiberdecken, 
also € durch Kreisscheiben einer Radiensumme 


<1 ¥4,-14 < 2,59 cap€ 
=z 24,=7 < 2,59 cap€. 


a=l 


§4 
Seien G und § Gebiete, die den unendlich fernen Punkt enthalten. Der 
Rand von © bestehe aus endlich vielen Jordankurven, der Rand von § aus 
endlich vielen (nicht ausgearteten) Kontinuen. Die kompakten Komplemente 
von © und § seien € und §. Es sei F(z) eine in G eindeutige meromorphe 
Funktion, deren Entwicklung in o mit 
F(z)=az?+--- (p21,a+0) 
beginnt. In einer Umgebung von € sei F(z) beschrankt, d.h. es gibt eine offene 
Menge Q mit €c QO, so daB F(z) in Q % G beschrankt ist, also auch keine Pole 
hat. Fir jeden Randpunkt ¢ von G mégen alle Haufungspunkte von F(z) fir 
z—>€ (z € G) in liegen. Sei G(z) die Greensche Funktion von G beziiglich ©, 
und sei wieder 2(r) die Niveaulinie G(z) = logr. Die Anzahl der c-Stellen von 
F(z) auBerhalb von 2(r) sei mit n(r, c) bezeichnet, und wie iiblich sei 
N(r,0) = [ Me) ag (c+ o), 


N(r, 0) = — plogr +f “en? do. 
r 


SchlieBlich sei dy(c) die Robinsche Belegung von F, d.h. y(e) ist die nicht- 
negative additive Mengenfunktion auf den Borelschen Untermengen von § 
mit y(%) = 1, far deren Potential 


(8) U(s) = J log |s — ¢| dy(c) 














150 CHRISTIAN POMMERENKE: 


gilt 
(9) U(s) = log cap G fir s¢G, . ; 
U (s) = log cap F + (Greensche Funktion von 9) fiir s € H 
(man vergleiche z. B. [3, 8. 136)). 
Satz 4. Unter den eben genannten Voraussetzungen gilt 


log cap F = log|a| + plog cap€ + f N(1,c)dy(c)— N(1, ~). 
& 


Beweis: Die Niveaulinien 2(¢) seien so orientiert, daB das Gebiet G rechts 
liegt. Dann gilt 


m 
(10) n(g, 0) —n(o, ¢) = =" = 


Qai J Pi—e 

2(e) 
Sei wieder z = {(w) die Umkehrfunktion von w = g(z), die im Beweis von Satz 2 
cingefihrt wurde. Ihre Entwicklung in © lautet 


f(w) = e*? cap€-w+---(f reell) . 
Wegen (3) folgt also aus (10), wenn man y(w) = F(/(w)) setzt, 


22 


l yoda: gp’ (oc'*) 
r (n(e, ©) —n(o,¢)) = s> f plee®) — 
0 


ef? dd. 
Durch Integration*) nach @ ergibt sich fiir 1 < r < R, wenn man anschlieBend 
den Realteil nimmt, 


R R 
1 R 1 
J mle, ~)—p) do + plog = — f —nio, c) do 


r 


22 22 
1 1 ; 
-3./ log |g (Re**) — c| do—5— [ log |p(re**) —e| dd. 
5 P 


a 
0 
Wegen p(w) = F(f(w)) = a(e*xw)” + --- mit (x = cap€) folgt durch Grenz- 
tibergang R — co 


22 


iJ log |p (re**) — c| dB = log|a| + plogx + N(r,c)—N(r, x). 
0 


Indem man beziiglich dy(c) iber F integriert, folgt aus (8) 

22 

Jf U(p(ret*)) db = log|a| + plogx — Nir, 0) + f N(r, c) dy(c) 

0 s 
Jetzt nimmt man den Grenziibergang r -> 1 vor. Fiir r + 1 liegen die Haufungs- 
punkte von /(re‘*) auf dem Rand von G, also die von y(re‘’) = F(f(re**)) ing 
(fiir alle # mit Ausnahme von héchstens endlich vielen). Da F(z) nach Voraus- 
setzung in einer Umgebung von € beschrankt ist, gilt das gleiche von y(re*®) 
und damit nach (9) auch von U(p(re*®)) fir 1 < r < r, (fiir ein gewisses r,). 


ae %) Die jetzt folgende Rechnung ist wohlbekannt (z. B. [3, S. 180]). 
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Man kann daher den Grenziibergang unter dem Integralzeichen vornehmen 
und erhalt dann aus der ersten Gleichung in (9) die Behauptung des Satzes. 

Natiirlich kann man, wie der Beweis zeigt, in mannigfacher Weise die Vor- 
aussetzungen von Satz 4 abschwichen, wie z. B. die Beschranktheitsvoraus- 
setzung. Es geniigt auch anzunehmen, da8 nur fast alle (passend erklarten) 
Radialgrenzwerte von F(z) in § liegen. 

Aus Satz 4 ergibt sich folgende Verallgemeinerung des Satzes 1 aus [6]: 

Satz 5. Wenn F(z) unter den Voraussetzungen von Satz 4 auer in oo keine 
Pole hat, so gilt 


(11) log cap F = log|a| + plog cap€. 


Das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn F (z) das Gebiet © so auf $ abbildet, 
daB jeder Wert aus 9 genau p-mal in G angenommen wird. 

Beweis: 1. Da F(z) nur in o Pole hat, ist N(1, 0) = 0. Aus N(1,c) = 0 
folgt dann die Ungleichung (11). 

2. Wenn & durch F(z) auf § abgebildet wird, so nimmt natiirlich F(z) in G 
keinen Wert aus § an, d. h. es gilt n(o, c) = 0 fiir alle 9 > 1, c €G, also auch 
N (1, c) = 0, und in (11) steht das Gleichheitszeichen. 

3. Wenn umgekehrt in (11) das Gleichheitszeichen stehen soll, so folgt aus 
Satz 4, daB 


f N(1, ¢) dy(c) =0 
& 


ist. Hieraus folgt n(o, c) = 0 fiir alle c €F, @ > 1. Wenn namlich n(go, c,) = 1 
ist fir ei Paar cy¢%, 09> 1, so ergibt sich, da das Bild des AuBeren von 2 (0,4) 
cin Gebiet ist, das co enthalt, daB es einen Randpunkt c, von § und cine Kreis- 
scheibe R um c, gibt, so daB n(Q9, c) > 1 fiir c € R ist, also auch n(o, c) = | fiir 
cé€R, 15 oS oO und damit N(1,c) = logo, fir c € R. Daher folgt 


0 “i N (1, c) dy(c) = logo y(&) , 
d. h. wegen 0, > 1 ist y(®) = 0. Hieraus ergibt sich aber, da8 dann das Potential 


U(s) = f log|s—e|dy(c)= f log|s—e| dy(c) 
a g-R 
ist und also in R harmonisch ist. Nun ist immer U(s) = log cap, und im 
Mittelpunkt c, von & gilt (wegen c, € ) U (c,) = log cap F. Nach dem Minimum- 
prinzip folgt daraus U (s) = log capG in R, und das steht im Widerspruch zur 
zweiten Gleichung in (9), da 8 > § nicht leer ist. Damit ist bewiesen, dab 
n(o, c) = 0 ist fir 9 > 1, ¢ €F, d.h. alle Werte von F(z) fiir z € © liegen in 9. 
Nach Voraussetzung liegen alle Haufungewerte von F(z) fir z+ ¢ fiir jeden 
Randpunkt ¢ von’ in §, d. h. kein Haufungswert liegt in 9. SchlieBlich hat 
F(z) in co einen p-fachen Pol. Daraus folgt dann die Behauptung (man ver- 
gleiche den Hilfssatz in [6)). 
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On the state of a linear operator and its adjoint*) 
By 
V. KrisHNAMURTHY in Annamalainagar (India) 


Notations and Terminology 


“l. ec. 1. H. s.” stands for locally convex linear Hausdorff space(s). 

Fréchet space, Barrelled space, Montel space, etc.: c.f. BourBak1 [1]. 
Homomorphism: A continuous open mapping. 

E and F: Any two arbitrary l. c. 1. H. s. 

e and /: Representative elements of Z and F respectively. 

E’ and F’: The algebraic duals of Z and F respectively. 

R(X): The range of a linear operator X. 

C: The class of all entire functions. 

C(o, 0): The class of all entire functions of order 9 and minimum type. 


Introduction 


Let T' be a bounded linear operator defined on all of a normed linear space 
with values in a second normed linear space. TayLor and HaLLBeEre [8] have 
presented a complete systematic account of the theorems about the range and 
inverse of 7 and those of its adjoint. They present, in the form of what they 
call the State Diagram, all the implications of the theorems concerned. In this 
paper we carry out this systematisation for a continuous linear operator and 
its adjoint from one 1. c. 1. H.s. into another, with the restriction that we 
consider only the “‘weak’’ topologies in these spaces and their duals. (For 
definitions and details, see Section 1.) Our main result with this restriction 
is that, in the general case of Z and F being just 1. c. 1. H.s., precisely nine 
“states” out of a theoretical total of 81 mutually exclusive alternatives, are 
possible for a pair (7, 7*), where 7* is the adjoint operator of 7’; and that, if 
further restrictions are imposed on Z and F, the number of possible cases 
drops to seven. This is the case, when, for example, Z and F are Fréchet spaces. 
Examples from the linear topological space of entire functions as well as from 
Hilbert space are made available to show that each of these “possible” states 
does occur. Finally, we collect, in another theorem all the implications which 
the state diagram offers on the spectrum of a weak continuous — continuous 
for.the weak topologies — linear operator. 


*) This work was done under a Junior Fellowship of the National Institute of Sciences 
of India. 
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Our main theorems | and 2, which we enunciate about the state of a pair 
(7', T7*) and about the spectrum of an operator, follow directly from certain 
preliminary theorems (c.f. Section 1), which, however, are not essentially new. 
The significance of our results lies in the fact that all the information about 
a weak continuous linear operator have been collected in a schematic form and 
examples are offered to show that such a presentation in the form of a state 
diagram cannot be improved any further except, perhaps, in a minor way, by 
answering the question posed at the end of Section 4. It is also believed that 
the information on the spectrum collected in Theorem 2 have not so far been 
obtained, in relation to spaces more general than normed linear spaces. 

It is a pleasure and privilege to acknowledge, here, the direction and 
guidance from Professor GanaPpaTHy Iyer, during the preparation of this 


paper. 
Section 1 


Let E* c E’ satisfy the following two properties: 

(i) For each e + 0 in E, there exists e* ¢ Z* such that ¢e, e*) + 0; 

(ii) For each e* + 0 in E£*, there exists e ¢ Z such that <e, e*) + 0. 

Let F* be similarly defined in relation to F’. The coarsest topology on E 
for which all the linear functionals e+ <e, e*) are continuous, is called the 
weak topology on £ and is denoted by o(£, £*). The coarsest topology on E* 
for which all the linear functionals e* + ¢e, e*) are continuous is called the 
weak* topology on E* and is denoted by o(#*, Z). Similarly we define o(F, F*) 
and o(F*, F). The terms “weakly dense”’, “weakly closed’’, ““weak continuity”’, 
etc. will mean “dense in the weak topology”, “closed in the weak topology”’, 
“continuity with respect to the weak topologies” respectively. An analogous 
remark applies for weak* topologies. 

Let T be a weak-continuous linear operator from EZ to F. The property 
of T being weak-continuous, we know, (c.f. BourBaki [1], Ch. IV, § 4, Prop. 1) 
is equivalent to the existence of a linear operator 7* of F* into Z* such that 
<T (e), f*> = <e, T*(f*)> for all e < E and f*¢ F*. In other words, for every 
{* « F*, there is an e* ¢ E* such that 7*/* = e* uniquely. The linear operator 
defined thus is called the adjoint operator of 7’. We also know ({1], Ch. IV, § 4, 
Prop. 6) that 7* is weak*-continuous. We shall consider the following three 
possibilities for R(7'): 

I: R(T)=F. 

II: R(T) is weakly dense in F, but R(7') + F. 

III: R(T) is not weakly dense in F. 

We shall also take into account the following three possibilities for the 
inverse T-! of 7: 


1: 7-! exists and is weak-continuous. 

2: T-* exists but is not weak-continuous. 

3: T-! does not exist at all. 

We say that 7' is in the state I, or T ¢ I, whenever possibility I occurs for 
R(T). and possibility 1 occurs for 7-1; and so on. We thus have nine states 
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for 7’, namely, I,, I,, I;, II, . . ., II. The adjoint 7*, considered as a weak*- 
continuous linear operator from F* to Z£*, can also have nine states in an 
analogous manner. We remark that the three possibilities for R(7'*) and the 
continuity of the inverse (7'*)-! are in relation to the weak* topologies of F* 
and £*. For example, 7*<¢ II, will mean that R(7*) is weak* dense in E*, 
but R(7'*) + E£* and that (7'*)-! exists, but is not weak*-continuous from F* 
to #*. Thus, for a given pair (7, 7*), we have 81 possibilities of occurrence. 
These will be called the “states” of the pair (7', T*). (7, T’*) is said to be in 
state (I,, II,) if T ¢ 1, and 7*« II,. 

We begin with the following two theorems from Boursaki ({1], Ch. IV, 
§ 4, Props. 3 and 5): 

Theorem A. R(7') is weakly dense in F if and only if (T*)-' exists. 

Theorem B. R(7) = F if and only if (T*)-* exists and is weak*-continuous. 


Starting from HZ*, endowed with the weak* topology a(#*, £), we see that 
its topological dual is just Z and the coarsest topology on EZ for which all the 
linear functionals e - <e, e*)) are continuous, is precisely the weak topology 
o(E, E*) on E. This property of duality between Z and E£* and between F and 
F*, as well as the definitions of 7’ and 7*, permit us to interchange, in the 
above theorems, the roles played by EZ, F and 7 on the one hand and F*, £* 
and 7* (respectively) on the other hand. So, for each of the above theorems, 
we have, what may be called, a dual theorem, as below. 

Theorem A’. R(7'*) is weak* dense in E* if and only if T-* exists. 

Theorem B’. R(7*) = E* if and only if T-' exists and is weak-continuous. 

Before proceeding to the next theorem which we shall obtain as a conse- 
quence of Browder’s results ([2], Sec. 2) regarding continuous linear mappings 
of E into F, we shall note some definitions regarding 1. c. 1. H. s. Details may 
be found in Boursak1 [1] or in Browper [2]. If Z* is the topological dual of £Z, 
and if the Mackey topology t(Z, £*), that is, the finest topology for which 2* 
is still the topological dual of Z, coincides with the strong topology #(Z, E*), 
then £ is called a Mackey space. Every locally convex metrisable space as 
well as every barrelled space is a Mackey space (Prop. 5 and 6, Ch. IV, § 2, 
Bours! [1)}). 

E is said to be fully barrelled if every closed subspace of £ is barrelled. 
Every Fréchet space is fully barrelled; for every closed subspace of a Fréchet 
space is a Fréchet space. 

If Z is a l.c.1. H.s. and E* be its topological dual, Z is said to be fully 
complete provided that a subset of Z* is weak* closed if and only if its inter- 
section with every weak* compact subset of Z* is weak* compact. Every 
Fréchet space is fully complete ([3], p. 85). Also fully complete spaces are 
complete ((2], p. 64). 

Jf EZ is fully complete and F barrelled, every continuous linear mapping 
of E onto F is a homomorphism (([2], p. 64). This may be called the Pték Open 
Mapping Theorem. 
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E is said to satisfy condition (¢) if for every linear subspace M of E,1(M,M*) 
coincides with the topology induced on M by 1(£, F*), where E* is the topo- 
logical dual of Z. When £ is metrisable, E satisfies condition (t) ({2], pp. 63, 64). 
We now have, 


Theorem C. Let E be a fully complete Mackey space. Let F be fully barrelled. 
Let T be a weak-continuous linear mapping from E to F. Then ““T* is a weak* 
homomorphism of F* into E*”’ implies “T is a weak homomorphism of E into F’’. 
I}, in addition, F satisfies condition (t), the converse implication is also true. 

Proof. Since, when Z is a Mackey space, by Prop. 7, Cor., § 4, Ch. IV of 
BoursakI [1], every weak-continuous linear mapping from £Z to F is also 
continuous for the initial topologies, the theorem follows from the corresponding 
theorem for a linear mapping from E to F continuous for the initial topologies, 
without the Mackey space hypothesis for Z. This latter theorem is a conse- 
quence of Lemmas 2.2, 2.3, 2.4 and 2.6 of BrowpeEr ([2], pp. 68, 69). 


Section 2 


We have already explained the concept of the state of a pair (7, 7*). 
We shall now construct a “State Diagram” on the lines of the second state 
diagram of TayLor and Hatisere [8]. The 81 squares of the diagram denote 
the different states of the pair(7',7*). 
A square is crossed out by its dia- 
gonals if the corresponding state for 
(7, T*) is impossible by virtue of the 
theorems A, B, A’ and B’. As regards 
the remaining squares, we place the 
letter C in a particular square if the 
corresponding state is impossible by 
virtue of the direct implication in 
Cc Theorem C and we place the letter 
C’ if the impossibility is due only to 
the converse implication of Theo- 
zt rem C. 

An inspection of the cancellation 
of the squares in the State Diagram 

i i 4 i, i, w @, mM, m, nsbdles us to formulate the follow- 

ing Theorem, which is the main 

Fig. 1. result of this paper: 

O ne ee Sa Theorem 1. Let E and F be two 

G: Gannot occur # a fully complete space ands 7 ¢. 1H. a. Let E* and F* be defined 

as in the beginning of Section 1. Let 

T be a weak continuous linear operator from E to F and T* be its adjoint, weak* 
continuous from F* to E*. Then, 

(a) only nine states are possible for the pair (T, T*), namely, (1,, 1,), 
(1s, I11,), (11, 11,), (11s, 111,), (111, I), (111, U5), (111s, ITs), (1, I) 
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and (II,, I,). Conversely, of these nine states, the first seven states occur even 
when E and F are Hilbert spaces; 

(b) if E and F satisfy the following combination: “E is a fully complete 
space aud a Mackey space and F is fully barrelled”, then the state (I,, II,) 
cannot occur and here, the condition that F is fully barrelled is necessary ; 

(c) if, in addition to the conditions in (b), F satisfies condition (t), the state 
(II, I,) also cannot occur and here, the condition that E is fully complete is 
necessary. - 

Since Fréchet spaces are fully complete, Mackey and fully barrelled, we 
have the following 

Corollary. Jf E and F are Frechet spaces, T and T* are defined as above, 
then seven and only seven states occur for the pair (T, T*), viz., the first seven 
in the above list. 

Proof of Theorem 1. The Theorem is, in a sense, a description of the State 
Diagram. The cancellations of the squares in the Diagram are justified by the 
Theorems of Section 1 and so the statements concerning non-occurrences of 
states stand proved. The proof of the Theorem will now be complete if we can 
justify the non-cancellation of the 9 squares remaining. This will be done by 
offering examples to show that these 9 states do occur, the first seven of them 
even, when £ and F are Hilbert spaces. The examples for these seven states 
are the same as the first seven examples in the paper of TayLor and Hatt- 
BERG [8]. We have only to note that every continuous linear operator is also 
a weak continuous linear operator and that strongly dense subsets are also 
weakly dense. It therefore only remains to prove the converse parts of (b) 
and (c)-of the theorem by offering examples for the two states (II,, I,) and 
(I,, II,) from general |. c. 1. H.s., which fail to satisfy the combinations as 
suggested. This we propose to do in the next section. 


Section 3 

Our examples will be from the linear space C of entire functions and a 
subspace C(1, 0) of it. The principle is to take a pair of spaces Z and F, with 
certain initial topologies, take the set of continuous linear functionals on them 
and form the weak topologies. It is in these weak topologies that we consider 
the transformation 7' and the state of the pair (7', 7*). But the intrinsic 
properties of the spaces, like that of being fully complete, Mackey, etc. referred 
to in the Theorem, are with reference to the initial topologies of Z and F. 

The class C of entire functions has been elaborately discussed as a topological 
space in ({4], [5]). We shall note some terminology and results relevant to our 
purpose. 

The class C of all entire functions is clearly a linear space. Let {e,} always 


stand for the fundamental basis ¢, = 2", n= 0,1,2,.... Then OC consists 
precisely of the elements « = >” a,¢,, where (a,) satisfies the property 

n=0 
(3.1) lim |a,/)/"= 0. 


n—> 
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A metric in C is 


||a||| = upper bound {| ap), |a,|'/", n = 1}. 
This metric topology on C is denoted by I’ and is equivalent to the topology 
of uniform convergence on compact subsets of the complex field ([4], p. 18). 
We can also obtain J" as the lattice product of normed topologies ["(R)’s as 
R — co, ‘the norm in each of these being 


ja; Rl =X |a,|Re. 
n=0 


Tis a Fréchet space ([4], p. 16; [5], p. 87) as well as a Montel space ([(7], Th. 7). 
The topological dual of I’ consists precisely of sequences a* = (¢9,¢;,...,C,,---) 
which satisfy the property 

(3.2) lim sup |c,|*/* < co 


n—-o 


and a* (a) = )° c,a,. The set of all such «*’s will be denoted by C*. 
n=0 


oo | 
The numbers | " c,a,|, for all sequences (c,) with the property (3.2), form 


n=0 | 


a family of seminorms determining the weak topology a(C, C*) on C. The. 
co | 
numbers |  cya,!, for all sequences (a,.) with the property (3.1), form a family 
| 


n=0 
of seminorms determining the weak* topology a(C*, C) on C*. 
"For the purpose of our examples, we shall consider the space C(1, 0), with 
the metric topology induced on it by J. We shall call this the topology C (1, 0). 
Evidently this is not complete and so not also fully complete. The elements 
a = »' a, e, € C(1, 0) are characterised by the property 
lim |a,|?/"-n = 0. 
‘The class of continuous linear functionals on C,(1, 0) is the space quotient 
of C* by the set of those of its elements which vanish over the whole of C(1, 0). 
So the weak topology on C(1, 0) is defined by the seminorms | >’ ¢,,a,|, where, 
Ca= Yn+ Vn» (Yn) and (y;,) satisfy inequalities similar to (3.2) and »” y,,a,= 0 
for all « € C(1, 0). This weak topology on C(1, 0) is however identical to the 
topology induced on C(1,0) by o(C, C*) (Prop. 8, §2, Ch. IV of [1]). With 
these remarks, we shall take up the remaining examples. 
(II,;.1,): Consider the injection mapping 7’ defined by 


T: Lanta > 2) Onen 
n=0 n=0 

from C(I, 0) to C, with the initial topologies C,(1, 0) and I’ respectively. It is 

obviously continuous for the initial topologies and so also continuous for the 

weak topologies. R(7') = C(1, 0), which is dense in J’ and so also weakly dense 

in C. The inverr » exists and is further both continuous and weak continuous. 

Thus 7'¢ II, and the State Diagram shows that 7*¢ I,. We thus have an 
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example for the occurrence of (II,, I,), when Z and F satisfy the combination: 
E is not fully complete but is a Mackey space and F is fully barrelled and 
satisfies (ft). 

(I,, I1,): Consider the linear mapping 


T: 5 dgeq > Oy + 2s en} 


n=0 
defined on C. Since |a,|*/"— 0, we have, 
lim |a,/n"|!/"-n =0. 


So T (a) € O(1, 0), where a = 3 a,e, € C. Again, every element 5’ b,,¢, € C(1,0) 
n=0 


satisfies 
(3.3) lim |b,|''"- n = 0; 


n-—> co 


so it can be written as 7'(a’) where a’ = b)+ Py b,n"e,. The relation (3.3) now 


shows that «’¢ C. Thus R(7') = C(1, 0). As initial topologies on C and C(1, 0) 
let us take and C(1, 0) respectively. 7 is continuous in these initial topologies, 
because, whenever (~,)-> 0, 7'(«,) also tends to 0, as can be seen from the 
metric in the spaces and the definition of 7’. On the other hand, the inverse, 
which surely exists, is not weak continuous, because, the sequence (e,/n") in 
C(1, 0) tends to zero in all its seminorms in the weak topology of C,(1, 0), 
whereas 7'-1(e,,/n") which is (e,,), does not tend to zero in o(C, C*), as can be 
seen by choosing the seminorm (c,) = (1, 1,...). Thus 7 ¢€ I, and, from the 
State Diagram, 7* ¢ II,. 

The mapping 7 that has been defined above, continuous in the initial 
topologies from C to C(1, 0), also enables us to observe that C(1, 0) with the 
topology C,(1, 0) is not a fully barrelled space, in fact, not even a barrelled 
space. For, by the Pték Open Mapping Theorem (c.f. Section 1), since 7’ is a 
continuous onto mapping from a fully complete space (C, with the topology J°) 
to C(1, 0) (with topology C,(1, 0)), if C-(1, 0) were barrelled, then the inverse, 
which exists, must be continuous from C(1, 0) to J. But this is not so, because, 
the sequence (e,/n") in C(1, 0) tends to zero in C,(1, 0), whereas (e,,) does not 
tend to zero in J’. 

So the above mapping 7' is an example for the occurrence of the State 
(I,, II,) for the following combination of Z and F: £ is a fully complete space 
and a Mackey space, and F satisfies (¢) but is not fully barrelled. 

The two examples that we have provided in this section complete the proof 
of Theorem 1 as stated. We conclude this Section by posing an unanswered 
question: Are all the restrictions on Z and F stated in the Theorem necessary 
for the non-occurrence of States (I,, II,) and (II,, I,) ? 


Section 4 
In this Section we collect all the implications of our State Diagram regarding 
the Spectrum of a weak continuous linear operator and its adjoint considered 
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as @ weak* continuous operator. We assume that £ is a Fréchet space and 7 
is a weak continuous linear mapping of £ into itself. Consider the states of the 
operator A— 7, where A is a scalar. We say that / is in one of the classes 
I,, I,, . . ., II];, if A— T' is in the corresponding state. We say that A € 0(7), 
the resolvent set, Co(7), the continuous spectrum, Ro(T7), the residual 
spectrum and Po(7'), the point spectrum, as in GoLDBERG ([6], p. 78). These 
definitions may also be applied to the adjoint T*. We note that (A— 7)* 
= A— T*. The assertions in the following theorem will now be immediate 
from a scrutiny of the State Diagram: 

Theorem 2. With the above notations, we have, 
(i) @(7) = e(T*) or equivalently, o(T) = o(T*). 
(ii) Po(T)c Po(T*) U Ro(T*). 
(iii) Po(T*)c Po(T) U Roa(T) 
(iv) Co(T) = Ca(T*) (v) Ro(T)c Pa(T*) and 
(vi) Ro(T*) Cc Po(T). 
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Compact Noetherian Rings 
By 
Sern WarneR*) in Princeton, New Jersey 


A noetherian ring is a commutative ring with identity which satisfies the 
ascending chain condition on ideals, or equivalently, in which every ideal is 
finitely generated. A local ring is a noetherian ring having only one maximal 
ideal ; a semi-local ring is one having only finitely many maximal ideals. Powers 
of the product of the maximal ideals of a semi-local ring form a fundamental 
system of neighborhoods of zero for a ‘‘natural’’ Hausdorff topology on the 
ring compatible with its ring structure. In § 1 we show that a compact noetherian 
domain (by definition a compact space is Hausdorff) is a local ring and that its 
given topology is the natural one. This result is extended in § 2, where it is 
shown that every compact noetherian ring is semi-local and that its given 
topology is the natural one. Certain equivalences between algebraic and 
topological properties of a semi-local ring are given in § 3, and the problem of 
extending the topology of a semi-local ring to one on subrings of its ring of 
fractions is considered. In particular, essentially algebraic necessary and 
sufficient conditions are given for a noetherian domain to be a compact open 
subring of a locally compact field. In §4 we investigate topologies of formal 
power series rings; this is motivated by I. S. Cohen’s theorem that complete 
local rings are homomorphic images of formal power series rings over integral 
domains of special type. 


1. Compact Noetherian Domains 


Our development utilizes nothing of the theory of topological groups and 
rings beyond that contained in N. Bourbaki’s exposition [3, 4], but depends 
rather on the algebraic theory of noetherian rings. In particular, we shall not 
draw on the general theory of topological rings as developed by KaPLansky and 
others. We begin with a well-known fact [7, theorem 9] whose proof, however, 
we include for completeness. 

Lemma 1. A compact ring K which algebraically is a division ring is finite. 

Proof. Suppose {0} is not a neighborhood of zero. Then ¥ = {V — {0}: V 
is a neighborhood of zero} is a filter base. Its image g(~) under the mapping 
yp: xx, +0, is also & filter base and thus has an adherent point p, 
as K is compact. Let W be a neighborhood of zero not containing 1. Let O and P 
be neighborhoods respectively of zero and p such that OP ¢ W. By [2, Theo- 
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rem 1, p. 92] there exists V ¢ Y such that g(V)C POW V+9; let rE Or V. 
Then z-'¢ o(V) ¢ P, 80 l= xz-*€ OP C¢ W, a contradiction. Thus {0} is a 
neighborhood of zero. Therefore K is a compact discrete ring and so is finite. 

Lemma 2. I/ A is a compact commutative ring with identity, every finitely 
generated ideal in A is compact. 

Proof. For any a¢€ A, Aa is the image of A under the continuous map 
x-—>za and so is compact. If a,,...,a, are generators of ideal a, then 
a = Aa,+ +++ Aa, is the sum of compact sets and so is compact. 

Lemma 3. Jf A is a compact commutative ring with identity and if m is a 
closed maximal ideal in A, then A/m is a finite field. 

Proof. With its quotient topology A/m is a Hausdorff topological ring 
as m is closed. Hence as‘A/m is the continuous image of A, A/tn is a compact 
ring which algebraically is a field as m is maximal. Thus by Lemma 1, A/m 
is finite. 

Lemma 4. Let A be a commutative ring with identity, and let a and b be 
ideals in A. If A/a and Ajb are finite [countable] and if b has a finite set of 
generators, then Ajab is finite [countable]. 

Proof. (A/ab)/(b/ab) is isomorphic to A/b. Consequently if b/ab is finite 
[countable], A/ab is the union of a finite [countable] number of finite [countable] 
sets and so is finite [countable]. It suffices, therefore, to show b/ab is finite 
[countable]. If A/a has n members, let S = {1,..., }; if A/a is countable, 
let S be the set of positive integers. Let (a,);- be a sequence of elements, one 
from each coset of a. Then A = ¥ (a,+ a). Let 6b = Ab,+-+++ Ab,,. For 


each mapping o of {1,..., m} into S, letc,= 3° a,.b;. The set of such 


lsism 
mappings is finite [countable] if S is finite [countable], and we assert that 
b = U (c,+ ab), from which we may infer that b/ab is finite [countable]. 
Letx¢b.Thenz= 3’ y,b;, where y;¢ A. Let a(j)¢ S besuch that y,;€a, (+a. 
1sigm 
Then y;= a, + t;, where t;€a. Hence r= 3" a,yyb;,+ 
lsism lsism 
Lemma 5. Let A be a compact commutative ring with identity, let m,, . . ., My, 


be finitely generated maximal ideals in A, and let s,, .. ., 8, be positive integers. 
Then m*} .. . mis is open, and A/m*. . . mis is finite. 

Proof. The latter assertion follows from Lemmas 2, 3, and 4 and induction. 
As the product of two finitely generated ideals is clearly finitely generated, 
by induction m = m{...m‘ is finitely generated and hence compact by 
Lemma 2. Therefore each coset of m is compact. Hence as A/m is finite, m is 
the complement of the union of the finite number of cosets of m distinct from m 
itself,.a compact set, and so m is open. 

If m is the unique maximal ideal of local ring A, the powers {m*},. ; of m 
form a fundamental system of neighborhoods of zero for a topology 7 , on A 
compatible with the ring structure of A. 7 , is called the natural topology of A. 

Theorem 1. I/ A is a compact noetherian domain, then A is a local ring, and 
the given topology of A is the natural topology of A. 


t;b;€ Cat ab. 








o 0 
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Proof. Let m be a maximal ideal of A. Then 0 m= {0} (10, Theorem 23, 
s 


p- 232). Therefore as each m! is closed (Lemma 2), {0} is the adherence of filter 
base {m*}, > ,. Let n be any maximal ideal in A. Then n is an open neighborhood 
of zero (Lemma 5) and so m‘¢ n for some s 2 1 [2, Theorem 1, p. 92]. As n is 
prime, therefore m ¢ n and hence m =n. Thus A is a local ring. Again as 
au m= {0}, the natural topology 7, is Hausdorff, and by Lemma 5 7, is 


weaker than the given topology 7 of A. Thus the identity mapping from 
(A, 7) onto (A, 7 4) is continuous and hence is a homeomorphism, as (A, 7) 
is compact. Therefore 7 = 7 4. 

CoHEN [6, p. 56] defines a generalized local ring to be a commutative ring 
with identity such that the set m of all non-units is a finitely generated ideal 
(and hence the unique maximal ideal) and au m= {0}. The powers {m*},>, 


of m then form a fundamental system of neighborhoods of zero for a Hausdorff 
topology on the ring compatible with its ring structure; this topology is again 
called the natural topology. 

Theorem 2. J} A is a compact generalized local ring, then A is a local ring, 
and the given topology of A is the natural topology of A. 

Proof. Let m be the ideal of non-units. By Lemma 5, m* is open for all 
s => 1. Hence the given topology of A is finer than its natural topology, so the 
two topologies coincide as the given topology is compact and the natural 
topology Hausdorff. A with its natural topology is therefore a complete 
topological ring. Hence by a theorem of Conen [6, Theorem 3, p. 61], A is a 
local ring. 

Let A be a compact principal ideal domain which is not a field, and let K 
be its field of fractions. A has a unique prime ideal (p) by Theorem 1, as every 
prime ideal in a principal ideal domain is maximal [10, Theorem 32, p. 243]. 
Consequently, every non-zero element of K is uniquely of form up* where u 
is a unit, k an integer. The valuation v(up*) = k on K induces on A its natural 
topology, which is the given compact topology by Theorem 1. As A is open 
in K, K is locally compact. Thus A is the valuation ring of a locally compact 
field whose topology is given by an integer-valued valuation. This result was 
proved by an entirely different method in [9, Theorem 7]. Compact principal 
ideal domains thus have a particularly transparent structure. 

Theorem 3. A compact Dedekind domain is a compact principal ideal domain. 

Proof. The assertion follows from Theorem | and [10, Theorem 16, p. 278, 
and Theorem 13, p. 275). 


2. Compact Noetherian Rings 


If m,, ..., m,, are all the distinct maximal ideals of a semi-local ring A and 
if m= m,m,...M,, the powers {m*},>, of m form a fundamental system of 
neighborhoods of zero for a topology 7 4 compatible with the ring structure 
of A. J, is a Hausdorff topology [5, Lemmas 1 and 2, p. 692) and is again 
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called the natural topology of A. By a proper ideal of a ring A, we mean any 
ideal strictly contained in A. 

Lemma 6. I/ p is a proper prime ideal in compact noetherian ring A, then p 
is contained in only one maximal ideal. 

Proof. p is closed by Lemma 2, so A/p is Hausdorff and hence a compact 
noetherian domain. By Theorem 1, A/p has only one maximal ideal, which is of 
form m/p where m is a maximal ideal of A containing p. If n is any maximal 
ideal containing p, then n/p = m/p, so n = m as both contain p. 

Theorem 4. A compact noetherian ring A is semi-local, and its given topology 
ts the natural topology of A. 

- Proof. Let {0} = q,\++-+\q, be @ primary decomposition of {0}, let p, 
be the radical of q,;; since p, is proper, p, is contained in a unique maximal 
ideal m,; by Lemma 6. If m is any maximal ideal of A, then m 2 p, for some + 
[10, Theorem 7, p. 211], whence m = m,. Thus A is semi-local. By Lemma 5, 
7 , is weaker than the given topology 7. Hence as 7 , is Hausdorff and as the 
identity mapping from (A, 7) onto (A, 7,) is continuous, it is a homeo- 
morphism since (A, 7) is compact. Therefore 7 = 7 ,. 

Theorem 5. A compact noetherian ring A is the Cartesian product of a 
finite number of compact local rings, the topology of each being its natural topology. 

Proof. By Theorem 4, A is semi-local and its topology is the natural 
topology 7 ,. Consequently, A is a complete ring and therefore, by a theorem 
of CHEvALLEY [5, Proposition 2, p. 693] is the direct sum of ideals (a); <;<» 
where each 4; is a local ring. By Lemma 2, each a; is compact and (by Theorem4, 
or as seen directly) the topology it inherits from A is its natural topology. 
The canonical algebraic isomorphism from the Cartesian product of (4;))<i<n 
onto A is one-to-one and continuous and hence is a homeomorphism, as the 
Cartesian product is compact. Thus A is isomorphic as a topological ring to the 
Cartesian product of (4;);<i<n- 

A primary ring is a commutative ring with identity which has only one 
proper prime ideal. 

Theorem 6. Ij A is a compact commutative ring with identity which satisfies 
the descending chain condition on ideals, then A is finite. In particular, every 
compact noetherian primary ring is finite. 

Proof. By [10, Theorem 3, p. 205], A is the direct sum of ideals which, 
as rings, are noetherian primary rings. Each ideal is compact, so it suffices 
to show that a compact noetherian primary ring B is finite. If m is the proper 
prime ideal of B, m is nilpotent [10, p. 204]. Hence the natural topology of B, 
which is the given topology of B by Theorem 4, is discrete. Therefore B is a 
compact discrete ring and so is finite. 

Corollary. A compact principal ideal ring A is the Cartesian product of a 
finite number of compact principal ideal domains and a finite number of finite, 
primary, principal ideal rings. 

Proof. A is the direct sum of a finite number of ideals, each of which, as a 
ring, is either a principal ideal domain or a primary principal ideal ring [10, 
Theorem 33, p. 245]. As every ideal is compact, it follows as in the proof of 








Compact Noetherian Rings 165 


Theorem 5 that A is isomorphic as a topological ring to their Cartesian product ; 
by Theorem 6, each of the primary principal ideal rings is finite. 


3. The Topology of Semi-local Rings 


A semi-local ring with its natural topology is metriza»le, and the open 
ideals form a fundamental system of neighborhoods of zero. We give algebraic 
conditions equivalent to total boundedness and separability. 

Theorem 7. Let m,,...,m,, be the distinct maximal ideals of a semi-local 
ring A, equipped with its natural topology. (1) A is totally bounded if and only 
if A/m, ts a finite field for 1 <= i s n. Therefore A is compact if and only if A 
is complete and A/m, is a finite field, for 1 < is n. (2) A is separable if and 
only if A/m, is a countable field for 1 < i < n. 

Proof. (1) Necessity. If A is the completion of A and Mi, the closure in A 
of m,, then A/ifi, is isomorphic to A/m, [4, Corollary 1, p. 58]. Thus A/ii, is a 
field, so ii; is a maximal ideal. But A is compact by hypothesis, so A/iMi, is a 
compact ring which algebraically is a field. Hence by Lemma 1, A/ifi, and so 
also A/m, are finite. Sufficiency: Let m= m,...m,. By Lemma 4, A/m* is 
finite for all s2 1. Consequently there exist a,,...,a, such that 


A = ¥ » (a,+ m*). As {m*},>, is a fundamental system of neighborhoods of 
Pp 
zero, therefore A is totally bounded. (2) Necessity: As m, is open, the cosets 


of m, form a disjoint family of open sets whose union is A. Therefore as A is 
separable, the family is countable, i.e., A/m, is countable. Sufficiency: Let 
m= m,...m,. By Lemma 4, A/m* is countable for all s > 1. The cosets of m* 
are thus countable in number; as the collection of all cosets of all the ideals m* 
for s > | is a base for the open sets, A is therefore separable. 

Let A be a semi-local ring equipped with its natural topology, let S be a 
subsemigroup of the multiplicative semigroup {z + 0 : x is not a divisor of zero}, 
and let Ag be the subring of the full ring of fractions of A consisting of all 
elements of form 2/y where x ¢ A, y € S. When is the natural topology of A 
the restriction to A of a topology on A, compatible with its ring structure ? 
A, may be semi-local, but if so its natural topology may induce on A a topology 
strictly finer than the natural topology of A. Indeed, if A is a semi-local 
integral domain, its natural topology is discrete if and only if A is a field; 
consequently if A is not a field, the natural topology of its field of fractions 
induces on A a topology strictly finer than the natural topology of A. On the 
other hand, we have seen that if K is the field of fractions of a compact principal 
ideal domain A, there is a topology on K which is compatible with its field 
structure and for which A is an open subset (remark following Theorem 2). 
The general problem admits an easy solution if we require in addition that A 
be open in Ag: 

Theorem 8. Let A be a semi-local ring, S a subsemigroup of the multiplicative 
semigroup of non-divisors of zero, Ag= {x/y: x € A, y € S}. There is a topology 
on A, compatible with its ring structure, inducing on A its natural topology, and 
for which A is open if and only if every proper prime ideal of A intersecting S is 
12* 
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maximal. If such a topology exists, it is unique, the set of elements invertible in Ag 
is open, and x -> x is continuous on that set. 

Proof. Necessity: Let p be a prime ideal of A intersecting S, and let 
a¢po 8. As a is invertible in Ag, > xa is a homeomorphism and, in par- 
ticular, is an open mapping of A, onto A,g. Therefore as A is open in Ag, Aa is 
open. Let m,,...,m, be the distinct maximal ideals of A; for some s 2 1 
we have m{...mi,¢ AaCp, whence m, Cp and thus m,=p for some i, 
as p is prime. Sufficiency: Let m = m, . . . m,. If A is to be open for a topology 
on A, compatible with its ring structure and inducing on A its natural topology, 
{m*},> must be a fundamental system of neighborhoods of zero in Ax. Thus, 
if such a topology exists, it is unique. To show that {m*},~ , is indeed a funda- 
mental system of neighborhoods of zero for a compatible topology on Ag, 
it suffices to show that for any a ¢ A, b € S, and any n = 1, there exists s > 1 
such that (a/b)m* ¢ m*. Let Ab = q,\-++7\ q, be a primary decomposition 
of ideal A b, and let p,; be the radical of q;. As each p, is maximal, p,™\--+7\p, 2 m. 
As m is contained in the radical of Ab, for some r => 1 we have m’ ¢ Ab [10, 
p. 200], whence Ab is open and m"™+"¢ m"(Ab). Let s = r + n, and suppose 
zém*cm"(Ab). Then x= 3’ y,t;b where y,¢m", t,¢ A. Hence (a/b)x 
= »' y,t,a € m*. Assume now such a topology exists; we shall prove that the 
set of invertible elements in A, is open and that x — z~! is continuous on that 
set. We may assume S contains the set G of all invertible elements of A, for 
S - Gis a semigroup containing S, and Ax.g= Ag. We first show that for a € S, 
the invertible elements of A, form a neighborhood of a and x z~' is cun- 
tinuous at a: Let H = {h = 0: for every n-tuple (p,, ..., p,) of non-negative 
integers such that p,+ +--+ p,=h, a ¢ m®... m2} (we define m? to be A, 
of course). Suppose H = 9. Then for every h = 0 there exist p,,,,..-, Pa.n 
such that p,..+°**+ Pran=A and a¢m™:...m*. Then for some k, 
{Pa,x}az1 18 unbounded, whence ac 0 me. By the Intersection Theorem [8, 


Theorem 1, p. 49] a = ca for some c € m,. As c € my, c+ 1, 80 @ is a zero- 
divisor, a contradiction of our assumption a ¢ S. Thus H + 9. Let k be the 
smallest integer in H. Clearly k > 0, and by definition of H there exist t,,...,t, 
such that t,+---+t,+ 1=kanda¢m*...m’y. Now a*¢ S, so as we saw 
above, Aa? is open. Let r be such that m* C Aa®. Given n, let s = max{r + n, 
t,+ 1,...,t,+ 1}. We shall show that «— a € m* implies z is invertible in Ax, 
and a~'— z-1€ m*. Suppose —aé¢m*. Then x—aé€m*Cm’C Aa®¢ Aa, 
so ~€ Aa. Let x= 2za,26¢€ A. If for some i, z€m,, then x = za¢ 
em?...miét+?...me and e—aem*Cm*!... met!) so a= 2— 
—(x—a)em...mi*+!...m® and t,+ --++ (#;+ 1) +-+-++t,=&, a con- 
tradiction. Hence z does not belong to any maximal ideal of A, so z is invertible 
in A; further, as a € S, 2 = za is invertible in Ay. As x — a € m™*+"¢ m"-(Aa?), 
z—a= » y,t,a* where y,¢ m", t;¢ A. Therefore a~!\— 2-!= (x— a)a-*z"! 
= D y,t;z-'¢ m". For the general case, let a = b/c where b,c ¢ S. Given n, 
let s be such that x— b € m®* implies z is invertible in As and b-'— 2-'€ m". 
Then if y—aé.n*, we have c(y—a)=cy—b¢€cm* Cm’, whence cy is 
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invertible in A, and (ca)-'— (cy)-!€ m"; therefore y = c—'(cy) is invertible 
in Ag and a~!— y~!= ¢((ca)-?— (cy)-") € em" ¢ m*. Thus the set of elements 
invertible in A, is a neighborhood of a, and z > 2~' is continuous at a. 

Corollary. Let A be a semi-local domain of integrity, K its field of fractions. 
There is a topology on K which is compatible with its field structure, inducing on A 
its natural topology, and for which A is an open set if and only if every prime 
ideal in A other than A or {0} is maximal. 

The dimension of a local domain is the length of the longest possible as- 
cending chain of non-zero proper prime ideals [8, p. 57, 63]. By the Corollary, 
the topology of a local domain A can be extended to its field of quotients K 
so that A is open in K if and only if dimA < 1. 

Theorem 9. Let A be a topological noetherian integral domain. A is a compact 
open subring of a locally compact field if and only if A is a complete local ring 
of dimension <= 1 whose residue field is finite. 

Proof. Necessity: Let K’ ¢ K be the field of fractions of A. As A is a 
compact open set in K’, K’ is locally compact. Therefore the properties of A 
follow from Theorems | and 7 and the preceding remark. The condition is also 
sufficient for the same reasons. 

In the following section we shall see that there are compact noetherian 
domains of arbitrarily high dimension. 


4. Formal Power Series Rings 

Throughout, A is a commutative ring with identity. If a is an ideal in A, 
we denote by a, the ideal in A [[X,, . . ., X,}], the ring of formal power series 
in p variables over A, consisting of all power series whose constant terms 
belong to a (we identify A with the constant terms of A [[X,, . . ., X,]]). 

Lemma 7. Let B= A[[X,,..., X,]]. (1) For any ideal a of A, A/a is iso- 
morphic to B/a,. (2) m —> m, ts a one-to-one mapping of the set of maximal ideals 
in A onto the set of maximal ideals in B. (3) For any ideal a in A and any 8 2 1, 
aj, is the set of power series the coefficients of whose terms of total degree k belong 
to a*-* for 0 < k < s—1. (4) A és noetherian [local, semi-local] if and only 
if Bis. 

Proof. (1) is obvious, and (3) is proved by an easy inductive argument. 
(2) The constant terms of any proper ideal 6 in B form a proper ideal in A, 
for if 1 were the constant term of power series u ¢b, u would be invertible 
[1, Proposition 4, p. 59]. Consequently, if m is maximal, so is m,, and every 
proper ideal of B is contained in some m,. (4) A well-known theorem asserts 
that if A is noetherian, so is B [5, Lemma 8, p. 696; 8, Theorem 3, p. 89]. 
Conversely, if a, € a, ¢ - «+ is an ascending chain of ideals in A, a,,,¢ a3,,¢°°" 
is an ascending chain in B, and a,,,= a,,, implies a,= a;. By (2), B is local 
[semi-local] if and only if A is. 

Theorem 10. Let A be a semi-local ring, let B= A[[{X,,..., X,]], and let 
both rings be equipped with their natural topologies. (1) The topology induced 
on A as a subset of B is the natural topology of A. (2) A is closed in B. (3) B is 
complete if and only if A is complete. 
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Proof. Let m,,...,m, be the maximal ideals of A; by Lemma 7, 
My, »>---»™M,,, are the maximal ideals of B. Clearly (m,...m,), 2 ™,,5---M,, »» 
so (mM, . . . M,)§ is a neighborhood of zero in B for all s > 1. On the other hand, 
it is easy to see by (3) of Lemma 7 that m,,,...m,,, 2 (m, ...m,)5, whence 
(m,,5---M,,,)* 2 (m,...m,)>* for all s > 1. Therefore, if m= m,...m,, 
then (m5),>; is a fundamental system of neighborhoods of zero for the natural 
topology of B. (1) As mj}, A = m’, B induces on A the natural topology of A. 
Next, let u= Day, n,Xy'--- Xp and v= DB, n, XT... Xz». To 
prove (2) and (3) we make the following observation, a consequence of (3) of 
Lemma 7: Given r and k, if m,+-+--+m,=r, then v—ué¢m‘*" implies 
Bm, ....m,— %m,...m, © ™*. (2) We shall show that the set of non-constant 
power series is open. Letu= 3) a, »,X7'... Xp besuch that a, m, + 0 
where m,+ +++ + m,=r> 0. Let k be such that a, _,,, ¢ m*. Then for all 
v¢€u+m*’, v is not a constant power series by the preceding observation. 
Hence A is closed. (3) As A is closed in B, the condition is necessary. Sufficiency : 
Let (u;);>, be a Cauchy sequence in B, where uj;= 3) aj. n,n, Xt... Xf. 


Given (m,,...,m,) and k, let r= m,+ +--+ m,; then if h = j, and i = jy 
imply u,— u,;€ m*+*, we infer from the preceding observation that h = j, and 
#2 jo imply &. m,...m,— %i; m,...m,€™*. Hence for each (m,,...,m,) 


the sequence (4;; m,__.m,)j21 i8 Cauchy in A. Let By, im, = lima: mn, m,> 
and let u= >’ B,,.. .n, XT". - - X}. Given s, let j, be such that A = j, implies 
Oh: m,...mp— Bm, ...m, © ™* for all (m,,...,m,) such that m, +--+ +m, <s. 
Then by (3) of Lemma 7, h = j, implies u,— u € m}. Thus limu, = wu. 

Theorem 11. Let A be a semi-local ring, let B = A[[X,,..., X,]], and let 
both rings be equipped with their natural topologies. B is compact (totally bounded, 
separable] if and only if A is. 

Proof. The assertion follows from Theorem 7, (1) and (2) of Lemma 7, 
and (3) of Theorem 10. 

If A is any commutative ring with identity, one may define a topology on 
B= A[[X,,...,X,]] which makes B a topological ring by taking (a,),,~; 
as a fundamental system of neighborhoods of zero, where a,, is the ideal of all 
power series of order > n [1, p. 65]. This topology we shall call the power series 
topology on B. With the power series topology, B is a complete metrizable ring. 

Theorem 12. Let B= A[[X,,..., X,]] be equipped with the power series 
topology. (1) The following are equivalent: (a) B is compact; (b) B is locally 
compact ; (c) A is finite. (2) B is separable if and only if A is countable. 

Proof. Let a, be the ideal of power series of order = n. a, is both open and 
closed. (1) We show first (b) implies (c). As B is locally compact, a, is compact 
for some n. For u € B let u, -be the homogeneous part of degree k of u. The 


mapping >’ u,— u,, is a homomorphism of the additive group a, onto the 
kon 


additive group of homogeneous polynomials of degree n, and its kernel is 
clearly a,,,,. Thus if A were infinite, a,/a,,, would be infinite, and thus a, 
would be the union of an infinite family of mutually disjoint open sets (the 
cosets in a,, of a, ,,), contradicting the compactness of a,. Therefore A is finite. 
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(c) implies (a): As B is complete, it suffices to show B is totally bounded. For 
any n, the additive group B/a, is clearly isomorphic to the additive group of 
polynomials of degree = n— 1, a finite group as A is finite. Thus for any n, 
B is the union of finitely many cosets of a,, so B is totally bounded. (2) Neces- 
sity. The power series topology of B induces.on A the discrete topology. Hence 
as Bis separable, A is a separable discrete space and so is countable. Sufficiency : 
As in (1), B/a,, is countable for all n > 1. The collection of all the cosets of all a,, 
for n => 1 is a base for the open sets of B; as this collection is countable, B is 
separable. 

Theorem 13. Let A be a semi-local ring, let m be the product of its maximal 
ideals, and let B = A[[X,,..., X,]]. The natural topology of B is weaker than 
the power series topology of B. The two topologies coincide if and only if m is a 
nilpotent ideal; in particular, they coincide if A is a field. 

Proof. By (3) of Lemma 7, mj 2 a,, from which the first assertion follows. 
If the two topologies coincide, the natural topology of A is discrete, i.e., m*= {0} 
for some s 2 1. Conversely, if m*= {0}, then a, 2 m}** for all » by (3) of 
Lemma 7, so the power series topology is weaker than the natural topology. 

If £ is a finite field, the natural and formal power series topologies on 
A,,= t[[X,, ..., X,]] coincide and convert A, into a compact noetherian 
integra! domain (Theorems 12 and 13). By [8, Theorem 4, p. 72], the dimension 
of A,, is n. Hence by Theorem 9, there is a topology on the field of fractions 
of A,, compatible with its field structure, inducing on A its natural topology, 
and for which A,, is open, if and only if n = 1. 

I. 8. Conn [6, p. 79] defines a v-ring to be the valuation ring of a complete 
topological field whose topology is given by an integer-valued valuation (every 
field is a v-ring, for its discrete topology is defined by the trivial valuation). 
In our discussion following Theorem 2, we saw that the compact v-rings are 
precisely the compact principal ideal domains. Cohen’s fundamental structure 
theorems [6, Theorems 9 and 12] may be combined as follows: Let A be a 
complete local ring, ¢ its residue field, p the number of elements in a minimal 
set of generators for its maximal ideal. Then A is a homomorphic image of 
B([X,, ...,X,]] where B is a v-ring whose residue field is f and which, if A 
and ¢ have the same characteristic, is ¢ itself. Specializing this theorem to 
compact local rings, we obtain: 

Theorem 14. Let A be a compact local ring, t its residue field, p the number 
of elements in a minimal set of generators for its maximal ideal. Then A is 
isomorphic as a topological ring to B[[X,,..., X,]]/a, equipped with its natural 
topology, where a is an ideal in B[[X,,..., X,]], and where B is a compact 
principal ideal domain whose residue field is t and which, if A and t have the 
same characteristic, is the finite field t itself. Conversely, if B is a compact principal 
ideal domain, B([X,,...,X,]]/a, equipped with its natural topology, is a 
compact local ring for any proper ideal a of B[[X,, . . ., X,]]. 

Proof. If A is compact, then f is a finite field by Lemma 3, whence, as the 
v-ring B of Cohen’s theorem is complete, B is also compact by (1) of Theorem 7. 
The first assertion therefore follows from Cohen’s theorem, for the topology of 
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a compact local ring is its natural topology (Theorem 4), and any algebraic 
isomorphism between two local rings is clearly a homeomorphism when they 
are naturally topologized. Conversely, if B is a compact principal ideal domain, 
B[[X,, ..., X,]], equipped with its natural topology, is a compact local ring 
(Theorem 11). Any proper ideal a in B[[X,,...,X,]] is therefore closed 
(Lemma 2), so B[[X,, ..., X,]]/a is a Hausdorff and hence a compact local 
ring; thus the quotient topology of B[[X,, ..., X,]]/a is its natural topology 
(Theorem 4). 
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Concepts of order and rank on a complex space, 
and a condition for normality 
By 
SHREERAM ABHYANKAR*) in Baltimore, Maryland 


§ 1. Introduction 


K. Oxa has proved a lemma to the effect that if a complex space X is a 
hypersurface in a domain in a complex number space then X is normal if and 
only if the singular locus of X is of dimension at least two less than the di- 
mension of X*). We generalize this from the hypersurface case to the case of 
a complete intersection (12.3); we do not presuppose the hypersurface case 
which then follows as a corollary. Contrary to Oka’s, our proof is relatively 
algebraic. For an analytic set V in any complex space X and a point p of V 
at which V is irreducible, we introduce the quotient ring R(p, V, X) of V on X 
at p. By means of this local ring, for a finite set A of holomorphic functions 
on X we introduce the concept of rnk,, y, yA (§ 6) and show that it is upper 
semicontinuous on V (7.2). We also show that if V is not contained in the 
singular locus of X at p then R(p, V, X) is a regular local ring (9.2). Together 
with some purely algebraic properties of local rings, these two results then yield the 
said generalization of Oka’s lemma"). In § 12 we also make some other inci 
dental remarks on complete intersections in analytic geometry (12.4) and 
algebraic geometry (12.5). 

It seemed to us of interest to study this concept of rank further than was 
necessary for the above two purposes and also to study related concepts of 
order and embedding dimension. In this connection we prove that if V is 
irreducible then the “rank” and “embedding dimension” remain invariant 
as p varies on V (11.1, 11.2); and under the additional assumption that V is 
not contained in the singular locus of X, so does “order” (11.3). We also show that 
V is not contained in the singular locus of X, if and only if, R(p, V, X) is regular 


*) This work was supported in part by an Alfred P. Sloan Foundation Research 
Fellowship. 

1) Lemma 1 on page 261 in: K. Oxa, “Sur les fonctions analytique de plusieurs 
variables VIII”, J. Math. Soc. (Japan) 3, (1951). In the proof of this lemma, Oka uses 
H. Cartan’s theorem on three annuli. 

14) After this paper was written, it was brought to my attention that W. Tamm has, 
in the following two recent papers in these Annalen, given a proof of this generalization of 
Oka’s lemma by an entirely different method than ours: ,,Uber Moduln und Ideale von 
holomorphen Funktionen mehrerer Variablen“, vol. 139, pp. 1—13 (1959); and ,,Unter- 
suchungen iiber das Spurproblem von holomorphen Funktionen auf analytischen Mengen“, 
vol. 189, pp. 95—114 (1959). 
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for any p € V (9.3). As an application of (9.3), in (9.4) we give alternative proofs 
of the known results to the effect that the singular locus of a complex space 
is analytic and for a normal space it is at least of codimension two. Further 
questions are discussed in (10.2) and § 11. In general we have been motivated 
by corresponding situations in algebraic geometry. 

Since our results deal with analytic geometry, to make the paper easily 
understandable to an interested reader, in § 2, § 3 and § 4 we have spelled out 
rather explicitly some elementary algebraic observations concerning local rings. 
Also we have tried to separate out the material necessary for the proof of the 
generalization of Oka’s lemma; this material is: the preliminary sections § 2 
to § 6 omitting all reference to “‘order’’ and then 7.2, 9.1, 9.2, and § 12. 

In an Appendix (§ 13) we shall give an elementary proof (without using 
homological algebra) of the regularity of quotient rings of (formal or convergent) 
power series rings over an (respectively : abstract or complete nondiscrete valued) 
perfect infinite field. 


My thanks are due to Professor R. RemMErRtT and Professor J. P. Serre for valuable 
discussions. 


§ 2. Algebraic conventions and notations 


By a ring we shall always mean a commutative ring with identity. By a 
proper ideal we shall mean an ideal different from the unit ideal. By an integral 
domain we shall mean a ring without zero divisors. By a local ring R we shall 
mean a noetherian ring having a unique maximal ideal M; we shall express 
this by saying that (R, M) is a local ring; a set of generators of M (as an ideal 
in 2) from which no element can be omitted will be called a minimal set of 
generators of M. For a nonempty set A in a ring H, we shall denote by AH 
the ideal in H generated by A. A ring, which is integrally closed in its total 
quotient ring, will be said to be normal. We note that if a local ring is normal 
then it is an integral domain. 

In the rest of this section, H will denote a noetherian ring. For a proper prime 
ideal P in H, by definition 


dim, P = maxe such that there exist distinct prime ideals 
P,,...,P,in H forwhich PCP,cP,::-cP, 
and 
dimdft, P = maxe such that there exist distinct prime ideals 


P,,.,-,P,in H forwhich P,c P,c -:: P,c P*). 


For a proper ideal A in H, a normal decomposition of A (in H) is a decomposition 
A=Q,-++ Q, from which no Q,; can be omitted and where Q,,..., Q, 
are primary ideals in H whose associated prime ideals P,,..., P, are all 
a *) dimdft = dimensiondefect. This is Krull’s original term and is sometimes called the 
“rank”. We prefer to use Krull’s original term partly because we wish to reserve the term 
“rank” for a different concept (§ 3) which is related to the usual notion of “Jacobian rank” 
(see proof of 9.3). 
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distinct; P,,..., P, are uniquely determined by A and they will be called 
the associated prime ideals of A; each P, which is not contained in any P, 
(j+ #) is called an associated minimal prime ideal of A; furthermore by 
definition 
dim, A = maxdim, P; and dimdft,A = min dimdft, P, ; 
note that 
dim, A = maxe such that there exist distinct prime ideals 
P,,...,P,in H forwhich AC P,cP,c:::cP,. 
For a local ring (R, M), by definition 
dim R = dimdftzM = dim z{0} ; 
observe that for any proper ideal A in R we have 

(2.1) dim R/A = dimgA. 

Let P be a proper prime ideal in H. Let {0} = Q, +--+ 7 Q, be a normal 
decomposition of {0}, labelled so that for the associated prime ideals P,,..., P, 
of Q,,..., Q, we have P> P;forj=1,...,hand PD P;forj=h+1,...,k. 
Then Q,%-++ Q, depends only on P. Q,\-+*7\ Q, will be called the 
isolated P-component of {0} in H and will be denoted by J[P)*). Let f be the 
natural epimorphism H + $ = H/J[P]. Then the complement of /(P) in 9 
is multiplicatively closed and contains no zerodivisor of §, and hence we can 
consider the ring of all elements of the total ring of quotients of § which can 
be written as a/b with a, b € 9, b ¢ f(P). This ring will be called the quotient 
ring of H with respect to P and will be denoted by Hp. For any nonempty 
subset B of H we shall sometimes write BH p for {(B)Hp. Note that (Hp, PH p) 
is a local ring‘). 

Again let P be a proper prime ideal in H and let A be an ideal in H con- 
tained in P. Let R= Hp, R*= R/AR, H = H/A, P= P/A, R=Hp. Let 
f:H+9=H/J(P), g9:R—> Rt, h: H-+H, f:H+$=H/J([P) be natural 
epimorphisms. Define F : R* + R as follows: Let a* ¢ R* be given. Take a ¢ R 
such that g(a) = a*. We can write a = b/c with b, c € 9, ¢ ¢ /(P). Take b,c €H 
such that {(b) = b, f(c) = c. Then c ¢ P. Hence h(b), h(c) € H, h(c) ¢ P. There- 
fore fh(b)/fh(c) ¢ R. Define F (a*) = {h(b)/fh(c). Let a,¢ R such that g(a,)=a*; 
let 6,,¢,€ , & ¢/(P) such that a,= 6,/¢,; let b,,c,¢ H such that /(6,) = 6, 
f(c,) = ¢,. Then g(a) — g(a,) = a*— a* = 0. Hence (b¢,— 6, c)/eqq= a— a, € AR. 
Also Ac P implies that {(A)c f(P) and hence AR 1 § = f(A) RA 9 = f(A). 
Therefore b6c,— b,c € f(A), ie, be,— be € A. Hence fh(b) fh(c,) — 
— fh(b,) fh(c) = 0. Also fh(c), fh(c,)¢f(P) and hence fh(c) fh(c) ¢7(P). 
Therefore fh(b)/fh(c) = fh(b,) fh(c,). Thus F(a*) is uniquely determined by a*. 
Next, given ui € R, write ii = 3/ with d, D ¢ §, w ¢ f(P). Take a 0 Cr aoe 
that /(o) = 0, {(@) = WD. Then w ¢ P. Take u, v € H such that h(v) = 3, A(w) = 
%) In the notation J[P] we do not explicitly refer to the containing ring H since this 
will always be clear from the context. 

*) For basic properties of quotient rings which we shall tacitly use, we refer to 
Chapter II in: D. G. Nortucort, “Ideal Theory”. Cambridge 1953. 
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Then w ¢ P. Hence g({f(v)/f(w)) € R*. It is clear that F (g(f(v)/f (w))) = U. There- 
fore g({(v)/f(w)) is uniquely determined by ii, and defining F (i) = g(f(v)/f(w)) 
we get FF = identity on R. Finally, it is easily verified that F is a homomorphism 
of R* into R. Thus we conclude with 

(2.2) F is an isomorphism of R* onto R, and F = F-}. F and F will be called 
natural isomorphisms. 


§ 3. Order and rank in local rings 
Let (R, M) be a local ring. For any nonempty subset A of R we define 


ordgA = maxe such that AC M*. 


We note the following: ordg A R = ordgA; ordpA = oo, if and only if, A = {0}; 
ord, A = 0, if and only if A ¢q M. 

Next, recall that in a natural way M/M? can be considered to be a (finite 
dimensional) vector space over the field R/M; its dimension will be called the 
embedding dimension of R and will be denoted by emdimR. Recall the 
following. 


(3.1) emdim R = the number of elements in any minimal set of generators of M. 
=> dim R. 


By definition, R is regular, if and only if, emdim R = dim R. 
(3.2) If R is regular, if u,,...,u, 18 a minimal set of generators of M, if 

z= DP ay,...4,us+--ul’ where a;,...;, are elements of R at least one of 
iit+-''+i=e 

which is not in M, then ordgz = e. 

Now let A be any nonempty subset of M. Then (AR + M?)/M? is a sub- 
space of the above vector space and we define 

rnkpA = the vector space dimension of the vector space (AR + M?)/M? over 
R/M. Note that 

(3.3) emdim R = rnk, M. 

Now let 2,,...,2,;€ ACM. In accordance with the usual situation in 
vector spaces, we introduce the following terminology. We shall say that 
X,..-, £, are linearly independent mod M?, if and only if, a,2,+ +--+ a,2,¢ M? 
with a,¢ R implies that a,,...,a,;¢€ M. We shall say that 2,,..., z, generate 
A mod M?, if and only if, for each z ¢ A there exist a,,...,a,¢ R such that 
x — a@,2,—+++—a,x,€ M*. We shall say that z,,..., 2, form a basis of 
A mod M?®, if and only if, they generate A mod M? and are linearly independent 
mod M?. We observe the following. 

(3.4) For any nonempty subset A of M we have the following. A set of 
elements in A generate A mod M?, if and only if, they generate A R mod M?. 
rk, A = maximum number of elements in A which are linearly independent 
mod M?= minimum number of elements in A which generate A mod M?. [f 
rnk,A = e and if certain e elements in A are linearly independent mod M? 
then they generate A mod M?. If z,,...,z, are elements in M which are 
linearly independent mod M? then there exist elements zf, .. ., zfs in M such 
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that 2,,..., 2, 27,..-, 24« form a basis of M mod M*. rnk,A = 0, if and only 
if, ordpA >. &. 

Next, we prove the following. 

(3.5) Let A be an ideal in R with AC M. Thenrnk, A = emdim R—emdim R/A; 
and if furthermore R is regular then rnkpA4=dim R—emdim R/A sdim Rk — 
— dim R/A. 

Proof. Let u,,...,u, be a basis of A modM*. We can find elements 
v,,...,0, in M such that w,...,u,, v,,...,¥, form a basis of M mod M?, 
i.e., they form a minimal set of generators of M. Let F be the canonical epi- 
morphism R -> R = R/A. It is clear that F(v,),..., F(v,) generate F(M) and 
hence we shall be through if we show that F(v,), ..., F(v,) are linearly in- 
dependent mod F (M)*. Let b,, b.. ..;, be any elements in R such that 


» 6, F (v,) => Ph bj, ...4,F (v,)" 2 a F(v,)*. 
i=1 its +i=2 
Fix elements 6,,5;...;, in R such that F(},;)= 5, and F (b;,...;,) = By... 


and let 
a 
w= By b,F(V,)— P b;,...4, 0} + + ot. 
i=1 ito +i —2 

Then w € A. Since u,,..., u, form a basis of A mod M?, we can find elements 
a,,...,@, in R such that w— a,u,—-+++-—a,u,¢ M*. Consequently, 
—a,U,—***—a,u, + bv, + +++ + bv, € M*. Since u,,..., Up, V1,...-,U, are 
linearly independent mod M?, all the elements a,, 6, must be in M, and hence 
in particular },,...,6,¢ M and therefore 6,,...,6,¢F(M). Thus 


F(v,),..., F(v,) are linearly independent modF(M)?. 

For the rest of this section let H be a noetherian ring, let P be a proper prime 
ideal in H, let R = H,, and let M = PR. For elements in H, the concepts of 
ordp, rnkp, and generators and linear dependence and basis mod M® are to be 
meant as for the images of these elements under the natural epimorphism 
H + H/J([P). From the above observations and from elementary properties 
of quotient rings we deduce the following. 

(3.6) Let w,,..., w, be a set of generators of P and let A be a nonempty 
subset of H. Then ordpA = maxe such that: Given x € A, there exists a € H, 
a ¢ P for which ax¢€J[P)+ P*, ie., 


ax=a+ DS G,...4,0e--- wit; with ae IP), a,,...4,€H. 


iit +i=e 
(3.7) Elements z,, . . ., z, in P are linearly independent mod M®, if and only 

if: a,2,+°-+*+a,2,€ J[P] + P* implies that a,,...,a,€ P. 
(3.8) Let z,,...,2,€ ACP. Then x,,..., 2, generate A mod M®, if and 
only if: Given x € A there exist a €J(P)],a¢H,a¢ P, a,€ H, b € P* for which 
ax = a+ G2, + °** Ayt,+ bz 
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§ 4. Further preliminaries on local rings 

We shall use the following five (4.1 to 4.5) well known results). 

(4.1) For any proper prime ideal P in the ring of convergent complex power 
series in N variables, the local ring Rp is regular. 

(4.2) Let R be a regular local ring and let A be a proper ideal in R such that 
A is generated by k elements and dimdft,A = k. Then for every associated 
prime ideal P of A we have dimdft,p P = k. 

(4.3) Let R be a regular local ring and let A be a proper ideal in R. Then 
(dim, A) + (dimdft,A) = dim R. 

(4.4) Let A be a proper ideal in a noetherian ring H such that A is generated 
by & elements. Then for every associated minimal prime ideal P of A we have 
dimdft, P < k. 

(4.5) A one dimensional local ring is regular, if and only if, it is a normal 
integral domain. 

(4.6) Let A be a proper ideal in a regular local ring R. Assume that A is an 
intersection of prime ideals, A is generated by k elements, and dim S = (dim R) — k 
where S = R/A. Then for every nonunit nonzero-dwisor a in S, each associated 
prime ideal of aS has dimdft one. 

Proof. Let F be the epimorphism R > S. By (2.1, 4.3, 4.4), the assumptions 
on A imply that A = P,\-++7\ P, is a normal decomposition of A where 
P,, ..., P, are distinct prime ideals such that dimdft, P;= k forj = 1,..., h. 
From this we deduce that F(P,),..., F(P,) are exactly all the prime ideals 
in S having dimdft zero, {0} = F(P,)\---+7\ F(P,) is the (unique) normal 
decomposition of {0} and F(P,)U---UF(P,) is the set of all zero-divisors 
in S. Fix b € F-1(a) and let B = (A, b)R. Since a is a nonunit nonzerodivisor 
in S we get B+ Rand Bd P, forj=1,...,h. Let B= QF +--+ QF bea 
normal decomposition of B and let P¥ be the prime ideal of Q¥. Since 
Ac Bd P; forj = 1,...,h, we get dimdftp P¥? > k+ 1 fori=1,...,t, and 
hence dimdft, B = k + 1. Since B is generated by k + 1 elements, (4.4) yields 
that dimdft,B=k-+ 1 and then (4.2) yields that dimdftp,P* = k + 1 for 
i=1,...,¢. Our assertion now follows by applying F. 

(4.7) Let R be a noetherian integral domain (which is not a field) and let Z 
be the set of all proper prime ideals in R having dimdft one. Assume that for 
every nonzero nonunit @ in R, each associated prime ideal of aR has dimdft 
one. Then R = fl, Be: 


5) For (4.2) see Theorem 21 on page 99 in: I. 8. Conen, “On the structure and ideal 
theory of complete local rings”, Trans. Amer. Math. Soc. 59, (1946); and also see 
Remark (13.14) in our Appendix. For (4.3) see Theorem 11 in: W. Kru tt, ,,Dimensions- 
theorie in Stellenringe‘, Crelle J. 179, (1938). For (4.4) and (4.5) see respectively 
Theorem 7 on page 60 and Theorem 8 on page 76 in: D. G. Nortucort, “Ideal Theory”. 
Cambridge 1953. (4.1) has been proved for an arbitrary regular local ring R by AUSLANDER, 
Bucussavum, and Serre, by using homological algebra; see Theorem 1.11 on page 396 in: 
M. Austanper and D. A. Bucusspaum, “Homological dimension in local rings”, Trans. 
Amer. Math. Soc. 85 (1957). In the special case of (formal or convergent) power 
series rings over a (respectively: abstract or complete nondiscrete valued) perfect infinite 
field, we shall, in our Appendix (§ 13), give a direct elementary proof (13.13). Note that 
(4.1) will not be used until § 8. 
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Proof. Let S= f Rp. It is clear that Rc S. Now let 0+a€ S. Then 


a= b/c with b,c € R and b,c+0. By our assumption we have cR= Rn 
r\ Q,0°+*+7\ Q, where Q,,..., Q, are primary ideals in R whose associated 
prime ideals are all distinct and have dimdft one, and bR= Rn Qi n-+- Qy, 
where Qj, ..., Qj are primary ideals in R whose associated prime ideals 
Pi, ..., Py are all distinct and have dimdft one. 

Let i be any fixed integer with 1 < i <= h. Since a € S, we have a€ Rp,, 
i.e., bRp,c cRp,. Also cRp,+ Rp, and hence bRp,+ Rp,. If P,; were different 
from P; for j = 1,..., 4’ then we would have the contradiction bRp,= Rp,. 
Therefore P, equals one and hence only one of the prime ideals P},..., Py. 

From the above paragraph it follows that we can relabel Qj, . . ., Qj, so that 
P= P,; for i=1,...,4. Then for t=1,...,4 we get: Qi = RO bRp, 
= Rn bRp,c Rr\ cRp,= Q,. Therefore 6R c cR, ie., a € R. 

(4.8) Let the assumption be as in (4.7) and assume further that for each P 
in Z, Rp is regular. Then R is normal. 

Proof. Follows from (4.5, 4.7). 

(4.9) Let the assumptions be as in (4.6). Let {0} = N, +--+ Ny, be the 
(unique) normal decomposition of {0} in S. Then each N, is a prime ideal of 
dimdft zero. Assume that S is not an integral domain, i.e., h > 1. Then there 
exist i + 7 such that dimdft,(N,+ N;) = 1, i.e., there exists a prime ideal P in S 
of dimdft one such that N,+ N,c P, and hence Sp is not an integral domain. 

Proof*). The first assertion is contained in the proof of (4.6). From the 
definition of Sp it follows that if N,;+ N,;c P, then Sp is not an integral 
domain. Thus it is enough to prove that h = 1 under the assumption that the 
quotient ring of S with respect to any prime ideal of dimdft one is an integral 
dome.a. 

Let K be the total quotient ring of S and let N¥ = N,K. Then Nf,..., Nf 
are exactly all the distinct prime ideals in K and they are all maximal (i.e., of 
dim zero). Since Nf ¢ Nf for any j > 1, there exists a ¢ K such that a ¢ Nf 
and a ¢ N} for allj > 1. Since Nf is maximal, K/NT is a field and hence there 
exists 6 ¢ K such that ab —1 ¢€ Nf. Let c = ab. Then c—1 € Nf? and c ¢ NF 
for all j > 1. We can write c = d/e with d, e < S where e is a nonzero-divisor 
in S. Now Nf S = N, for any j. Hence d—e € N, and d € N, for all j > 1. 

By (4.6), eS=SAQ,-+-AQ, where Q,,...,Q, are primary ideals 
whose prime ideals P,,..., P; are all distinct and have dimdft one. Fix any 
one of the ideals Q,, . . ., Q, and call it Q and let P be the corresponding prime 
ideal. We then get (d—e) Spc N,Sp and dSpc N,Sp for allj > 1. By the 
above italicized assumption, exactly one of the ideals Nj, . . .; N, is contained 
in P, say N,c P, and then N,Sp= {0}. Let F be the natural epimorphism 

S—+ § = S/N, c Sp. If g = 1, then F(d — e) = 0 and hence F(d) c F(eS); and 
if g>1, then F(d) = 0 and again F(d) c F(eS). Thus in any case, F(d) c 
C F(eS8)ceSp. Now F-"(eSp7A8)=Q and hence d¢Q. Thus d¢€Q,,...,d€ Q,, 
ie., d € eS, ie., there exists u € S such that d= eu. Now d—e€ N,, dé N; 


°) Due to SERRE. 
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for all j > 1, e is a nonzerodivisor in S, and N, U --~ VU N, is the set of all zero 
divisors in S. From this we deduce that u— 1 ¢ N, and u € N, for all j > 1. 
Since S is a local ring, u — 1 € N, implies that u— 1 belongs to the maximal 
ideal in S, i.e., that u is a unit in S and hence wu is a nonzerodivisor. Therefore 
we must have A = 1. 

(4.10) Let the assumption be as in (4.6) and assume further that for every proper 
prime ideal P in S having dimdft one, Sp is regular. Then S is a normal integral 
domain. 

Proof. Follows from (4.6, 4.8, 4.9). 


§ 5. Analytic preliminaries 


By a neighbourhood we shall always mean an open neighbourhood. By a 
domain we shall mean an open connected set. For an object A defined in a 
neighbourhood of a point p in a topological space, we shall denote the germ 
of A at p by A:,). By C we shall denote the N-dimensional complex number 
space. By a complex space we shall mean a complex space in the sense of 
SERRE’). By the dimension of a complex space we shall always mean the 
complex dimension. 

Let X be a complex space, let p be a point of X, and let V be an analytic 
set in a neighbourhood of p in X. Recall that p is said to be a simple point of X, 
if and only if, some neighbourhood of p in X can be mapped biholomorphically 
onto a domain in C’ (N = dim X;,)); p is said to be a singular point of X if 
and only if p is not a simple point of X. We shall use the following notations. 

R(p, X) = the ring of holomorphic function germs on X at p. 

I(p, V, X) = I(p, Vig), X) = the ideal of elements in R(p, X) which 
vanish on V,,). 

J (p, V, X] = J[p, V(,), X] = union of all those irreducible components of 
X(,) which contain V,,). 

S(X) = the set of singular points of X. 

We shall say that Vip) is simple for Xi); if and only if, Vip) q S8(X)i,)- 
Furthermore, if V is an analytic set in X then we shall say that V is simple 
for X or that V is a simple subvariety of X, if and only if, V ¢ S(X). Also we 
shall say that X is normal at p, or that X,) is normal, if and only if, R(p, X) 
is normal. 

The following are noteworthy properties, which we shall use, of an analytic 
set V in a complex space X*). 

(5.1) Let p be a point at which V is irreducible. Then J[J(p, V, X)] 
= I(p, J [p, V, X], X). Next, there exists a neighbourhood X, of p in X such 
that X, /\ V is irreducible and hence pure dimensional. Now let zx be a holo- 





*) See §1 in: J. P. Serre, «Géométrie algébrique et géométrie analytique», Ann. 
Inst. Four., VI, (1956). 

8) (5.1, 5.2, 5.2a, 5.2b) readily follow from the results in: R. Remmert and K. Stem, 
Uber die wesentlichen Singularitaéten analytischer Mengen‘‘, Math. Ann. 126, 263—306 
(1953). (5.2c, 5.2d, 5.4) are in H. Cartan, «Séminaire», 1951—52, 1953—54. We shall 
not use (5.2c, 5.2d) until § 9 where in (9.4) they will be deduced as corollaries of (9.3). 
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morphic function on a neighbourhood X* of p in X. If %,)¢ J [I(p, V, X)] 
then there exists a neighbourhood X, of p in X* such that for each g ¢ X, 7 V 
and for every irreducible component V’ of V;,., we have 2x.) ¢€ J [I(g, V’, X)]. 
If 25) ¢ I(p, V, X) then there exists a neighbourhood X, of p in X* such that 
for each g € X,7\ V and for every irreducible component V’ of V;,, we have 
X(q) ¢ T(q, V’, x). 

(5.2) S(X) is closed and nowhere dense in X. 

(5.2a) For any p ¢ X, S(X);,) is contained in an analytic set germ in X 


‘at p other than X,,). 


(5.2b) X is irreducible, if and only if, X — S(X) is arcwise connected. 

(5.2c) S(X) is an analytic set in X. 

(5.2d) If X is normal at a point p then dim S(X),,) < (dim X,,)) — 2. 

(5.3) Assume that X is irreducible. For each pin X let Y (p) be a neighbour- 
hood of p in X, let p’ and p* be given points in X, and let X’ and X* be irre- 
ducible components of X,,., and X(,+) respectively. Then there exists a finite 
number of points p’= p,, P2,..-, Pa= p* in X; a neighbourhood Z, of p, in 
Y(p,), and irreducible component X, of Z,; such that p,¢ X, and X,;,) is 
irreducible for += 1,...,; X,,,= XX’, X = X*; m4, € X, for 
i=1,...,n—2; and p,_,€ X,. 

Proof. By (5.1) there exists a neighbourhood Z’ of p’ in Y(p’) and an 
irreducible component X’ of Z’ such that ¥ ’) = X’; and a neighbourhood Z* 
of p* in Y (p*) and an irreduzible component of X* of Z*, such that xe) = X*. 
By (5.2), there exist simple points g’ and g* of X such that q’¢ X’ and g*¢ X*. 
By (5.2b) there exists an arc Q in X — S(X) joining q’ to q*. Using the compact- 
ness of Q we can now show that there exist points q’= po, ps, - - -, Pn-1= 9* 
on Q, and irreducible neighbourhood Z, of p, in Y (p,) for i = 2, .. ., n — 1 such 
that p;,,¢€ Z,; fori = 2,...,n—2. 

(5.4) (to be referred to as “coherence’’). The sheaf with stalk J(p, V, X) 
at each p in X is a coherent sheaf on X. 


"(p®) 


§ 6. Definition of order and rank on a complex space 

Let p be a point in a complex space X and let V be an irreducible analytic 
set germ in X at p. We define 

Rip, V, X) = quotient ring of V at p on X = R(p, X)j(5, v, x)- 

M (p, V, X) = I(p, V, X) R(p, V, X). 

From (2.2) we get (6.1) and from other elementary considerations we get (6.2) 
below. 

(6.1) For any analytic set germ W in X at p containing V, R(p, V, W) 
is isomorphic to R(p, V, X)/I(p, W, X) R(p, V, X). 

(6.2) If B is any ideal in R(p, X) contained in I(p, V, X) and by W we 
denote the zero set germ of B, then we have: dim(R(p, V, X)/BR(p, V, X)) 
= dimJ [p, V, W]— dim V. In particular taking B = {0} we get dim R(p, V, X) 
= dimJ [p, V, X]}— dim V. 

Now let A be a nonempty subset of R(p, V, X). We define 
ord,, y,xA = orda(y,y, x Ai 
Math. Ann. 141 
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and in case A Cc M(p, V, X), we define 
rk,, y,xA = mkpiy,y, 2A - 

For an analytic set V* in a neighbourhood of p in X such that V%) is 
irreducible and for any nonempty set 4* of holomorphic functions on a neigh- 
bourhood of p in X we carry over all the above definitions to V* and A* by 
taking for them V%, and A%, respectively; thus for instance 


- . AF 
ord, , ys xrAt= ordy, ve,,xA*= ordy, VEX AG): 


In the rest of the paper X will denote a complex space and V will denote an 
analytic set in X. 


§ 7. Semicontinuity of order and rank 


Let p be a point of V at which V is irreducible and let A = (2,,..., 2,) be 
a nonempty finite set of holomorphic functions on X. 

(7.1) (Lower semicontinuity of order). There exists a neighbourhood X* of p 
in X such that for every point q in X* -\ V and every irreducible component V' 
of Vig) we have ord,, y,xA S ord,, y, yA. 

Proof. Let ord,, y,yA =e. For e =o the assertion being trivial let us 
assume that e < oo. We can find holomorphic functions w,, . . ., w, in a neigh- 
bourhood of p in X such that (w,(,), . . ., Ws(,)) R(p, X) = I(p, V, X). On some 
neighbourhood X, of pin X, w,, . . ., w, are holomorphic and vanish on X, 4 V. 
By (3.6), there exist holomorphic functions «;, a;, a;;...;,in a neighbourhood 
X, of pin X, such that a;;,)€ J (1 (p, V, X)), aj ¢ I (p, V, X) and 


Bs()Xj(Qp= A+ LF M54... Mipy--- Mt) for j=1,...,f. 
its +ime 
By (5.1) there exists a neighbourhood X, of p in X, such that for every 
q in X,;V and for every irreducible component V’ of V,,) we have 
%; (9) < J (1 (q, V’, X)] and a;;y¢J(q, V’,X) for j=1,...,f. Finally, there 
exists a neighbourhood X* of p in X; such that for every g ¢ X* the above 
equations hold with q replacing p; and now again invoke (3.6). 

(7.2) (upper semicontinuity of rank). Assume that A;,,C I(p, V, X). Then 
there exists a neighbourhood X* of p in X such that for every q in X* ~\ V and 
for every irreducible component V’ of Vi.) we have rnk,, y, yA = rnk,, y-, yA. 

Proof. We can relabel the element 2, so that 2(,), ..., Z,(») form a basis 
of A;,, mod M (p, V, X)*. Let w,, . . ., w, be holomorphic functions on a neigh- 
bourhood X, of p in X such that (w,(,), . . ., wy(,)) R(p, X) = I(p, V, X). By 
(3.8), there exist holomorphic functions «;, a;, @;;, @;;,...;, 0m a neighbourhood 
X, of pin X, such that «;(,)€ J [I (p, V, X)], a;(9) ¢ I(p, V, X) and 

e 
4j(p) Xj(p) = %i(p) + 2 Gut Xi(p) a 2. Pe ip) Wy'(p) «+ Wyp) forj=1,...,f. 

By (5.1) there exists a neighbourhood X; of p in X, such that for every q 
in X,;7\V and for every irreducible component V’ of V,,, we have 
a5 ¢) € J (L(g, V’, X)], as € L(g, V’, X) for j = 1,...,f. Finally, there exists 
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a neighbourhood X* of p in X, such that for every g ¢ X* the above equations 
hold with q replacing p; and now again invoke (3.8). 


§ 8. Continuity of rank and of embedding dimension 


Let p be a point of V at which V is irreducible and let A = (z,,..., 2,) 
be a nonempty finite set of holomorphic functions on X such that 
A(y) C I(p, V, X). 

(8.1) Let u,,..., u, be holomorphic functions in a neighbourhood X, of pin X 
such that (u(y), - - -, Up(p)) R(p, V, X) = M(p, V, X). Then there exists a neigh- 
bourhood X* of pin X such that for every q in X* -\ V and for every irreducible 
component V’ of Vi we have (uy, (q),..-, Ui) R(g, V’, X) = M(q, V’, X), 
1.€., Uy(q)> ++ +> Up(gy generate M(q, V’, X) mod M(q, V’, X)?*. 

Proof. By coherence (5.4), there exist holomorphic functions »,, .. ., v, 
on a neighbourhood X, of p in X, such that for every g ¢ X,7\ V we have 
(Uy (@> ++ +> si) R(g, X) = L(g, V, X). For any q ¢ X,~ V and for any irre- 
ducible component V’ of V,,.), denoting the irreducible components of V,) 
other than V’ by Vj,...,V, we have I (gq, V, X) = I(q, V’, X)n 
A1(q, Vi, X)A+++AL(q, Vj, X) and I(q, V’, X) p I(q, Vi, X) for i=1,...,h; 
and hence (v,(,), . . -, U¢g) R(g, V’, X) = M(q, V’, X). 

Since v;(,)€ I(p, V, X), there exist holomorphic functions «,, a;, a,;; in a 
neighbourhood X; of p in X, such that «;(,)€ J [I(p, V; X)], as) ¢ I (p, V, X) 


and 
r 


A; (p) V5 (p) = %(p) + 2% 4(9) Meo for j=1,...,8. 
i< 


By (5.1) there exists a neighbourhood X, of p in X, such that for every g in 
X,- V and for every irreducible component V’ of V,,., we have a;;,)¢ 
€ J (I(q, V’, X)], aj ¢ I(q, V’, X) forj = 1,..., 8. Next, there exists a neigh- 
bourhood X, of p in X, such that for every q ¢ X, the above equations hold 
with q replacing p. Finally, there exists a neighbourhood X* of p in X, such 
that u,,...,u, vanish on X* -\ V. For every g in X* -\ V and for every irre- 
ducible component V’ of V(,, we have 


(Uy (9); oa ey Ur(q)) R(q, V’, X) = (V1 (4); cee Vs (q)) R(q, os X) = M (q, 7. X) ° 
(8.2) There exists a neighbourhood X* of pin X such that for every g « X* -\ V 
and for every irreducible component V’ of V,,) we have: 
(i) emdim R(p, V, X)/A,, R(p, V, X) = emdim R(q, V’, X)/Ay R(g, V’, X), 
(ii) emdim R(p, V, X) = emdim R(q, V’, X) and 
(iii) rnk,, y, A = rnk,, y, yA. 
Proof. (ii) follows from (i) by taking A = {0}; and then in view of (3.5), 
(iii) follows from (i) and (ii). Consequently, it is enough to prove (i). 
Replacing X by a small enough neighbourhood of p in X we may assume 
that X is an analytic set in a domain D in C’, and that z, is the restriction 
to X of a holomorphic function Z, on D for j = 1,...,/. By coherence (5.4), 
13* 
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there exist holomorphic functions Z,, . . ., Z, on a neighbourhood D, of p in D 
such that for every g€D,, (2% ),---:%w@) R(g, D)=I1(q,X, D). Let 
A = (%,,..., ¥,%, . . ., Z). For any q € D, 7 V and any irreducible component 
V’ of V(.) consider 


E F 
R(q, V’, D) * R(q, D)j¢,v',.p) > RQ, V’, D)/I(q, x, D) R(q, "Dj 


> (R (q, D)jI (q, x, D))y (¢, V’, D)/I(q, X, D)) aa R(q, Ys X) 
where £ is the “residue class’ epimorphism, F is the natural isomorphism 
described in (2.2), and G is the isomorphism obtained from the ‘restriction 
to X’’ isomorphism of R(q, D)/I(q, X, D) onto R(q, X). It is clear that 
Ai» R(q, V’, D)>I(q, X, D) Rg, V’, D) = E-(0) and GF E(A,,) R(q, V’, D)) 
= Ai R(q, V’, X). Consequently, R(q, V’, D)/A\.) R(q, V’, D) and 
R(q, V’, X)/Ai R(q, V’, X) are isomorphic. Therefore it is enough to prove 
our assertion with D, replacing X and A replacing A. In other words, without 
loss of generality, we may assume that X is a domain in C%. 

In view of (5.1), after replacing X by a small enough neighbourhood of 
pin X, we may assume that V is pure dimensional. Since X is a domain in C’, 
in view of (3.5, 4.1, 6.2) what we have to show is the existence of a neighbour- 
hood X* of p in X such that for every g in X* / V and for every irreducible 
component V’ of V,,) the equality rnk, y, yA = rmk,,,,yA holds. In view 
of (7.2), it is enough to obtain the inequality rnk,, y, yA < rmk,, », yA. 


Let rnk,, y, yA =e. Relabel the element 2; so that 2,(,),..., ,(,) form 
a basis of A;,, mod M(p, V, X)*. We can find holomorphic functions zf,..., 2% 
on a neighbourhood X, of p in X such that 2,(,),..-, Xi), Zhips -- «> Thy 


form a@ basis of M(p, V, X) mod M(p, V, X)?, i.e., a minimal set of generators 
of M(p, V, X). By (8.1), there exists a neighbourhood X* of p in X, such that 
for every point gq in X*7\ V and for every irreducible component V’ of 
Vig)s «+ +> Lelq)s Lt» «+ +» Lee(g) generate M (gq, V’, X) mod M (q, V’, X)?. Since V 
is pure dimensional, by (3.1,4.1,6.2) we get emdim R(p, V, X) = emdim R(qg,V’, X). 
Also by construction, emdim R(p, V, X) = e+ e*. Therefore 2, (,), . . -, Leig)> 
ZF (),- ++, Vée(q) are linearly independent mod M(q, V’, X)*? and hence in 
particular so are 2(,), . . -, Z_(q)- Therefore rnk,, y, yA = e = mk, y, yA. 


§ 9. Characterization of simple subvarieties 


Let p be a point of V at which V is irreducible. 

(9.1) Assume that X is an analytic set in a domain D in C% and that 
Vig C S(X). Let n= dimJ[p, V, X]. Then rnk,, y,p1(p, X, D) = N—n. 

Proof. Successively by (5.4, 7.2, 5.1), after replacing D by a small enough 
connected neighbourhood of p in D, we may assume that for every g¢ Dr V 
and for every irreducible component V’ of V;,) we have: 

(i)*) rnk,, vy, pl(p, X, D) = rnk,, », pJ(g, X, D) and 

(ii) n = dimJ [g, V’, X]. Also (3.5, 4.1, 6.2) imply that: 


*) The proof can be simplified by at once asserting equality here by invoking (8.2). 
However, we wanted to make § 12 independent of § 8. 
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(iii) N—n 2 rnk,, y, pI (p, X, D) and rnk,, y-,,J (¢, X, D) = (N—dim V’)— 
— emdim((R(g, V’, D)/I(q, X, D) R(q, V’, D)). 

Finally, (i) and (iii) yield: 

(iv) N —n = rnk,, y,p I (p, X, D) = (N — dim V’) — emdim(R(q, V’, D)/ 
I(q, X, D) R(q, V’, D)). 

Since V(,){ S(X) ,), there exists q¢ V such that q is a simple point of X. Let 
V’ be an irreducible component of V;,). By (6.1), R(g,V',D)/I(¢,X,D) R(g,V’,D) 
is isomorphic to R(g,V’,X) and by (4.1), the latter is regular. Hence by (ii, 3.1, 
6.2): (N — dimV’) — emdim(R(q,V’, D)/I(q,X,D) R(q,V',D) = (N — dim V’) — 
— (dim X,.,— dim V’) = N — dim X,,.,= N—n. Consequently by (iv), we 
must have rnk,, y, pI(p, X, D) = N—n. 

(9.2) If Vin I S(X)i5) then R(p, # X) is regular. 

Proof. After replacing X by a small enough neighbourhood of p in X, we 
may assume that X is an analytic set in a domain D in C%. Bv (9.1), 
rmk,, y,p1(p, X, D) = N — dimJ [p, V, X]. Hence-by (3.5, 4.1, 6.2), dim and 
emdim of the local ring R(p, V, D)/I(p, X, D) R(p, V, D) coincide; conse- 
quently by (3.1) it is regular and by (6.1) it is isomorphic to R(p, V, X). 

(9.3) Vi.) C S(X)q), tf and only if, R(p, V, X) is regular. 

Proof. The “only if’? part is proved in (9.2). To prove the “if” part, we 
imay assume that X is an analytic set in a domain D in C’, We want to show 
that, given any neighbourhood £, of p in D there exists g ¢ ZH, V such that 
q ¢ S(X). By (5.1, 5.4, 6.2, 8.2) there exists a neighbourhood Z, of p in 2, 
such that for any p’€ 2,7 V and any irreducible component V’ of V,,.) we 
have that dim and emdim of R(p’, V’, D)/I(p’, X, D) R(p’, V’, D) are equal 
respectively to dim and emdim of R(p, V, D)/I(p, X, D) R(p, V, D); by (6.1) 
these local rings are isomorphic respectively to R(p’, V’, X) and R(p, V, X); 
Rip, V, X) is given to be regular and hence R(p’, V’, X) is also regular. By 
(5.2) there exists p*¢ Z,7\ V and a neighbourhood Z, of p* in Z, such that 
every point of Z,,/\ V is simple for V. Since R(p*, V, X) is regular, it is an 
integral domain and hence from the definition of a quotient ring it follows that 
only oné irreducible component of X(,+) contains V(,+). In view of (5.1), we 
then conclude that there exists p’¢ Z,7\ V and a neighbourhood &, of p’ in E, 
such that X -\ HZ, is pure dimensional. Now £,c E,, and R(p’, V, X) is regular. 
Thus without loss of generality, replacing D by E, and p by p’, we may assume 
that p is a simple point of V, and X is pure dimensional. 

Let m = N— dim X,,), n = N — dim V;,), and let D, be any given neigh- 
bourhood of p in D. Since p is a simple point of V there exist coordinate func- 
tions z,,...,Zy in a neighbourhood D, of p in D, such that p is at the origin 
and D,7\ V consists exactly of those points of D, at which z,,...,z, have 
value zero. Since R(p, V, D) and R(p, V, X) are regular, by (3.1, 3.5, 6.1, 6.2) 
we have rnk,, y, pI (p, X, D) = m. Consequently, there exist convergent power 
series U,,...,Um, im 2,...,Zy such that w,(,),..-,Um( is a basis of 
I(p, X, D) mod M (p, V, D)?. We can write u;= v;+ w,; where 


ant i’ i ting 
u;=")> v;,z, and w= yy Wy 5,., tg @y es 
i=1 ite + i_ >I 
13a 











184 SurerraM ABHYANKAR: 
‘ where v;;,W;;,...4, are convergent power series in 2,4,,..-,Zy. For 
any element z in M(p, V, D) let us denote the residue class of z in 
M(p, V, D)/M(p, V, DP? by =. Then Hi) = dq. Considering that 
M(p, V, D)/M(p, V, D)* is a vector space over the field R(p, V, D)/M(p, V, D) 
having Z,, . . .,Z, a8 a basis; after suitably relabelling z,, . . .,z, we obtain that 
det (@;;);,;<1,....m 0 and hence det(v;,);;~1,.... +0. Now there exists a 
neighbourhood D, of p in D, in which all the power series under consideration 
converge and where w;, . . ., u, have zero value at each point of X. By the last 
inequality we conclude that there exists a point g in D,~\ V at which det(v, ;) 
has a nonzero value. From this it follows that the Jacobian 


O(teq, - - +5 We (2g, - » «5 Bq) 
has a nonzero value at g. Since dim X (,, = N — m we conclude that q is a simple 
point of X. 

(9.4) Alternative proofs of (5.2c, 5.2d). Until now we have not used (5.2c, 
5.2d) and now we deduce them from (9.3) in a purely algebraic manner. 
(5.2d) immediately follows from (9.3) and (4.5). For (5.2c) we use a result of 
M. Nacata!®). Let p be any point of X. For any given prime ideal P in R(p, X), 
denoting by Y the analytic set germ in X at p for which I(p, Y, X) = P and 
taking Y for X in (5.2a) and (9.3), we deduce that the singular locus of 
S(R(p, X),P) is contained in a proper closed subset of S(R(p, X)/P) (in 
NaGata’s sense). Thus R(p, X) satisfies Nacata’s condition (3)!°) (charac- 
teristic being zero, there are no pure inseparable extensions), and hence by 
NaGata’s result’), R(p, X) has property (1) of that result, i.e., the singular 
locus of S(R(p, X)) is closed, and hence by our (9.3), S(X),,) is analytic. 


§ 10. Continuity of order on a simple subvariety 

Let p be a point of V at which V is irreducible, and let A = (z,,..., z,) 
be a finite nonempty set of holomorphic functions on X. Now using (8.1, 9.2) 
we shall strengthen (7.1) in case V,,) is simple for X,,) as follows. 

(10.1) Assume that V.,,)¢ S(X),). Then there exists a neighbourhood X* 
of p in X such that for every q in X* -\ V and for every irreducible component 
V’ of Vig) we have ord,, y, x A = ord,, », yA. 

Proof. In view of (7.1), it is enough to obtain the inequality ord, y, yA = 
= ord,, y,xA. Let e = ord, ;,,A. The cases e = o or e = 0 being trivial, 
let us assume that e + 0, oo. Fix x € A such that ord, -, yx = e. Let u,..., u, 
be holomorphic functions on a neighbourhood X, of p in X such that 
Uy(p)> - ++» Up(py form a basis of M(p, V, X) mod M(p, V, X)*. Let v,,..., vg, 
where E = er ') , be all the monomials in u,, . . ., u, of degree e. Then there 
exist holomorphic functions «, a, a, in a neighbourhood X, of p in X, such that 
ap) ES [I(p, V,X)], ap) €1(p, VX) and (yy x¢p) = H(y) + @y(p) Va(p) + *** + Oe¢y) MEV): 
For some j, @;,) ¢ I(p, V, X). Relabel the elements v, so that a,(,) ¢ I(p, V,X). 
By (5.1), there exists a neighbourhood X; of p in X, such that for every 


pe 1°) Theorem 1 on page 29 in: M. Nacata, “On the closedness of singular loci’’, Inst. 
des Hautes Etudes Scientifiques, Publications Mathematique, No. 2 (1959). 
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q € X37 V and for every irreducible component V’ of Vi, we have a, € 
€J (I (q, V’, X)), and a;,), a; (¢) ¢ I(g, V’, X). Next, there exists a neighbourhood X, 
of p in X; such that a(¢) 2(q) = O(q) + 41(q) V1(q) + *** + Sx(@)%e(@ for every g in 
X,. By (8.1), there exists a neighbourhood X, of p in X, such that for every 
q€ X50 V and for every irreducible component V’ of Vi), %(q), - - -, Ur(@) 
generate M(q, V’, X) mod M(q, V’, X)*. Since Vi.) S(X),), by (5.1, 5.2¢) 
there exists a neighbourhood X* of p in X, such that for every q €« X* ~ V and 
for every irreducible component V’ of V,,., we have dimJ[p, V, X} 
= dimJ [q, V’, X}, dim V;,,)= dim V’ and V’¢ S(X),.). Then dimR(p, V, X) 
= dim R(q, V’, X); ug, ---, Ue i8 a set of generators of M(q, V’, X); 
aay € ST [1(g, V’, X)], Oe, Arc € L(g, V’, X) and aye) XH) = Hq) + Ay) %1(@ +°** 
***+ GpigVe(@- By (9.2), R(p, V, X) and R(g, V’, X) are regular and hence 
by (3.1), tq), --+» Up i8 a minimal set of generators of M(q, V’, X). 
Since a) € J [I(q, V’, X)] and a. ¢ M(q, V’, X), by (3.2), ord,, », yar =e. 
Since a; ¢I(q, V’,X), ord,, y,yx=e. Therefore ord, »,,A=e=ord, y,y2=2 
2 ord, v',x A. 

(10.2) Remark. Referring to the above proof, without the assumption that 
Vig) T S(X),), by (8.1, 8.2) we can still arrange matters so that u, (4), . . ., Ur(¢) 
is a minimal set of generators of M(q, V’, X). However, if V;,,c S(X);,) then, 
by (9.3), R(g, V’, X) is not regular and hence we cannot invoke (3.2) to con- 
clude that ord,, y., a2 = e. Whether (10.1) holds without the assumption that 
Vig) C S(X)) remains a question. 


§ 11. Invariance of embedding dimension, rank and order; discussion 

Assume that V is irreducible and let A be either a finite nonempty set of 
holomorphic functions on X or (more generally) a coherent sheaf of ideals on X 
(in which case, for any p in X, we take the stalk of A at p for A,,)). In view 
of (5.3), from (8.2) and (10.1) we at once get the following. 

(11.1) emdim R(p, V’, X) does not depend on which point p of V and which 
irreducible component V' of Vi) we take. 

(11.2) If Aq Cc 1(q,V,X) for some q€ V, then Ai, C I(p,V',X) for every pe V 
and every irreducible component V’ of V;,, and emdim R(p,V’, X)/A(,) R(p,V', X) 
and rnk,, y, x A do not depend on p and V’. 

(11.3) If V is simple for X then ord, y-, yA does not depend on which point 
p € V and which irreducible component V' of V;,) we take. 

Consequently, these common values can respectively be called: the em- 
bedding dimension of X along V, the embedding dimension of A along V, the 
rank of A along V, and the order of A along V. For any analytic set W in X, 
in view of coherence (5.4), we can take I(p, W, X) for A;,) and introduce the 
concepts of: the embedding dimension of W in X along V, the rank of W in X 
along V, and the order of W in X along V. Note that for the first two we are 
assuming W> V and for the third we are assuming that V is simple for X. 
Alse by (6.1), (emdim of W in X along V) = (emdim of W along V). 

The above results naturally suggest the following questions in which for 
the sake of brevity we shall assume that V is everywhere irreducible: (i) Are 
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R(p, V, X) and R(q, V, X) isomorphic for any p, g ¢ V ? If so, then as p moves 
along V, does R(p, V, X) vary by a “compatible” isomorphism in some ‘“‘good”’ 
sense? Note that in any case, by taking R(p, V, X) as stalk at pc V and 
defining cross sections in an obvious manner, we get 4 certain sheaf on V, which 
however is not in general a constant sheaf. Perhaps the more interesting part 
of (i) is this: (ii) Is for any n, the dimension of M(p, V, X)"/M(p, V, X)"* 
as a vector space over R(p, V, X)/M(p, V, X) invariant as p varies on V ? If so, 
then does this vector space move “nicely’”’ along V ? Note that (11.1) answers 
(ii) affirmatively for n = 1, and (9.3) answers (ii) affirmatively for all n in case V 
is simple for X. 


§ 12. Complete intersections 


Let p be a point of X. We shall say that X is a formal complete intersection 
at p, if and only if, there exists an exact sequence (of homomorphisms): 
0 A+ R- R(p, X) + 0 where R is a regular local ring and A is a proper 
ideal in R generated by (dim R — dim X,,)) elements. We shall say that X is a 
complete intersection at p, if and only if, there exists a biholomorphic map F 
of a neighbourhood Y of p in X onto an analytic set in a domain D in C*% such 
that 1(F(p), F(Y), D) is generated by (N — dim X,,)) elements. Note that then 
we get the exact. sequence 0-— I(F(p), F(Y), D) + R(F(p), D) > 
+ R(F(p), F(Y))—+ 0 where R(F(p), D) is regular and R(F(p), F(Y)) is iso- 
morphic to R(p, X). Now let-w,, . . ., u be holomorphic functions in a neigh- 
bourhood D, of F(p) in D such that k = N — dim X;,) and 


(ty (p> - - +> Ue) RU? (p), D) = 1(F(p), F(Y), D). 


Then by (5.1, 5.4) there exists a neighbourhood D, of F(p) in D, such that for 
any q € D,7\ F(Y) we have dimF(Y),,., = dimF(Y),,), and 


(ty (a), - - +» Ue(g) REQ, D) = I(q, F(Y), D). 


Thus we get (12.1) and (12.2) below. 

(12.1) If X is a complete intersection at p then X is a formal complete inter- 
section at p. 

(12.2) If X is a complete intersection at p then X is a complete intersection 
at every point in some neighbourhood of p. 

Now (4.10, 5.2d, 9.2) at once yield 

(12.3) (Generalization of a lemma of Oxa). If X is a formal complete inter- 
section at p, then X,,) is normal, if and only if, dim 8(X)(,, < dim X(,)— 2. 
If X is a complete intersection at p, then X;,, is normal, if and only if, 
dim S(X),,, S dim X;,,— 2; and then X is everywhere normal in some neigh- 
bourhood of p. 

Also note that from (4.9) we get 

(12.4) If X is a formal complete intersection at p then X(,) is pure dimensional. 
If furthermore X(,) is reducible then some two distinct irreducible components 
of X(,) intersect in codimension one. 
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(12.5) Remark. Replacing (9.2) by ZaRISKI’s corresponding characterization 
of a simplete subvariety of an algebraic variety"), for an algebraic variety Z, 
in affine or projective space over an arbitrary ground field, which is a complete 
intersection (obvious analogous definition), (4.10, 4.9) respectively yield the 
following: Z is everywhere normal if and only if the singular locus of Z is of 
codimension at least 2%). Z is pure dimensional, and if Z is reducible then 
some two distinct irreducible components of Z intersect in codimension one. 


§ 13. Appendix 


As mentioned in footnote 5, we give here an elementary proof (without 
using homological algebra) of the regularity of quotient rings of (formal or 
convergent) power series rings over a (respectively: abstract or complete non- 
discrete valued) perfect infinite field (13.13). 

For an ideal A in a ring R we set 


Rad, A = {a € R: a*¢ A for some positive integer q} . 


When the reference to R is clear from the context, we may write Rad A for 
Rad, A. 

By y = (y;, - - -, Yn) we shall denote indeterminates. 

For the sake of completeness, we start by giving an elementary proof of the 
following known result (13.4). 

(13.1) Let K* be a field and K a subfield of K*. Then, any finite number of 
elements of K* which are linearly independent over K are linearly independent 
over K(y). 

Proof. Obvious. 

(13.2) In the notation of (13.1), for any ideal A in K[y] we have: 
AK*[y] 0 K[y] =A. 

Proof. Let u¢ AK*[y]o K[y]. u¢ AK*[y] implies that u= ¥ a,b, 


. 
with a;= a,(y) € K*[y], 6,¢ A. Let W be the set of all the coefficients of all 
the elements a,(y). If W contains only the zero element then u¢ A. Now 
assume that W contains nonzero elements. Let 1 = d,,...,d, be a K-basis 
of the K-vector space spanned by W. Then a;= 3S’ d,af, with a? ¢ K[y]. Let 


s 
bf =» af,b;. Then bf € A and u = J’ d,b?. By (13.1), d,,...,d, are linearly 


independent over K (y). Since u, bf, ..., 6 € K(y) and d, = 1, we get u= bf € A. 

(13.3) Let K be a field. Let g;(y,) € K[y,] be of positive degree and let 
B= (g,(ys)s -- «+ 9n(Yn)) K Ly]. Then: (i) B+ K[y]; (ii) there are only a finite 
number of proper prime ideals P,,..., P, in K [y] which contain B; (iii) each P, is 
maximal in K (y]; and for the natural epimorphism F;: K (y|> H,= K [y)/ P; we 





4) Zartski, O.: “The concept of a simple point of an abstract algebraic variety”, 
Trans. Amer. Math. Soc. 62, pp. 1—52 (1947). 

22) In this connection reference should-be made to Theorem 3 on page 363 in: A. Srt- 
DENBERG: “The hyperplane sections of normal varieties’. Trans. Amer. Math. Soc. 69, 
(1950). ' 
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have that (iv) H, is a finite algebraic extension of K and H,= K(F;y,,...,F yx}, 
(since P; 7\ K = {0}, we identify F,K with K). 

Proof. Let K* be an algebraic closure of K. Dividing g;,(y,) by its leading 
coefficient, we may assume that it is monic. If (i) were not true, we could write 
1= J’ 9:(y,) f(y) with f,(y) € K[y]; let a; be a root of g,(y,) in K*; then 
1 = J’ g,(a,) f(a, . . ., @,) = 0 which is a contradiction. This proves (i). Now 
let P be a proper prime ideal in K [y] containing B and let F be the natural 
epimorphism K[y]—> H = K[y]/P. Then H= K[Fy,,..., Fy,] and Fy, is 
algebraic over K since g,;(F y,) = 0. Therefore H is a finite algebraic extension 
of K. The rest is now obvious. 

(13.4) In the notation of (13.3) assume that fori = 1, .. ., n, the discriminant 
of 9; (y,) with respect to y,; is non-zero. Then: Rad B = B. 

Proof. Let K* be an algebraic closure of K. Dividing g;(y,;) by its leading 
coefficient, we may assume that it is monic. Note that the discriminant of 
9: (y;) is the same whether g;,(y,) is considered as an element of K[y,] or of 
K*[y,]. If Rad(AK*[y]) = AK*[y], then Rad Ac (Rad(4K*[y])) 0 K[y] 
= (AK*[y]) \ K[y] = A, by (13.2). Thus it is enough to show that 
Rad(A K*[y]) = AK*[y]; i.e., we may assume that K is algebraically closed. 
Then by (13.3), H;= K. Let a,;= Fyy,¢ K. Then y;— a,,;¢€ P;. Now, 
(Y:— Gy j, Yo— gj; - + -» Yn— On5) K[y] is a maximal ideal in K[y] contained 
in P; and hence it equals P;. For any f(y,;) € K[y,], F;/(y,) = f(a;;), and hence 
f(y,) € P;,if and only if, f(a, ;) = 0. Now g;(y,) = (y:— 445) fi(y) with f, (a, 5) + 0. 
Therefore B(K [y]p,) = P;(K [y]p,). Therefore B = Rad B. 

From the “lying over” and “going up” theorems of ConEN-SEIDENBERG "*) 
we get 

(13.5) Let S and R be local rings such that R is a subring of S, and S is 
integral over R. Then dim S = dim R. 

Proof. There exists a chain P,c P,c --+ C P, of distinct proper prime 
ideals in R, where h = dimR. Successively applying Theorem 3 of ConEn- 


SEIDENBERG"*) to Py, ..., P, we find prime ideals Q,, . .., Q, in S such that 
Qo < O10 +++ CQ, and Qn R = P; fori =0,1,..., 4. P;+ R implies that 
Q; + S. By theorem 4 of Conen-SEIDENBERG"*), Q,, Q;,. . ., Q, are all distinct. 


Therefore dimS = A = dimR. 

There exists a chain Qj C---C Q? of distinct proper prime ideals in S, 
where t = dim S. Then (Q§ ~\ R)C---c (Q* 7 R) is a chain of proper prime 
ideals in R and by Theorem 4 of ConEN-SEIDENBERG"*) they are all distinct. 
Therefore dim R = t = dim S. This completes the proof of (13.5). 

For a field k, we set 


k[[2,, ..., 2y]] = ring of formal power series in z,, . . ., xy with coefficients 
in k. 
k[<x,,..., %y)]= ring of convergent power series in 2,,...,2%y with 


coefficients in k, provided k is complete nondiscrete valued (for instance, 
k = real or complex number field). 


18) §1 in: I. 8S. Conen and A. SerpenBerc: “Prime ideals and integral dependence”. 
Bull. Amer. Math. Soc. 52, pp. 252—261 (1946). 
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(13.6) Let x= (%,...,2m), Y= (Y%p---> Yn) S=k[[x]] or k[<x)], 
R = k[[z, y)] or k[ (x, y>] respectively, and R* = S[y]. Let A* be an ideal in R* 
which is generated by polynomials in y,,..., y, having coefficients in S and 
having nonunits in S as constant terms. Then A* R 7\ R* = A*. 

Proof. Let M = (x, y) R*. Then M is a maximal ideal in R*, and k[[z, y)] 
is a completion of R},; consequently A* Rf, = A*k[[z, y]] \ RE. Now 
R&C RC k[[z, y]] and hence A* Ry = A*R 7 RY. Since M > A*, we get 
A* RX, (\ R* = A*. Therefore A*= A*R/r\ R*. This completes the proof of 
(13.6). 

Now let 

k = a field. 

Ry= k[[x,..., y]] or k[(a,,...,2%y)] provided & is complete non- 
discrete valued. 

A = a proper nonzero ideal in Ry. 

A is said to be regular relative to (,, . . ., m3; %m+ ys ++ -» ty), if and only if, 
A r\ R,,= {0} and for every 4 > m there exists u,¢ A R, such that uw, is a 
distinguished polynomial in x, of positive degree with coefficients in R,_.,. 

(13.7) If k is infinite then by a generic homogeneous nonsingular k-linear 
transformation on (2,,..., Zy) it can be arranged that A is regular relative to 
(24, .- +) Lmi Lmt ys +++» By), (some m with 0O< m < N). Here, by “generic” we 
mean that given 0+ H{...,Z,3,...) € Rl. . ., Dey, . - -) where Z,,(%, 7 = 1,..., N) 
are indeterminates, the transformation x, > a,;x; (a,; in k with detja,,| + 0) 
can be chosen 8o that H{.. ., a,;,...) + 0. 

Proof. Fix 0 + uy¢ A. By Weierstrass preparation. theorem, after making 
a linear transformation on (z,,..., Zy) and multiplying Uy by a unit in Ry, 
it can be arranged that wy is distinguished in zy. If A -\ Ry_,= {0} then we 
are through. If not, then fix 0+ wy_,€ A Ry_,. By Weierstrass preparation 
theorem, after making a linear transformation on (z,,..., Zy—,) and multi- 
plying uy_, by a unit in Ry_,, it can be arranged that uy_, is distinguished 
in 2y~-,; and so on. From the choice we have in choosing the linear trans- 
formation at each stage, it can be arranged that for the final linear trans- 
formation we have H(..., a,;,...)+ 0. 

Now assume that, by a homogeneous nonsingular k-linear transformation on 
(%,,..., 2y), it has been arranged that A is regular relative to (2,,..., 2m; 
~“s ..+) 2y), (some m with O<m<N). We set y,= %4;, n= N—*m, 

=(Yr-- + Yn)) = (%,.--> 2m) S=k[[z]] or, k[{x)] respectively. 
R- k[[x, y}] or k[<2, y)] respectively. K = quotient field of S. R* = S{y}c R. 

F: RR = R{A (natural epimorphism); 7,= F y;. 

Since A -\ S = {0}, we may identify S with FS. 

By noether homomorphism theorem it follows that R is a local ring and F- 


maps the maximal ideal in R onto the maximal ideal in R. 


(13.8) R = S[y,, .. ., 7,] and R is integral over S. 

Proof. By induction on h we shall show that FR,,,,— S[jj, . .-, J.) and 
S[¥,, - . -, Jn) is integral over S. The equation u,,,,(9,) = 0 shows that 9, is 
integral over S, and hence S [j,] is integral over S. By Weierstrass preparation 
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theorem, any element a in R,,,, can be written as a = u,,4,(y,)q + 7 with 
q€R,,4, andr € R,,[y,] = S[y,]; hence Fa ¢ S[y,]. Now let h > 1 and assume 
that our assertion is true for h 1. From the equations u,,,,(¥,) = 0 and 
FRasa-1= Slh, - - -» Gr-1] we deduce that 7, is integral over S[¥,, . . .,7_-1); 
hence S[¥,, .. -, ¥,] is integral over S. By Weierstrass preparation theorem, 
any element a in R,,,, can be written as a= u,,,,(y,)q¢ + 7 with q€ R,,., 
and r € Rusn-i[ya], hence Fa € S[j,,.--, Hx-1] (ax) = SH... -. J, ]. Thus 
the induction is complete and now it is enough to take A = n. 

From (13.5) and (13.8) we get 

(13.9) dimR = dimS = m. 

Now assume that A is-a prime ideal in R. Then R is an integral domain. 
Let K* be the quotient field of R. Then K*/K is finite algebraic. 

(13.10) Let z be any element in the maximal ideal of R. Let Z = Fz, and let 
g(Z) be the minimal monic polynomial of Z over K™). Then g(Z) is a distinguished 
polynomial in Z with coefficients in S. 

Proof. Since S is a regular local ring, it is normal. Therefore, g(Z) « S[Z]. 
Since g(Z) = 0, g(z) € A. Since A and z are contained in the maximal ideal 
of R, so is g(0); hence g(0) is a nonunit in S. Consequently, in view of Weier- 
strass preparation theorem, if g(Z) were not distinguished, it would factor 
into two monic polynomials of positive degree in S [Z] and this would contradict 
the fact that g(Z) is the minimal polynomial of z over K. 

We shall say that A is strictly regular relative to (x,, . . ., 2m} Lm4y. +--+, Ey); 
if and only if, K*/K is separable. 

(13.11) If k is a perfect field of characteristic p + 0, then S = S*[2,,..., X), 
K = K?(x,,..., 2), K*= K*?(Fx,,...,F xy), and (K: K*| = p”. 


Proof. Each f in k[[z,,..., z,,]] can be written as 
f= fers. sta% ... aie with f, ...4.¢ k[[2?,..., 22]] 
OStj;<p 
and by majorization it follows that if f €k[(x,,...,2%m_)] then f;,...;, € 
€ k[(2,,..., %m)>]- Since k is perfect, we can write f,,...« = (gi,...:,)” with 


Gi,...im © ¥([%, - - -, ZmJ]. From this it will follow that S =.S?[z,,..., 2] if 
we show that for any 
h= os hi. .tn tt. . Ce R[[ ay, ..., Sm) with hi. in ER 
fis s- ptm BO 
if hP= DY (hy... 4,)?2?%... aPC k[ (ay, +.., 2m] then h€ k[(x,,..., tm)]- 
If h is convergent then there exist positive real numbers a,, . . ., @,,, 6 such that 
\(As,.. 24,712"... a2™<b forall i,,.. 
consequently 


+> Om 5 


|hy,...s,1@--:@<e forall i,,..., i, 


where c is the real-p-th root of b; hence A is convergent. This proves that 
S = S8*[z,,..., 2%] and from this it follows that K = K?(z,,...,2,) and 
[K: K?]= p™. Applying the equation S = S*[z,,...,2z,] to R, we get 


———— 


*) Here Z denotes an indeterminate. 
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R = R*[x,,...,2%y] and hence via F we get R = R*(Fx,,...,F xy] and 
hence K* = K**(Fa2,,..., Fay). 

(13.12) If k is an infinite perfect field then by a generic homogeneous non- 
singular k-linear transformation on (x,,..., Zy) it can be arranged that A is 
strictly regular relative to (x, ..., 2mi Lm4ys «++» Ly). 

Proof. In the formal case the proof given by CuevaLLEy"*) when & is 
algebraically closed applies. In view of (13.7) and (13.11), CH&vALLEyY’s proof 
also applies in the convergent case. 

(13.13) Assume that k is a perfect infinite field and let P be a proper prime 
ideal in Ry. Then (Ry)p is regular. 

Proof. This is trivial for P = {0}, so let P+ {0}. By (13.12), we may 
assume that P is strictly regular relative to (2,,..., 2m} 2m+4,++-» Ly). Let 
X= (1, ~~ +> Lm) r= Suge 2 = N—m, y= (y;,..-, Yn), R= Ry, S = k[[z]] 
or k[<x)] respectively, R* = S{y], K = quotient field of S, and G: R-—+ R/P 
the natural epimorphism. By (13.10), the minimal monic polynomial g,(Z) 
of Gy, over K is a distinguished polynomial of positive degree in Z with 
coefficients in S'). Let A*= (g,(y,),.--,9n(Y,))R* and A = A*R. Since 
P>A and P- S = {0}, A is regular relative to (x; y). Let F:R+R=R/A 
be the natural epimorphism, and let 7,= F y;. By (13.9), dimpA = m = dime P. 
Hence A = Q1 Q, +++ Q, where Q is primary for P, Q; is primary for P,, 
and P,q P for i=1,...,t. Let F*: R*-+ R* = R*/A* be the natural epi- 
morphism. By (13.8), FR = S[j,, ..., ¥,] = F.R*; and by (13.6), A>) R* = A*. 
Therefore, we may identify R* with R. Let P*= F*-' FP, Q*= F*-1 FQ, 
P#=F*1 FP, QF =F*- FQ, Then A*=Q*n Qin:::-nQ, OQ is 
primary for P*, Q? is primary for P?, P? ¢ P* fori=1,...,t; and P*78 
= {0}. Since P¥ ¢ P*, there exists a,¢ Q? such that a,¢ P*. Let a=a,...a;. 
Then a€ Qf -:--AQF and ag P*. Let u be any element of P*. Then 
ua € Rad A*. Since P is strictly regular relative to (x; y), the discriminant of 
g;(Z) relative to Z is nonzero. Therefore, by (13.4), Rad(A* K[y]) = A* K [y]. 
Since Rad A*c Rad(A* K[y]), we get wa ¢ A*K[y]. Hence, there exists 
0+ 6 S such that wab ¢ A*c Q*. Since 0+ b € S and S\ P* = {0}, we get 
b ¢ P* and hence ab ¢ P*. Therefore u ¢ Q*. This shows that P*= Q* and 
hence P = Q. Consequently, PRp = A Rp and hence the maximal ideal PRp 
in the local ring Rp is generated by the n elements g,(¥;), - . -,9n(Yn,)- Now 
dim Rp= dimdft, P. Since R is regular, by (4.3), dimdftz P = dim R — dimg P 
= N—m = n. Therefore dimRp= n. Hence Rp is regular. 

(13.14) Remark. Now refer to Theorem 20 on page 97 (which proves that 
Rp is regular when R is a certain type of complete regular local ring) and to 
Theorem 21 on page 99 (which proves that in any regular local ring R the 
Macaulay unmixedness theorem, i.e., our (4.2), holds) of ConEn’s paper cited 
in our footnote 5. In proving Theorem 21, CoHEN uses Theorem 20. Theorem 20 
for k[[x,,..., 2y]] in case of zero characteristic is contained in (13.13). This 


1) Lemma 2 on page 32 in: C. Oneva.iey: “Intersections of algebraic and algebroid 
varieties”. Trans. Amer. Math. Soc. 57 (1945). 
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gives Theorem 21 when the residue field of R is of characteristic zero. This is 
the only case of (4.2) which is relevant in the previous sections of our paper. 

Using (4.2), we now get the following result which is perhaps of interest. 

(13.15) Assume that k is an infinite field. Let x = (x1,...,2%m), ¥ = (Yy>--+> Yn)» 
8 = k{[z]] or k[<z)], R= k[ lz, y]] or k[<ax, y)] respectively, and R* = S[y). 
Let g;(y,;) be a distinguished polynomial in y, of positive degree with coefficients 
in S. Let A = (g,(y;), ---+GnYn))R. Then (i) Ar S = {0}. Now assume that 
the discriminant of g,(y;) relative to y, is nonzero. Then (ii) A= Py \--- 7 P, 
where P,,..., P, are distinct prime ideals in R with dimp P;= m, and hence 
ARp = P,Rp, fori=1,...,t. 

Proof. Let A* = (g,(y;), - - -;9n(Yn)) R*. By (13.6), to prove (i) it is enough 
to show that A* ~ S = {0}. This we do by induction on n. It is trivial for 
n= 1, so let n> 1 and assume it is true for n—1. Let u,¢ R* such that 
U1 91(Y¥,) + *** + UnIn(Yn) = @ € S. Let the degree of g,(y,) in y, be g, (g > 0). 
Since g, (y,) is monic, for all i > 1 we can write u,= v,g,(y,) + e, with v,,e,¢ R* 
such that the degree of e; in y, is less than g. Let e, = u, + v,g2(y_) + 
+ U393(¥s) + *** + Mn9n(Yn)- Then a = €,9,(y:) + *** + €n9n(Yn)- If e, were not 
zero, then the degree of ¢,9,(y,) + --* + €n9n(¥,) in y, would be positive and 
this would contradict the fact that the degree of a in y, is zero. Therefore 
€,= 0, ie., a= efge(y) +°*- + e%gn(y,) with e* € S[y,,...,y,]. Hence, 
- by the induction hypothesis, a = 0. This proves (i). 

Now assume that the discriminant of g,;(y,) is nonzero for i= 1,...,. 
In view of (13.9), (i) implies that dim,A =m. Since A is generated by 
N — m = n elements, by (4.2, 4.3) we deduce that AR~ Q,7---7 Q, where 
Q; is. primary for P,, and P,,..., P, are distinct prime ideals in R, and 
dim, P;= m for i= 1,...,¢. Suppose if possible that P,- S + {0} and fix 
0+ u€ P, 7 8S. By a linear transformation on 2,, ..., z,, followed by Weier- 
strass preparation theorem we can arrange that u is a distinguished polynomial 
in z,,. Continuing in this way we could then arrange that P, is regular relative 
CO (2, - ~~ 5 Bas Drag + +s Sms Yas «+ «>. Yn) With h < m; by (13.9), dimg P;=h<m 
which is a contradiction. Therefore P, -\ S = {0} and similarly P;~\ S = {0} 
for += 1,...,#. Consequently, in the proof of (13.13), we can substitute P, 
for P and deduce that Q;= P, fori=1,...,t. 


(Received February 16, 1960) 
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0). Einleitung 
R* Im folgenden werden wir uns 6fter auf die 1. Mitteilung [3] beziehen, welche 
) + wir mit I zitieren wollen. Die einzelnen Aussagen jener Note bezeichnen wir 
not mit I, (nm), oder ahnlich, ihre Definitionen setzen wir als bekannt voraus. Es 
ind wurden die Begriffe halbprimkanonisches, primkanonisches, kanonisches und 
ore halbkanonisches Holoid erklart, und es konnten charakteristische Bedingungen 
ce, fiir diese Holoide gegeben werden. Es zeigte sich u.a., daB die Begriffe halb- 

primkanonisches und primkanonisches Holoid gleichbedeutend sind, weshalb 
Nn. wir uns im folgenden des kiirzeren Wortes primkanonisch bedienen wollen. 
by In dieser Note werden zunachst zwei weitere Zerlegungssitze fiir Holoide ge- 
pre geben und sodann unter Auswertung dieser Satze die primkanonischen (kanoni- 
nd schen, halbkanonischen) Verbainde verbandstheoretisch, die primkanonischen 
fix (kanonischen, halbkanonischen) Ringe ringtheoretisch charakterisiert werden. 
er- Was unter diesen Strukturen zu verstehen ist, wird in den §§ 2 und 3 erklart. — 
ial Es ist nun ein Verband genau dann primkanonisch, wenn er kanonisch ist, und 
ve ein Ring genau dann primkanonisch, wenn er kanonisch oder halbkanonisch ist, 
m was spiter gezeigt wird, weshalb wir uns in der Einleitung bei Verbainden und 
0} Ringen des kurzen Wortes kanonisch bedienen wollen. Wir gehen zunachst in 
P, médglichst groBer Allgemeinheit aus von Holoiden, in denen zu je zwei Prim- 


elementen der gréBte gemeinsame Teiler existiert. Diese Bedingung ist nicht 
einmal in jedem primkanonischen Halbverband erfiillt, was sich leicht zeigen 
14Bt, wird aber direkt oder indirekt auBer in I in allen zitierten Arbeiten fiir die 
eindeutige ,,Zerlegung in Primelemente“ gefordert. Holoide, die die oben ange- 
fihrte Zusatzbedingung erfiillen, bezeichnen wir als * Holoide. Zu ihnen gehéren 
u. a. die Verbande und die reguliren Holoide, was man sich leicht klar macht. 
Aber auch die endlichen Holoide sind *Holoide. Denn sind a, dg, ..., a, alle ge- 


meinsamen Teiler der Primelemente p und g, so ist [7 a, der groBte gemeinsame 
v=l 


Teiler von p und gq. SchlieBlich sei erwahnt, daB auch die Ringe in gewisser 
Weise als *Holoide angesehen werden kénnen. Ein Kriterium fir primkanoni- 
sche *Holoide liefert Satz 1. Er ist immer noch eine gemeinsame Verallgemei- 


* 2. Mitteilung. 
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nerung der von CLIFFORD in [4], von DuBrett in [6], von Htntzen in [8], von 
Fritz KLEIN in [10] und von SKoLEM in [11] gegebenen Zerlegungssatze fiir die 
Elemente kommutativer Halbgruppen, aber selbstverstandlich spezieller 
als I, Satz 1, der sich seinerscits als der speziellste Satz der 1. Mitteilung erwies. 

Eine Auswertung der Ergebnisse des § 1, der neben Satz 1 noch eine neue Cha- 

rakterisierung der halbKkanonischen Holoide bringt (Satz 2). liefert die verbands- 
theoretischen Satze 3 und 4 und den ringtheoretischen Satz 5. — Satz 3 ist eine 
gemeinsame echte Verallgemeinerung der Zerlegungsergebnisse von BALACHAN- 
DRAN in [1], von Birkuorr in [2] und HerMgs in [7], von Frirz Kier in [9], 
sowie von WARD in [13], wihrend Satz 4 sogar noch zusitzlich allgemeiner ist 
als der Zerlegungssatz von DitwortH in [5]. Das liegt darin begriindet, daB 
Satz 4 beliebige halbkanonische Verbainde charakterisiert, waihrend in jenen 
Noten spezielle Verbinde (vollstaindige in [1], langenendliche mit 0 in [5], 
Verbinde mit absteigender Teilerkettenbedingung in [2], [7], [9], [13]) unter- 
sucht werden, wobei die dortigen Zerlegungen alle zumindest halbkanonisch 
sind. Satz 4 zeigt auBerdem recht anschaulich, um wieviel die halbkanonischen 
Verbande schwacher sind als die kanonischen. — Satz 5 enthalt als echte Son- 
derfalle die Korollare 1 und 2 aus [4] und damit die bekannten Zerlegungssitze 
fiir Hauptidealintegrititsbereiche und endliche Boolesche Ringe. — Im letzten 
Paragraphen weisen wir die Vertraglichkeit und Unabhangigkeit der aufgestell- 
ten Systeme nach. 


§ 1. Weiteres iiber primkanonische und halbkanonische Holoide 


Im folgenden sei H ein Holoid. Existiert dann zu der nicht leeren Teil- 
menge A ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV), so ist dieses eindeutig 
bestimmt und wir bezeichnen es mit U A. Entsprechendes gilt fiir den gréBten 
gemeinsamen Teiler (ggT), falls er existiert, den wir mit M A bezeichnen. Ist 
woe A = Gj, Gg, ..-, 4, eine endliche ange von H, so schreiben wir auch 


u a, oder a, U dy .. . Ud, fir U A und | A a, oder a, -\ ay... (\ a, fir N A. 


Wir bringen nun einige Satze iber das kgV und den ggT in (prim-) kanoni- 

schen Holoiden, die zum Teil fiir die Charakterisierung der primkanonischen 

*Holoide von Bedeutung sind. 

) Ist H ein halbkanonisches Holoid, so existiert zu je endlich vielen Elementen 
y, Gg, ..., @, aus H das kgV. 


8 k 
Es seien zunichst a, b. zwei Elemente aus H und a= [Jat-, b= []b™« 


o=l x=1 


ihre halbkanonischen Zerlegungen. Ist dann P die Menge der in /Ja% und 


o=l1 


k 
Ib’ vorkommenden verschiedenen Potenzen!), so ist das Produkt v* der 
x=1 
maximalen Elemente aus P gleich a \b. Denn aus der Konstruktion von v* 
folgt nach I, (18), a | o* & b | v*. Gilt weiter a | v & b| v, so folgt, wieder nach 


1) Zwei Potenzen a", b™ heiBen genau dann verschieden, wenn gilt: a* + b™ . 
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von I, (18), v*| v. Der Rest der Behauptung ergibt sich aus ordnungstheoretischen 
die Griinden. 

ller (1) kann auch so formuliert werden: 

. n 

*y (C,) Zu jedem n-tupel (a,) eines halbkanonischen Holoides H existiert U a, in H. 
ds- (2) Ist H ein primkanonisches * Holoid, so existiert zu je endlich vielen Elemen- 
ine ten Gy, Gg, ..-, 4, aus H der ggT. 

AN- Denn zunichst existiert zu je zwei Primfaktorpotenzen p,q" der ggT. Gilt 
9), namlich p|qVq\| p, so folgt.die Behauptung unmittelbar. — Es sei deshalb 
ist ptq&qt p. Dann gilt p-\q| p™& prvq| q* und ferner t | p"& t | "> t| prog. 
a6 Ist nimlich ¢= J] te die primkanonische Zerlegung von t, so besteht fiir jedes 
en e=1 

5], o die Implikation: t,S p&t,S q>t,< p&t,<q>te< pkte<q>te< 
er- < p\q. Hieraus ergibt sich nach I, (18), ¢| pq, also prg = p™ nq". — 
é s k 

=m Sind nun a, 6 zwei beliebige Elemente aus H und a= JJa%,b= []b"~ ihre 
o=l x= 

m- primkanonischen Zerlegungen und bilden wir die nicht leere Menge Q aller 
‘Ze. a”e -\ b”* und anschlieBend das kgV von Q, so ist U Q = **=a/\b. Denn es 
en gilt t*| a & *| b und es folgt aus I, (17’), und I, (18), unter Beriicksichtigung der 
N- Konstruktion von t*: t|a&t|b—t|t*.— Der Rest der Behauptung ergibt 


sich aus ordnungstheoretischen Griinden. 
(2) kann auch so formuliert werden: 


n 
(C,,) Zu jedem n-tupel (a,) eines primkanonischen *Holoides H existiert n a, 


il- ‘ 

2 in H. 

18 Neben (C,,) formulieren wir noch als eine Verschirfung die Bedingung 

“ (C,) Zu jeder nicht leeren Teilmenge A von H existiert 1 A in H. 

. (C;,) ist in primkanonischen Holoiden genau dann erfiillt, wenn zu jeder 


nicht leeren Teilmenge von Primelementen aus H der groéBte gemeinsame 
A. Teiler existiert, was ohne Beweis erwahnt sei. Die Formulierung von (C,) wird 
uns an einigen Stellen Umstandlichkeiten ersparen. 
Wir zeigen weiter : 
(3) Ist H ein primkanonisches *Holoid, so bildet H beziiglich und -\ einen 
distributiven Verband, d. h. es gilt: 


on 
ar (bUCc) = (anb)U (anc) und au (bnc) = (aUb)/n(ave). 
mse Da8 H beziiglich U und / einen Verband bildet, ist unmittelbar klar. Es 
bleibt (vgl. [7], 8.41) an (6Uec) S (ab) (ar\c) nachzuweisen. Es gilt 
d zunachst a = were Ova <= (anb) vu (anc). Denn ist a S 6Uc und 


sind a= II a”s, und buc= I de die primkanonischen Zerlegungen von a 
2 o=1 

und b u ¢, so ist nach I, (17’), jedes a”s cin Vorganger von mindestens einem de, 
‘ also nach Konstruktion des kgV von 6 oder c. Hieraus folgt weiter ia 
h SanbVatecarnc und damit ales (anb)U (anc), dh. an(bue) 

=as<(ar\b)U(anc). Hieraus ergibt sich nun fir jedes Tripel a, b,c: 
14* 








196 Bruno Bossacu: 
an (bUc)= [an (bUc)] nN (0VUCc) Ss [an (BUC) NSU [an (UNE) 
=(anb)U(ane). 

(4) Ist H ein halbkanonisches Holoid, so gilt a(b\ c) = abuac. 


Man findet leicht: ab U ac < a(b Uc). — Es sei weiter a(bUc) = [7 d'e 
e=l1 


die halbkanonische Zerlegung von a(bU c). Besinnen wir uns dann auf die 
Konstruktion des b\c aus den halbkanonischen Zerlegungen von b und c, 
so erkennen wir, da8 fir jedes g notwendig gilt: d’e|ab V d| ac, d.h. 
d’e| ab\W ac, woraus sich nach I, (18), a(6.Uc) S ab WU ac ergibt, also ins- 
gesamt a(b Uc) = ab U ac wie behauptet. 

(5) Ist H ein Holoid, das (C,)*) wnd (C7), bzw. (C,.) erfiillt, so gilt: 

aNnB= NaB, bew. a(br\c)=abrac. 

Gilt (C7), so findet man leicht NaB2>afN Bundas NaB. Ist nun t 
der Infimalpartner zu a in M aB, so folgt at < ab fiir jedes 6 € B, also auch 
t < 6 fiir jedes b ¢ B und damit ¢ < NM B, was at < af B und damit aN B 
= 1 aB nach sich zieht. — Fir (C,,) folgt der Beweis analog. 

Wir bringen nun ein Ergebnis, das die Operationen -, U, /\ miteinander 
in Beziehung setzt: 

(6) Ist H ein primkanonisches * Holoid, so gilt: (a Ub) (an b) = ab. 

Dies folgt nach (4) und (5) so: (a U b) (a b) = (aU b)an (aU b)b= ab 
= (an b)avu (an b) b= (and) (avd). 

Aus I, Satz 1, (1) und (2), er gibt sich: 

(7) Ist H ein primkanonisches * Holoid, so erfiillt H die Bedingungen (C,), (C,), 

(C.), (Ca). 

Wir wollen (C,), (C.,), (C,) ersetzen durch eine einzige Bedingung. Dazu 
erklaren wir: 

Def. 1. Hs seien A, B zwei nicht leere Teilmengen von H. Dann verstehen wir 
unter der Residualmenge*) von A beziiglich B in H die Menge M aller zx, fiir die 
mit jedem a € A ax gemeinsames Vielfaches aller gemeinsamen Tiler von B ist. 
— Fiir M, das natiirlich Obermenge von B ist, schreiben wir auch A « B. 

Def. 2. Wir nennen H ein C*-Holoid, wenn H neben (C,) noch die folgende 
Bedingung erfiillt: 

(Cf) Sind A, B zwei nicht leere endliche Teilmengen von H, so besitzt A + B 
ein Minimumelement, welches wir mit (A + B) bezeichnen. 

(8)  LErfiillt das Holoid H die Bedingungen (C,), (C.,), (Cp), 80 erfiillt H auch 
die Bedingung (Cf). 

Sind die endlichen Mengen A, B vorgegeben, so betrachte man den In- 
fimalpartner ¢ zu M A in NAU NB. Es gilt (N A)t=> NB, und ist fiir 
jedesa ¢ Aax=>N B,sofolgt NAx=(NA)xc>NB+(NA)cSNAv 
UN B=(NA)t+z2t, womit dann t = (A « B) bewiesen ist. 

(9) Erfiillt das Holoid H die Bedingung (Cf), so erfiillt H auch die Bedingungen 
(C,), (Cy), (C,). 

*) Wir iibernehmen die Bedingungen aus I mit den dort fiir sie eingefiihrten Bezeich- 
nungen. ’ 

") Wir wahlen diesen Ausdruck in Anlehnung an den Terminus ,,residual“‘, vgl. [13]. 
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Gilt t < a und tt’/=a, so betrachte man (t+ a). Es gilt a = tt’ (t+ a) 
<t'+t(t*a) < tt/=a, also wegen t(t * a) = a insgesamt ¢(t + a) = a. Weiter 
gilt t(t* a) < tt’ +a < tt” + (t* a) < t’, weshalb (C,) erfillt ist. 

Sind weiter a, b zwei Elemente aus H und betrachten wir a(a * b), so gilt 
a(a*b) > a&a(a+*b) = 6 und ist c => a&c = b und etwa c = az, 80 folgt 
ax 2b+2x2 (a*b)+ax=c 2 a(a*b), also insgesamt a(a + b) = aub. 

Betrachten wir aber (ea, 6), so gilt a= (e*a,b)&b2= (e*a,b) und 
ferner ist e(e * a,b) = (e # a,b) nach Def. 1 gemeimsames Vielfaches aller ge- 
meinsamen Teiler von a und b, weshalb dann gilt: (e+ a,b)=anb. 

Aus (8) und (9) ergibt sich: 

(10) Das Holoid H erfiillt genau dann die Bedingungen (C,), (C.,), (Ca), wenn 
es die Bedingung (Cf) erfiillt. 
Das Holoid H erfiillt genau dann die Bedingungen (C,), (C,), (C), (Ca), 
wenn es ein C*-Holoid ist. 

Wir beweisen weiter: 

(11) Erfiillt das Holoid H die Bedingung (CT); so ist jedes Halbprimelement ein 
Primelement. 

Ist p.ein Halbprimelement mit p | ab, so folgt nach (9) und (5): 

P| Pp(pranb)nab= ppnapn pbn ab = (pra) (pnb). Wegenpna< 

<p& prnb< p-+(pra)(pnbd) < p folgt hieraus pro a=pVpnb=p, 

d.h.p|aVp|b. 

(12) Erfillt das Holoid H die Bedingung (C,) und sind p, q zwei Primelemente 
aus H, so gilt: p™| aq"& p™+ q"—> p | a. 

Gilt n = 0, so ist nichts zu zeigen. — Es sei deshalb n 2 1. Gilt dann 
p+ q, 80 folgt p | a, da p ein Primelement ist. Gilt aber p | g, also wegen p™+ q” 
sogar p = g,so muB p*+! unverkiirzbar und aus diesem Grunde p Infimalpartner 
zu p" in p"*! sein, woraus folgt: p"p | p"a > p| a. 

Aus (11) und (12) ergibt sich analog zu I, (15): 

(13) Ist H ein C*-Holoid, so ist H primkanonisch. 

(7), (10) und (13) liefern zusammen den 

Satz 1: Hs sind die beiden Aussagen dquivalent: 

1. H ist ein C*-Holoid und 2. H ist ein primkanonisches * Holoid. 

Satz 1 soll spiter ringtheoretisch ausgewertet werden. Hierzu empfiehlt es 
sich, schon an dieser Stelle die Auswertung vorzubereiten und den in [4] ge- 
gebenen Idealbegriff einzuftihren. Um seine Formulierung zu erleichtern, ver- 
allgemeinern wir die Teilerrelation, indem wir festsetzen: Ist a ein Element aus 
H und A eine nicht leere Teilmenge von H, so setzen wir a | A, wenn a ein ge- 
meinsamer Teiler von A ist. 

Def. 3. Hine nicht leere Teilmenge a einer kommutativen Halbgruppe mit Eins- 
element heift ein Ideal, wenn sie jedes Element c enthilt, das die folgende Higen- 
schaft besitzt: Fiir alle Paare s, t aus H mit s | at gilt s | ct. — Ist speziell H ein 
kommutativer Ring mit 1, so heiBt a ein v-Ideal*). 

*) Einen Uberblick iiber die historische Entwicklung des Idealbegriffes gibt CLirroRD 


in der Einleitung zu [4]. — DaB jedes v-Ideal ein Dedekindsches Ideal ist, macht man sich 
leicht klar. 
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Ist A eine nicht leere Teilmenge von H, so bildet offenbar die Menge aller c 
mit der Eigenschaft: s,t¢ H & s| At-s|ct ein A umfassendes Ideal, welches wir 
das von A erzeugte Ideal nennen und mit {A} bezeichnen. A hei8t dann auch eine 
Basis von {A}. Als Hauptideal bezeichnen wir jedes von einem einzelnen Element 
erzeugte Ideal. Die Struktur der Hauptideale ist einfach. Ist {a} ein Hauptideal, 
so besteht {a} aus der Menge der Vielfachen von a. Denn, daB die Vielfachen von 
a zu {a} gehéren, ist klar. Gilt umgekehrt b € {a}, so folgt wegen a | al auch 
a | b1, also a| b. Auf das Operieren mit Idealen soll hier nicht naher eingegan- 
gen werden, doch sei erwahnt, daB sich der oben definierte Idealbegriff in der 
Cliffordschen Arbeit bei der Konstruktion idealer Primfaktorzerlegungen als 
sehr fruchtbar erwiesen hat. 

Wir zeigen nun: 
(14) Jede Residualmenge A * B eines Holoides H ist ein Ideal, das wir als das 

von A beziiglich B erzeugte Residualideal bezeichnen wollen. 

Denn hat c die Eigenschaft, daB fiir alle s,¢ aus H mit s| A* Bt gilt: 
8 | ct, so gilt ja auch fiir alle gemeinsamen Teiler g von B und alle a € A g | ca, 
alsoc€ AB. 

Nach (14) ist (Cf) gleichbedeutend mit der Forderung: Sind A, B zwei nicht 
leere endliche Teilmengen von H, so ist das von A beziiglich B erzeugte Re- 
sidualideal ein Hauptideal. 


Fir die ringtheoretische Auswertung von Satz | sind nun folgende Ergeb- 
nisse wichtig : 

(15) Ist H ein Holoid, das die absteigende Teilerkettenbedingung erfiillt und in 
dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, so ist H primkanonisch. 

Denn es ist H unter den gemachten Voraussetzungen nach (14) erst recht 
ein C*-Holoid. 

(16) Ist H ein primkanonisches *Holoid, das die absteigende Teilerketten- 
bedingung erfiillt, so ist jedes Ideal ein Hauptideal. 

Gilt die absteigende Teilerkettenbedingung, so existiert zunachst zu jeder 
nicht leeren Teilmenge M von H der ggT. Betrachtet man namlich die Menge 
M’ der gemeinsamen Vielfachen aller gemeinsamen Teiler von M, so geniigt der 
Existenznachweis von M M’. — Auf Grund der absteigenden Teilerketten- 
bedingung besitzt M’ nun zumindest ein minimales Element. Sind ferner a, b 
zwei solcher minimaler Elemente aus M’, so ist auch a7‘ 6 ein solches und es 
mu8 a=arnb=b6=N M’ sein. Ist weiter a ein Ideal aus H, so gilt s | at > 
+s|Nat+s|(Na)t. Somit muB Na zm a gehéren und a das von Na 
erzeugte Ideal, also Hauptideal sein. 

DaB in primkanonischen *Holoiden nicht notwendig jedes Ideal ein Haupt- 
ideal ist, beweist folgendes Beispiel: Betrachtet man die Menge der von 0 ver- 
schiedenen reellen Zahlen beziiglich ab = max(a, 6) und bezeichnet mit A die 
Menge der negativen, mit B die Menge der positiven Zahlen, so gilt A + B = B 
und es ist B kein Hauptideal. — Hiermit verlassen wir die Untersuchung prim- 
kanonischer Holoide und wenden uns noch einmal den halbkanonischen Ho- 
loiden zu. 
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In I, §3, wurde behauptet, daB nicht jedes A’-Holoid halbkanonisch ist. 
Diese Behauptung wird bewiesen durch Abb. 1. Doch kénnen wir durch eine 
Zusatzforderung erreichen, daB das :A’-System in ein System tibergeht, welches 
halbkanonische Holoide charakterisiert. 

Def. 4. Wir nennen H ein A*-Holoid, wenn die folgenden -e 
Bedingungen erfiillt sind: 

(Af) Ist tt’ = a € H, 80 existiert ein Minimalparinert< t' zu 
t in a. 9% 

(A,) Es gilt die absteigende Teilerkettenbedingung beziiglich < . 

(Af) Gilt a < bc und sind a, c minimalfremd, so folgt a < b. 

(Af) ist also gleichbedeutend mit (Aj). — Bevor wir nun % 
nachweisen, daB das A*-System charakteristisch ist fiir halb- 
kanonische Holoide, erwahnen wir, daB (Af) und (A,) stets erfiillt 
sind, wenn die absteigende Teilerkettenbedingung beziiglich < 
gilt. Ferner sei — vgl. den Beweis zu (29) — erwahnt, daB 
A’-Halbverbinde stets A*-Halbverbinde sind. DaB alle B’- 


Holoide A*-Holoide sind, ist fast unmittelbar klar. e 
Fig. 1 





Wir zeigen nun: 


(17) Ist (Af) in H erfiillt und ist p ein Halbprimelement, sowiea= I] p, ein 
v= 
Halbprimjaktorprodukt aus H mit pxa, so gibt es mindestens ein 
p,(1 s fa s n) mit p| p,. 
Denn dies folgt analog zu I, (12). 


n 
(18) Ist H ein A*-Holoid und a= IJ] p, ein unverkiirzbares Halbprimfaktor- 


v=] 
produkt, so gilt fiir jedes y(lSvSn): psa. 
Denn dies folgt analog zu I, (26), unter Beriicksichtigung von (Af). 
(19) Ist H ein A*-Holoid und a ein Element aus H, so besitzen alle wnverkiirz- 
baren Halbprimjaktorzerlegungen von a dieselben Basiselemente. 
Denn dies folgt aus (17) und (18). 
(20) Ist H ein A*-Holoid und p" eine unverkiirzbare Halbprimfaktorpotenz, so 
sind héchstens die Elemente p’ mit 0 < » < n Minimalteiler von p". 
Zu p” ist nur p°= e, zu p°= e nur p" Minimalpartner in ta. Es sei deshalb 


e<t< p", sowie ¢ ein area gaa zu tin -. Ist any HT t, eine Halbprim- 
faktorzerlegung von ¢ und Ili, eine solche von #, so abt sich die wegen (19) 


o=l 


eindeutig bestimmte unverkiirzbare Halbprimfaktorzerlegung von p" durch 
r & 
sukzessives Streichen aus J]7t, []7t, gewinnen. Wegen t < p* mu8 daher p 


e=1 "eel 
wenigstens einmal unter den ¢, vorkommen und somit ¢ ein p’ mit lov<n 
sein, da fiir jedes o gilt: t,< p">t,< p. 
(21) Ist H ein A*-Holoid und q" eine unverkiirzbar: Halbprimfaktorpotenz, so 


gilt fiir jedes Halbprimelement p: p| q*& pq* >a >p=¢.- 
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k 
Ist etwa pb = g"undb= J]b, eine Halbprimfaktorzerlegung von }, so laBt 


x=! 


sich die nach (19) eindeutig bestimmte unverkiirzbare Halbprimfaktorzerlegung 
k 


von gq" durch sukzessives Streichen aus p J] b, gewinnen. Ware nun p + q, 
x=] 


so ergabe sich pg"= q" mit Widengresh zu pq" > q*. 
(22) Ist H ein A*-Holoid und a = II pr ein unverkiirzbares Halbprimfaktor- 


o=l 
potenzprodukt, so gilt fiir jedes o(1 S oS 8): prrexa. 
-1 
Wir kénnen s > 2 und c= s annehmen. Ist dann b < p™ und b IT pre = a, 


&s =1 
sowie ll Y b, eine Halbprimfaktorzerlegung von b, so l4Bt sich in Tl pre ll b, 
™ e=1 x=1 


natiirlich kein p, streichen, da sonst I pee verkiirzbar ware. Ferner mu8 aus 


o=1 
s—1 ke 
diesem Grunde wenigstens ein b, stehen bleiben, wenn wir aus J] pre JT b, 
=| x=l1 


durch sukzessives Streichen eine unverkiirzbare Halbprimfaktorzerlegung von 


a erzeugen. ng diirfen daher eine unverkiirzbare Halbprimfaktorzerlegung 
s—l 


a = H pre ll b,, annehmen, in der jedes b,, ein b, ist. Nach (19) ist weiter 
=1 a=] 


jedes b,. ein p, fl : <= o = s), und ferner gilt fiir jedes b,: b,| p?*. Daher folgt 
nach (21) fiir alle x’ Prd = p,, was dann nach sich zieht: p*' = b'< b < p™ und 


x 
damit k’= n,, also b = p+, da J] pt ja unverkiirzbar ist. Die letzte Gleichung 
a=] 
beweist dann unsere Behauptung. 
Nun kénnen wir zeigen: 


(23) Ist H ein A*-Holoid, so ist H halbkanonisch. 
n m 
Sind J7 p, und J7q, zwei unverkiirzbare Halbprimfaktorzerlegungen des- 


v= 1 a=1 
selben a ¢ H, so kénnen wir nach (19) fiir diese Zerlegungen die Formen 
1 1 Pe® und IT pze annehmen. Hierbei gilt nun nach (22) fiir jedes o: p™— <a 
o=1 
wea | prrsa und ferner sind nach (20) und (21) fiir jedes Paar o’+ 0’ die Po- 
tenzen p”*", p"¢ minimalfremd. Hieraus folgt fir jedes o: p™"= p%, also wegen 
der Unverkiirzbarkeit von p”"* und p+: m,= n,. 
(24) Ist H ein halbkanonisches Holoid, so ist H ein A*-Holoid. 
Dies folgt aus der Tatsache, daB jedes halbkanonische Holoid ein B’- 
Holoid ist. 
Wir formulieren nun den 
Satz 2: Es sind die beiden Aussagen dquivalent: 
1. H ist ein A*-Holoid und 2. H ist ein halbkanonisches Holoid. 
Satz 2 liefert ein 2. Kriterium fiir halbkanonische Holoide. Obwohl die 
Verscharfung (Af) von (A,) nur beim Beweis von (18) direkt herangezogen 
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wurde, ist.sie entscheidend, was Fig. 1 beweist. — Es liegt noch die Frage nahe, 
ob die Bedingungen (Af), (A,), (A3’) ein kanonisches Holoid charakterisieren. 
DaB dies nicht der Fall ist, lehrt I, Abb. 5, wodurch noch einmal die Bedeutung 
der Beweismethode von I, (27), herausgestellt wird. 


§ 2. Verbandstheoretische Auswertung 


Im folgenden sei V ein Verband mit 0, betrachtet beziiglich U. Da die 
Operation _ idempotent ist, ist ein Verband mit 0 genau dann  primkanonisch, | 
wenn er kanonisch ist.  Halbprimelemente bezeichnen wir in diesem Para- 
graphen in Anlehnung an die Literatur als Uirreduzible Elemente. 

Es folgt nun fast unmittelbar aus (13) und Satz 1: 

(25) Hin Verband mit 0 ist genau dann /kanonisch, wenn er die Bedingungen 
(C,) und (C,) erfiillt. 

BirKHOFF nennt einen Verband relativ  pseudokomplementir, wenn zu je 
zwei Elementen a, b aus V ein (a * b) = c existiert mit az => b +- x = c. Aus (8) 
und dem Beweis von (9) folgt dann, daB ein Verband mit 0 genau dann relativ 
\upseudokomplementiar ist, wenn er (C,) erfiillt. Hiernach gilt der 

Satz 3: Hin Verband mit 0 ist genau dann _ kanonisch, wenn er die Bedingung 

(C,) erfiillt und relativ  pseudokomplementiir ist. 

Wir beweisen einen weiteren Hilfssatz : 

(26) Erfiillt der Verband V das Gesetz (M) der Modularitdt und die Bedingung 
(B,) oder aber das Gesetz (D) der Distributivitét und die Bedingung (A,), 
so erfiillt V auch die Bedingung (C,). 

Gelten (M) und (B,) und ist ¢ der Minimumpartner zu ¢ in a, so folgt: 
tutstuts+tut=(tuintut=tultuint)]sist. 

Gelten (D) und (A,) und ist ¢ ein Minimalpartner zu ¢ in a, so folgt: 
tutstutstut=tUntul)=tultnt)stints=toitst. 

Aus (5) folgt, daB jeder Ukanonische Verband distributiv, also auch modular 
ist. Somit gilt der 

Satz 3’: Hin Verband mit 0 ist genau dann  kanonisch, wenn er die Bedin- 

gungen (B,), (C,), (M) oder aber die Bedingungen (A,), (C,), (D) 
erfillt. 

Eine verbandstheoretische Charakterisierung der halbkanonischen Ver- 
bande wird uns nicht in dem MaBe gelingen, wie dies in Satz 3 fiir die Ukanoni- 
schen Verbinde méglich war, doch kénnen wir den Begriff der Minimumfremd- 
heit ersetzen durch ein mehr verbandstheoretisches Kriterium. Hierzu geben 
wir: 

Def. 5. Wir nennen zwei Elemente a, b eines Verbandes halbfremd, wenn das 

(an\b)\Urz=a =a 


x 
Gleichungssystem (G) enwug=b nur die triviale Lésung gue 

Es gilt nun: 
(27) Erfillt der Verband V die Bedingung (B,), so sind zwei Elemente a, b genau 


dann halbfremd, wenn sie minimumfremd sind. 
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Zunachst folgt aus (B,) die Existenz einer 0. Ist nimlich etwa ¢ Minimum- 
partner zu a in a, so ist ¢ natiirlich ein minimales Element von V, oar on t=0. 


Sind nun a, 6 minimumfremd, so kann (G) nur die triviale Lécung ) “wt * haben. 


Denn ware etwa (a -\ 6) Ut = amitt < a,so besiBe tina einen el iiiliadidinte 
i+ 0 mit ?< and, also O+t¢C a&it< b. — Sind a, b halbfremd, so kann 
auBer 0 kein Teiler von a Minimumteiler von 6 sein und auBer 0 kein Teiler von 
b Minimumteiler von a sein. Ware namlich etwa 0+t¢Ca&t< 5}, also auch 
t < ar\b, so wirde fiir den Minimumpartner ¢ zu ¢ in a folgen: a=t Ut < 
< (anb) Vis (anb) Va=a, also (ab) Ui=a mit t<a, dat ja Mi- 
nimumpartner zu einem ¢’ < a in a ist. 
(27') Zwei Virreduzible Elemente p, q sind in jedem Verband mit 0 genau dann 

halbfremd, wenn sie minimum-, bzw. minimalfremd sind. 

Sind p, q halbfremd, so kann nur dann ps qVq& p gelten, wenn 
p = 0Vq= 0 ist. Ware namlich etwa p < gq & p+ 0, 80 gabe es ein a < p mit 
(pq) Ua= p. — Sind p, g minimum-, bzw. minimalfremd und gilt p = 0Vq 
= 0, so hat (G) nur die triviale Lésung. Sonst gilt piqk&qip, also 
prvqg<p&prq < q, weshalb auch in diesem Falle (G) nur die triviale Lésung 
hat, da p, q Uirreduzibel sind. 
Wir beweisen nun eine wichtige Beziehung: 

(28) Erfiillt der Verband V das Gesetz der Distributivitét, so erfiillt er auch die 

beiden folgenden Gesetze: 

(A,) Gilt a <b Uc und sind a, c halbfremd, so folgt a < 6°); 

(B,) Gilta ¢ 6b Uc und sind a, c halbfremd, so folgta cb. 


axbvuc 
Es folgt aus (D): ocdue CO OUI KE BNHVANG. also 
Minimal- 
da a, c halbfremd sind: a= a/\b, d.h.a<b. Es sei nun ¢ yy. nies partner 


zutinb Uc. Dann gilt weiter: a U (bt) = (@Ub)N (aUth=bn (bUCc)=b 
und ist a’ irgendein Partner zu b/\¢t in b, so folgt: aut=au(bnt) vt 
: . a’+ta , axb 
=a Ulbntiut=a Ut te ew und damit ecb’ 
Weiter folgt: 
(29) Ist V ein Verband mit 0, in dem die Bedingungen (A,), (Aq), (A,) erfiillt sind, 
8o gelten in V auch die Bedingungen (B,), (B,), (B,). 
Wir weisen zundchst die Giiltigkeit von (B,) nach. Fir ¢ = a ist nichts zu 
a. Es sei deshalb ¢ <a und ¢+ 0 ein Winbmalpertace zu ¢t in a, sowie 


-U i, eine Zerlegung gema8B I, (11). Dann kann, da v fe unverkiirzbar und 
e=1 


t ein Minimalpartner zu t in a ist, fiir kein ¢, t, gelten: t, < 1 Also muB nach (17) 
und (27’) fiir alle ¢, die Relation erfiillt sein : t, < t’, woraus dann? < ¢’ und damit 
die Giltigkeit von (B,) folgt. (B,) ergibt sich aus (A,), das Erfiilltsein von (B,) 
aus (B,) und (A,). 


*) Der Leser mége beachten, daB < nicht die “‘cover-relation” ist. 
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Aus (27) und (29) folgt unter Beriicksichtigung von I, Satz 2, der 

Satz 4: Hin Verband mit 0 ist genau dann /halbkanonisch, wenn er die Be- 

erfiillt. 

Ein Ukanonischer Verband ist u. a. charakterisiert durch die Eigenschaften 
(A), (Ag), (D), ein Uhalbkanonischer Verband durch die Eigenschaften (A,), 
(A,), (A,). Ferner gilt (D) + (A,). Durch diese Beziehungen diirfte das Verhalt- 
nis zwischen den _/kanonischen und den Uhalbkanonischen Verbanden am 
klarsten zum Ausdruck kommen. — Ein Ukanonischer Verband ist stets 
distributiv, ein Uhalbkanonischer Verband ist nicht einmal notwendig modular 
(vgl. I, Abb. 4). Doch gilt: 

(30) Ist V ein Uhalbkanonischer Verband, so ist jeder modulare Unterverband | 
distributiv. Genauer folgt dies schon aus (B,). 

Wire die Behauptung falsch, so gabe es einen modularen, nicht distributiven 
Unterverband von VJ, also (vgl. [7], S. 43 und 46) einen Unterverband von V, 
wie er in Abb. 2 dargestellt ist. In diesem wiirde dann fiir den s 
Minimumpartner ¢ von 6 in s gelten:t Sa&tse+tsanc=— 
= r+bUt=b mit Widerspruch zu db Ut=s. 

AbschlieBend erwihnen wir die fast selbstverstandliche Tat- ,, 
sache, daB ein Verband ohne 0 genau dann /(halb-) kanonisch 
ist, wenn der um 0 erweiterte Verband -es ist, und daB die Be- 
trachtungen dieses Paragraphen natiirlich analog beziiglich ~ 
gelten. Fig. 2 

§ 3. Ringtheoretische Auswertung 

Um Satz 1 auf Ringe tibertragen zu kénnen, gehen wir aus von speziellen 
Ringen, d.h. von kommutativen Ringen mit Einselement. Ring schlechthin 
werde im folgenden stets als spezieller Ring verstanden. Sei R ein Ring. Dann 
nennen wir a ¢ R einen Hinsteiler, wenn es ein x aus R gibt mit az = 1. Bekannt- 
lich bilden die Einsteiler eines Ringes eine abelsche Gruppe. Wir nennen a ¢ R 
einen Nullteiler, wenn es ein y + 0 aus R gibt mit ay = 0. Ist a ¢ R kein Null- 
teiler, so heiBt a reguldér und es gilt bekanntlich fiir jedes regulare a ¢ R: 
ax =ay— x= y. —Einsteiler bezeichnen wir vorzugsweise mit ¢ oder ahnlich. 
Gibt es einen Einsteiler mit ae = 6, so schreiben wir a = 6 und sagen, a und 6} 
seien assoziiert; gilt a | b & b | a, so schreiben wir a ~ 6 und sagen, a und } seien 
dquivalent. Man bestatigt leicht, daB assoziierte Elemente stets aquivalent sind 
und daB = und ~ Kongruenzrelationen beziiglich der Multiplikation des 
Ringes sind. Gilt 2 | b & a+, so schreiben wir a| b und sagen, a sei echter 
Teiler von b. Als Halbprimelement bezeichnen wir jedes p ¢ R mit p ~ ab > 
+ p~aVp~b; als Primelement bezeichnen wir jedes p¢ R mit p|ab—> 
+ p|aVp|b. Analog I, Def. 1, folgt: a|| p> ap ~ p und damit der Zusam- 
menhang: p € R ist genau dann ein Halbprimelement, wenn gilt: a p & 6| p> 
+ ab| p. Weiter folgt fast unmittelbar, da8 jedes Primelement ein Halbprim- 
element ist. Als nicht triviale Teiler von a ¢ R bezeichnen wir alle 6 « R mit 
1 | b| a. Besitzt das Halbprimelement p einen nicht trivialen Teiler, so nennen 
wir es reduzibel, sonst irreduzibel. Mit p ist auch jedes zu p dquivalente a ¢ R 
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ein (ir-)reduzibles Halbprimelement. — Die Klasse von a ¢ R beziiglich ~ 
bezeichnen wir mit a, das von ~ erzeugte, beziiglich der Multiplikation homo- 
morphe Bild von R mit R. Allgemein bezeichnen wir mit A die Menge der Bilder 
von ‘A in R, wenn A eine nicht leere Teilmenge von R ist. R ist offenbar ein 
Holoid, und es gilt: a | b-- a < b sowie a|| b -- a < b. Ersichtlich gehért zu 0 
lediglich die 0, wahrend zu 1 genau alle Einsteiler aus R gehéren. — Beziiglich 
der Halbprimelemente gilt nun weiter: p ¢ R ist genau dann ein (ir-) reduzibles 
(Halb-) Primelement in R, wenn p ein solches in R ist. — Fiir die Ideale von R 
und R gilt: Ist a ein v-Ideal von R, so ist a ein Ideal von R; ist a ein Ideal aus R, 
so bildet die Menge der Urbilder der Elemente aus a in R ein v-Ideal. — Wir 
nennen nun einen Ring R genau dann primkanonisch (kanonisch, halbkanonisch ), 
wenn R primkanonisch (kanonisch, halbkanonisch) ist, und wir werden zeigen, 
daB schon jeder halbkanonische Ring primkanonisch ist, daB also in R gilt: 
(pk) ++ (hpk) +- (k) -- (hk) und daB in diesen Ringen die Relationen ~ und = 
gleichbedeutend sind. Ferner kénnen wir beweisen, daB (C,) in R ersetzt werden 
kann durch die Forderung der absteigenden Teilerkettenbedingung in R, 
woraus dann nach (16) folgt, da8 in (prim-) kanonischen Ringen jedes v-Ideal 
ein Hauptideal ist. Eine Verschmelzung der beiden letzten Eigenschaften 
liefert uns ein Kriterium fir kanonische Ringe. 

Wir zeigen nun: 

(31) Zs set R ein Ring. Gilt dann a*| a und a ~ b, 80 folgt a = b. 

Denn ist etwa a*z = a und au = 5, so folgt fir ec = axr—1+ aru: ac=b 
undc|c&c|bl|a+c|1. 

(31') Es sei R ein Ring. Gilt dann a*| a™& n > m, 80 folgt a™= a". 

Es ergibt sich aus unserer Voraussetzung a™+!|a™ und damit (a™)*| a”, 
also wegen a"~ a™ nach (31) a"= a". 

(32) Es set R ein Ring. Dann besitzt jedes a ¢ R, das kein Halbprimelement ist, 
eine Zerlegung a = a,a, mit echten Teilern a, und ay. 

Es gibt ein Produkt bc mit a ~ be und 6| a & c| a. Ist dann etwa a = bed 
und cd| a V bd| a, so sind wir fertig. Sonst gilt a ~ cd und a ~ bd, etwa 
au = cd und av = bd, woraus folgt: a = bcd = bau und a = cbhd = cav, was 
zusammen @ = bcavu = (bc) a(vu), also a?| a und damit a = bc, etwaa = bce 
mit 6 || a & ce|| a ergibt. 

(32) kann auch so formuliert werden: 

(32’) Es sei R ein Ring. Dann ist p € R genau dann ein Halbprimelement, wenn 
git: p=ab+p~aVp~b. 

(33) Es sei R ein Ring. Ist dann p ein reduzibles Halbprimelement aus R, so ist 
p ein Nullteiler. ' 

Denn gilt 1| a] p, so ist pa ~ p, etwa pax = p oder p(ax— 1) = 0 mit 
ax—1+ 0 wegen a} 1. 

(34) Es sei R ein Ring, sowie p ein Halbprimelement aus R. Dann ist jeder echte 
Teiler von p regular. 

Ist a] p, so gilt ap ~ p und etwa apz= p. Ist weiter ad = 0, so gilt: 
p~ ap=a(p+ d), also p| p+ d und somit p|d, etwa d= py. Dann folgt 
aber d= py = axpy =azd=0. 
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(35) Es sei R ein endlicher Ring. Dann ist jedes Halbprimelement irreduzibel. 

Denn ist p ein Halbprimelement, so bilden die endlich vielen reguléren 
echten Teiler von p eine abelsche Gruppe, selbstverstandlich mit der 1 des 
Ringes als Einheit. 

(36) Es sei R ein Ring. Dann ist R ein * Holoid. 

Sind p, q zwei Primelemente aus R, so geniigt der Nachweis, daB aus 
psa&q <p die Existenz von p - q folgt, was sich so zeigen laBt: Ist d ein 
gemeinsamer Teiler von p und q, also d <p & d < q, so gilt in R:d| p&d\ q 
und damit etwa p= pdx oder p(l —dz) = 0, was q| 1 — dz bewirkt, etwa 
qy = 1—dz oder dx + qy = 1, woraus sich wegen d |.q dann d | 1 oder d = 1 
ergibt. 

(37) Es sei R ein Ring. Dann gilt in R: (B,) > (C,). 

Ist ¢ < a und é der Minimumpartner zu t in a, so gilt in R ti ~ a. Gilt weiter 
tt < tt’, so folgt ti|tt’, also etwa ttx=¢tt' und damit t(tx—t'+ t) ~ a. 
Hieraus ergibt sich ¢ | tz —t’ + t, also #| t’ und damit # < ¢’. 

(38) Es sei R ein halbkanonischer Ring. Dann ist jedes Halbprimelement aus R 
ein Primelement. 

Es sei zunachst p reduzibel. Dann ist p nach (33) ein Nullteiler und es gilt 
in R: pe = 0 mit c < 0. Hieraus folgt, da8 p in der halbkanonischen Zerlegung 
von 0 als Faktor vorkommt. Es sei nun p | ab. Ware dann p ¢ ab, so kime p 
in der halbkanonischen Zerlegung von ab als Faktor nicht vor, und es wiirde 
gelten: pab = ab. Nun kann man aber die halbkanonische Zerlegung von 0 
ausgehend von derjenigen von ab gewinnen, woraus der Widerspruch folgen 
wiirde, daB p in ihr nicht vorkéme. Es muB somit fiir reduzible Halbprim- 
elemente gelten: p|ab>p< ab +>pCab+psaVpsb—>p|aVp|b. 
— Ist aber pein irreduzibles Halbprimelement, so besitzt p héchstens den echten 
Teiler 1. Gilt dann p | ab undp ¢ ab, so sind wir fertig. Sonst folgt pab = ab 
und damit pb < ab und ist # der nach (37) existierende Infimalpartner zu b 
in bp, so gilt £ = 1 oder t = p, also pb = b oder bp < bap &< a, in jedem 
Falle aber p | a V p| b. 

Aus (37) und (38) folgt nun leicht: 

(39) Es sei R ein Ring. Dann sind die Aussagen dquivalent: 
1. R ist primkanonisch, 2. R ist kanonisch, 3. R ist halbkanonisch. 

Wegen (37) und (38) kann (12) herangezogen werden, woraus dann die Be- 
hauptung folgt. 

Die Vereinigungsmenge einer aufsteigenden Folge a, € a, © --- € a,*** von 
v-Idealen ist nicht notwendig wieder ein v-Ideal, was die unendlichen Booleschen 
Ringe zeigen, jedoch stets ein (Dedekindsches) Ideal. 

Wir formulieren nun: 

Def. 3’. Es sei R ein Ring und a ein Ideal aus R. Dann nennen wir a ein 
v*-Ideal, wenn a Vereinigungsmenge einer aufsteigenden Folge von v-Idealen ist. 

Dann lautet die entscheidende Definition dieses Paragraphen : 

Def. 6. Es sei R ein Ring. Dann nennen wir R einen Z-Ring, wenn R die 
folgende Bedingung erfiillt: 

(Z) Jedes v*-Ideal ist ein Hauptideal. 
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Ist R ein Z-Ring, so ist jedes v-Ideal ein Hauptideal, und es gilt die aufste:- 
gende Teilerkettenbedingung fiir Hauptideale, da jedes Hauptideal ein v-Ideal 
und jedes v*-Ideal ein Hauptideal ist. Daraus ergibt sich wegen (15): 
(40) Ist R ein Z-Ring, so ist R kanonisch. 
(41) Es sei R kanonisch und p ein reduzibles Halbprimelement aus R. Dann 
gilt p*| p. ; 

Da R ja primkanonisch ist, gilt fiir je zwei Halbprimelemente p, q: 
p™| ag"& p™t q*"> p|a. — Ist nun =p ein reduzibles Halbprimelement, so 
existiert ein nicht trivialer Teiler a von p. Hieraus folgt p~ pa, also etwa 
p = pax oder p(l — az) = 0. Ware nun p*} p, so hatten wir p | 1 — az, etwa 
py = 1— az oder ax + py = | und damit wegen a | p auch a| 1 mit Wider- 
spruch zur Voraussetzung. 

(42) Ist R ein kanonischer Ring, so ist R ein Z-Ring. 

Zunachst gilt in R die absteigende Teilerkettenbedingung beziiglich <, was 

gs 


so nachgewiesen werden kann: Ist a = J] a" die (prim-) kanonische Zerlegung 
o=1 


von a € Rund sind a, , a,,, ..., 4,, genau alle reduziblen Elemente unter den a,, 
so setzen wir )' n,,= 9(@) und es gilt wegen (41) o(a) = r. Weiter setzen wir 
e=1 


n,— r= o' (a). Ist nun a> a,> a, --- > a, --- eine Kette von Elementen 
, @ a 2 
c= 


aus R, so folgt aus o(a,,,) = e(a,) j 1 notwendig 0’ (a,,,) < o’(a,), weshalb 
spatestens 0(4a,-(4)+,) < g(a) gelten muB, da in R jeder echte Halbprimteiler 
eines Halbprimelementes nach (34) regular und somit nach (33) irreduzibel ist. 
Bei sukzessiver Anwendung dieses SchluBverfahrens ergibt sich schlieBlich fiir 
ein m: @(a,,) = 0, weshalb die Kette dann spatestens bei a,, + ,°(4,) abbricht. 
— Aus dem Erfilltsein der absteigenden Teilerkettenbedingung in R folgt nach 
(16), daB jedes Ideal in R, also auch jedes v-Ideal in R, ein Hauptideal ist, 
weshalb dann weiter die aufsteigende Teilerkettenbedingung fiir v-Ideale in R 
gilt, woraus insgesamt folgt, daB (Z) erfiillt ist. 

Wir beweisen nun die angekiindigte, fiir uns sehr wesentliche Eigenschaft 
von Z-Ringen: 

(43) Ist R ein Z-Ring, so sind die Relationen ~ und = gleichbederiend. 

Sind p, g zwei Primelemente mit pa = g & gb = p, so gilt a| 1 oder nach 
(41) p?| p, in jedem Falle also — man beriicksichtige (31) — p = q. — Es seien 
weiter p™, gq" zwei aquivalente Primfaktorpotenzen mit m = 1 & n = 1. Dann 
gilt zunachst p = q. Ist hierbei m = n, so folgt unmittelbar p"™= q", gilt aber 
— etwa — m> n, so folgt q™| p™| q"—> (q")?| q*@> p™= q" nach (31). — Fir 
den Rest des Beweises bemerken wir vorweg folgendes: Ist a ein Einsteiler, 
so ist nichts zu zeigen. Sonst besitzt a wegen (32) und (Z) eine Primfaktor- 


n 
zerlegung a= [J] p,. Sind hierin p,,, p,- zwei Faktoren mit p,-|| p,, so kann 


v=1 


man p, durch ein geeignetes ¢ ersetzen. Gilt p, ~ p,-, so laBt sich p, mit 


, & 
einem geeigneten ¢ durch p,e ersetzen. Daher kénnen wir a= J] p" mit 
o=l1 
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Po’ | Po” > Po’ = Po und m,= 1(1 S o S 8) annehmen. Wegen (31’) darf hier- 

bei fiir jedes co angenommen werden » < m,-> p+} p’ .— Es sei nun a ~ b und 
s - 

a= J[]ate,b= []b%™ seien zwei zu a, bzw. b assoziierte Darstellungen der 


o=1 x=1 


S * 
oben konstruierten Art. Dann gilt [7a"*~ J] b"* und es gibt zu jedem o ein x 
o=1 x=l 
und umgekehrt mit a%¢~ b%*, also, da die a%*, bzw. b”"« Primfaktorpotenzen mit 
n,= 1, bzw. m,= 1 sind, mit a%*= 6”, woraus a = 6 folgt. 
Aus (39), (40), (42) und (43) folgt nun der 
Satz 5: Hs sind je zwei der folgenden Aussagen dquivalent: 
1. R ist ein Z-Ring; 2. R ist halbkanonisch; 3. R ist kanonisch; 
4. R ist halbprimkanonisch; 5. R ist primkanonisch und 6. Es gilt 
in Ra~ b-+-a=b und es existiert zu jedem Nichteinsteiler a aus R 


eine Halbprimjaktorzerlegung a= I] p,, in der sich kein p, durch 


v=1 


ein e ersetzen lapt. Ist weitera = I] q, eine zweite Zerlegung von a dieser 
=1 

Art, so gilt n = m und es gitt eine umkehrbar eindeutige Abbildung 

der p, auf die q,, 80 daB jedes p, assoziiert ist zu seinem Bild. 

Fir endliche Ringe gilt nun noch: 

(44) Ein endlicher Ring ist genau dann ein Z-Ring, wenn er ein Hauptidealring ist. 

Es geniigt zu zeigen, daB in einem endlichen Z-Ring je zwei Elemente a, b 
ein Hauptideal erzeugen, woraus dann der Rest der Behauptung durch Induk- 
tion folgt. Dies ergibt sich so: Es existiert a \ b = c und es sind die Relationen 
~ und = gleichbedeutend, so da8 etwa a’c = a und b’c = b mit teilerfremden 
a’, b’ angenommen werden darf, was aus der Konstruktion des ggT in R folgt, 
da jedes Halbprimelement in R nach (35) irreduzibel ist. Gilt nun a’| 1 V 6’| 1, 
so gibt es a fortiori eine Darstellung a’s + b’t = 1. Sonst gibt es ein n mit 
a’*+1| @’*, etwa a= a’'"a'u oder a’*(1—a’u) = 0. Da a’, b’ teilerfremd sind, 
folgt hieraus b’| 1—a’u, etwa b’v = 1—a’u oder a’u + b’'v=1. In jedem 
Falle gibt es also eine Darstellung a’ x + b’y = 1, was a’cx + b’'cy=azx+ by 
== ¢ nach sich zieht. 

In (35) wurde gezeigt, daB jeder endliche Ring nur irreduzible Halb- 
primelemente besitzt. Wir wollen diesen Paragraphen abschlieBen mit einem 
Beispiel fir einen Z-Ring mit reduziblen Halbprimelementen, wodurch sich 
Satz 5 als eine echte V erallgemeinerung des Cliffordschen Zerlegungsergebnisses 
fir Ringe erweist. 

Es sein > 2 eine-natiirliche Zahl und @* der Ring der n-tupel ganzer Zahlen 
mit gliedweiser Addition, bzw. Multiplikation. Dann sind in G*, wie man ohne 
Schwierigkeiten nachweist, genau alle diejenigen n-tupel reduzible Halbprim- 
elemente, in denen genau eine Stelle von 0 besetzt ist, wahrend alle tibrigen von 
1 oder —1 besetzt sind, and da G* ein Hauptidealring ist, ist @" erst recht ein 
Z-Ring. ‘ 
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§ 4. Vertriglichkeit und Unabhingigkeit der aufgestellten Systeme 
Uber die Widerspruchsfreiheit der aufgestellten Systeme gilt das in I, § 4, 
Gesagte. Wir gehen in diesem Paragraphen noch kurz auf die Unabhangigkeit 
der herangezogenen Bedingungen ein. Hierzu geben wir zundchst eine Uber- 
sicht iiber die Beziehungen der einzelnen Bedingungen der /kanonischen Ver- 
bande untereinander. Es gilt: 
(A;) < (By) 
pee 
(45) (Cf) -- (C,) - rpk. + (D) > (M) 
(C.) a (C,) a (C.) ba (C,) $<) (C.) . 


Schreiben wir fiir ,,A gilt nicht A, so geniigt es wegen (45) fiir den Un- 
abhangigkeitsnachweis der fiir die Satze 1, 3, 3’ aufgestellten Systeme, jeweils 
s einen Verband anzugeben, der beziiglich U gleichzeitig folgende 
Bedingungen erfiillt : (1.): (D) & (C,) & (A,); (2.): (B,) & (C,) & (M); 
6 —(3.): (C,) & (G). 
F Ein Beispiel fiir (1.) liefert der Verband, der dargestellt wird 
durch I, Abb. 6. 
Ein Beispiel fiir (2.) liefert der Verband der Fig. 3. 
Ein Beispiel fiir (3.) liefert der Verband P(N) aller Teilmen- 
gen der Menge der natiirlichen Zahlen. 
DaB das A*-System unabhangig ist, zeigen Fig. 1, denn hier 
gilt (A¥) & (A,) & (Af); P(N), denn hier gilt (Af) & (A,) & (Af); sowie Abb. 3, 
denn hier gilt (Af) & (A,) & (A¥) wegen axbUc&a x b trotz der Minimal- 
fremdheit von a, c. 
Die Unabhangigkeit der fiir Satz 4 aufgestellten Systeme folgt so: 
(As), (D) (A, 


(B,) und (D)’ also auch a , nicht 


é 
Fig. 3 


In I, Abb. 6, gelten die Bedingungen 
aber (Ay) : 
(B,) 
Weiter gelten im Beispiel zu (3.) die Bedingungen (C,) und (daher auch) 
(Ay) (A,) (A,) 


(B,) und (B,)’ nicht aber (B,)’ 


SchlieBlich gelten im Verband der Abb. 3 die Bedingungen 


(D) und somit da (C,) nicht erfiillt ist. 


(Ay) ‘aie (A2) 
(B,) (B,)’ 


A b 
(Ay) Gem ° und es sind a, c halb- 


nicht aber die Bedingungen (B,)° Denn es ist: | Bene 


b 
fremd, doch gilt nicht 7 - = 
DaB nicht jeder Ring ein Z-Ring ist, zeigen die unendlichen Booleschen 
Ringe, da in ihnen die aufsteigende Teilerkettenbedingung fir Hauptideale 
nicht gilt. 
Ist schlieBlich K der Restklassenkérper mod (2), so konstruiere man tiber K 
die Algebra mit der Multiplikationstafel ee =e, ea=ae=a, eb = be= 6b, 
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aa =ab=ba=6b=0. Dann stellt man leicht fest, daB dieser Ring kein 
Hauptidealring ist*). 


Berichtigung zur 1. Mitteilung 
(Bd. 139, S. 184—196 (1960)) 
S. 186. 10. Z.v.u. lies t” +f statt t” + t; 
8.188. 8. Z.v.o. liest <7 statt t <7; 
8.189. 9. Z.v.u. lies p* statt p,; 
8.192. 10. Z. v.u. lies a, ein b, statt a, genau ein b,; 
8.195. 12. Z. v.o. lies p|b statt pia. 


° 
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Uber konjugierte Netze, deren Tangentenkongruenzen 
in linearen Komplexen liegen 
Von 
WeEnpDELIN DeGen in Freiburg i. Br. 


Die konjugierten Netze des dreidimensionalen projektiven Raumes mit der 
im Titel genannten Eigenschaft wurden 1911 von E. J. W1LczyNnsk1’) entdeckt 
und untersucht; wir wollen sie deshalb kurz Wilczynski-Netze nennen. Seither 
waren sie immer wieder Gegenstand geometrischer Untersuchungen, so daB ihre 
wichtigsten -Eigenschaften bekannt sind. Wenn wir uns dieser Figur erneut 
zuwenden, so deshalb, weil wir einige der vielfachen Beziehungen zu anderen 
Klassen konjugierter Netze aufzeigen wollen und dabei zu einer Reihe von 
Kennzeichnungen gelangen. 

Zur analytischen Behandlung verwenden wir das halbinvariante Differen- 
tiationsverfahren von G. Bou?). Die Formeln sind im ersten Abschnitt zu- 
sammengestellt. Im zweiten geben wir einen Uberblick iiber die hauptsachlich- 
sten projektiven*) Eigenschaften der Wilczynski-Netze. Als neuer Gesichts- 
punkt ergibt sich dabei die Existenz der adjungierten‘) Wilczynski-Netze, und 
zwar in sehr einfacher Weise als projektive Bilder des Ausgangsnetzes, wobei 
die Projektivitaten einer ausgezeichneten Gruppe angehéren. 

Im dritten Abschnitt wenden wir uns denjenigen konjugierten Netzen zu, 
deren erste Achsen einer linearen Kongruenz angehéren. Es zeigt sich namlich, 
da8B nicht nur die Wilczynski-Netze diese Eigenschaft haben. Es ergibt sich 
auBerdem eine interessante Beziehung zu bestimmten nichtkonjugierten Netzen 
auf einer Quadrik. 

Der vierte Abschnitt ist solchen konjugierten Netzen gewidmet, deren 
Laplace-Transformierte spezielle Lagen einnehmen. Als Hauptergebnis er- 
halten wir: Liegen die entsprechenden Punkte von mindestens fiinf aufeinander- 
folgenden Laplace-Transformierten gerader Ordnung auf einer Geraden, so sind 
(unter gewissen Regularitétsvoraussetzungen) simtliche Netze der betrachteten 
Laplace-Kette Netze von WiLczyYNsKI. 

SchlieBlich wird im fiinften Abschnitt eine mit einem beliebigen (nicht 
harmonischen) konjugierten Netz verkniipfte Flachenschar eingefiihrt, die fir 


1) Vgl. [18]. Die eckigen Klammern weisen auf das Literaturverzeichnis am Schlv8 
der Arbeit hin. 

*) Siehe [1]. 

*) Metrische Eigenschaften werden in [7] bis [9] und [10] bis [13] behandelt. 

*) Sie wurden im Spezialfall der SU-Netze von B. Su [16] eingefiihrt und “associated 
nets” genannt. Wegen der anderweitigen Verwendung der Bezeichnung ,,assoziiertes Nétz‘‘ 
sollen sie ,,adjungiert“ heiBen. 
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die Wilczynski-Netze in die Schichtflachen*) der ersten Achsen tibergeht. Unter 
anderem zeigen wir: Die Eigenschaft, daB die dem Ausgangsnetz entsprechenden 
Netze auf diesen sogenannten Transversalflichen gemeinsame erste Achsen haben, 
charakterisiert diejenigen konjugierten Netze, deren Laplace-Transformierte ( 1.Ord- 
nung) zweiseitig gerichtete Netze von Rozet im Sinne von 8. Frnrxow’) sind. 
Durch verschiedenartige Zusatzvoraussetzungen gelangen wir von hier aus 
zu Kennzeichnungen der Wilezynski-Netze. 


1. Voraussetzungen und Kalkiil. Es sei x (u,v) ein nichtentartetes konjugiertes 
Netz in einem dreidimensionalen projektiven Raum, d. h. der Vektor x = {z», 
Z, Xg, Xs} beschreibt in Abhangigkeit der Parameter uw, v ein Flachenstiick (r)’), 
auf dem zwei Scharen von Netzkurven gegeben sind, und es gelten folgende 
Bedingungen : 

(a) (x) enthalt keine parabolischen Punkte, 

(b) durch jeden Punkt von (r) geht genau eine Kurve jeder Schar, 

(c) die Netzkurven berihren an keiner Stelle die Asymptotenlinien, ? 

(d) die Tangenten an die Netzkurven trennen die Schmiegtangenten har- 

monisch. 

Ein Netz mit den Eigenschaften (a), (b), (c) heiBe nichtentartet, ein solches 
mit der Eigenschaft (d) konjugiert. 

Die Tangentenkongruenzen der beiden Kurvenscharen auf (r) besitzen 
auBer der gemeinsamen Brennflache (r) noch je eine weitere, von (rt) verschie- 
dene Brennflache (r,) bzw. (r,). Da das Netz nach Voraussetzung nichtentartet 
ist, sind die Vektoren rf, r,, t, an jeder Stelle linear unabhangig; sie spannen die 
Tangentenebene von (r) auf. 

Die dem Ausgangsnetz entsprechenden Netze auf (r,) und (r,) sind ebenfalls 
konjugiert; man nennt sie die Laplace-Transformierten (1. Ordnung) von (r). 
Wir wollen ein konjugiertes Netz regulér nennen, wenn es selbst und seine 
beiden Laplace-Transformierten nichtentartet sind. Im folgenden setzen wir 
immer voraus, daB die betrachteten Netze regular sind. 

Hiernach schneiden sich die beiden Tangentenebenen von (r,) und (r,) in 
einer Geraden durch ry — man nennt sie die erste Achse —, die nicht in der 
Tangentenebene von (x) liegt. Auf ihr bestimmen wir denjenigen Punkt » 
(Punkt von SLotnick), der zusammen mit r die beiden Brennpunkte dieser 
Geraden harmonisch trennt. Die vier Punkte rf, r,, t,, ) definieren an jeder Stelle 
ein mit unserm Netz projektiv invariant verbundenes Tetraeder, das wir als 
Begleittetraeder wahlen. 

5) Da die Wilezynski-Netze spezielle R-Netze sind, sind die beiden Achsenkongruenzen 
ein schichtbildendes Paar. 

*) Vgl. [6] (oder Abschnitt 5 der vorliegenden Arbeit). 

7) In der Ebene der Parameter «, v se! S ein einfach hangendes offenes Ge- 
biet, in dem die Koordinatenfunktionen 2,(u, v) (¢ = 0, 1, 2, 3) analytisch sind. Jedes 
Wertepaar u, v aus © wird im folgenden Stelle genannt. Alle auftretenien Gréen sind von 
u, v abhangig, ohne daB dies im einzelnen durch die Bezeichnung jed2smal bervorgehoben 
wird. Ein Vektor in Klammern bedeutet die von ihm in Abhiangigkeit vou u, v aus G be- 
schriebene Filache. 





15* 
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Wir iibernehmen von G. Bor das halbinvariante Differentiationsverfahren 
und das in diesem Kalkiil aufgestellte Formelsystem fiir konjugierte Netze®). 
Jedes regulire konjugierte Netz ist Lésung eines Systems der folgenden Art: 


Ableitungsgleichungen : 


(1.1) gy @ Xo To =1%e, 

(1.2) Iy=a(D +r), ¥ya= Ar, 

(1.3) ta= Ar, t2.= e(D—?rk), 

(1.4) Dy = 1X gt Mig— (Mgt %)F, Ye = Uey—1ty— (4—12)F; 
Integrierbarkeitsbedingungen : 

(1.5) a4=0, 4=0, 

(1.6) ky+ a(ly—2r.)= 0, hgt+ e(mg+ 27,)=0, 

(1.7) Tyat Tay t+ My—lyy= r(k—em + h—al); 


Regularitdtsvoraussetzungen: 
(1.8) aekhim+0, (%,%,%2,D)+0. 


Umgekehrt stellt auch jede Lésung von (1.1) bis (1.8) ein regulires konjugiertes 
Netz dar; insbesondere ist durch Vorgabe der GréBen a, e, h, k, m, l, r, die in 
einem Gebiet G der Parameterebene analytisch sind und den Bedingungen 
(1.5) bis (1.8) geniigen, das zugehérige Netz bis auf Projektivitaten eindeutig 
bestimmt. 

Das hier verwendete Differentiationsverfahren von G. Box hat den beson- 
deren Vorteil, daB die Ableitung einer beliebigen Halbinvarianten, d. i. eine 
GréBe G (Skalare Funktion, Vektor oder Pfaffsche Form), die bei einer Um- 
normung 


(1.9) K*= oF, FI= Oki» FF= Coke 

() wird so umgenormt, daB die Determinante (r, 1, t2, )) konstant bleibt) das 
Transformationsverhalten 

(1.10) G*= of ev osG (ce, rat. Zahlen; Gewicht v. @) 

zeigt, wieder halbinvariant ist, und deshalb iberhaupt nur mit halbinvarianten 
GréBen gearbeitet zu werden braucht. Da 

(1.11) dG = dG + (Com + €, 2, + C22) G = 0G, + 2G, 


(mit geeigneten Reebschen Formen 2, und halbinvarianten Formen @,, w,) ge- 
setzt wird, sind die gemischten zweiten Ableitungen nicht vertauschbar, viel- 
mehr gilt die Vertauschungsregel 


(1.12) Gyy— Gra = [eo (h — kh) + e(k — al) + eg(em—h)]G. 


’) Siehe [1]. In den folgenden Formeln ist insofern gegeniiber [1] eine Spezialisierung 
vorgenommen, als hier der Punkt » auf der ersten Achse festgelegt ist. Analytisch hat dies 
p + q = 0zur Folge. Es wurde p — g = 2r gesetzt. Diese GréBe r hat jedoch mit der in [1] 
(5.48) definierten nichts zu tun. 
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Die Gewichte der einzeinen Halbinvarianten entnimmt man der Tabelle: 


"a ae = ase © « 2s ee 





Co 1 0 0O-)] 11 0 0—2 —2 —2 —2 —2 
(1.13) Cy 0 1 0-1-1 083 121 1-2 O-!1 
Cy 0 0 1-1 O-1 1 3 11 O-2-—I1 


Weiter ist der Kalkil so eingerichtet, daB einer Vertauschung der beiden Kur- 
venscharen des Netzes analytisch eine Vertauschung nach dem Schema 


oe me ee oe 
_— (; ED fy Mm ¢§ km an 
entspricht. 
Viele Unterklassen konjugierter Netze werden durch einfache Beziehungen 
zwischen den Invarianten gekennzeichnet. Insbesondere gilt: Das Netz (r) ist 


dann und nur dann harmonisch, wenn 


(1.15) r=0 

ist; dann und nur dann ein R-Netz, wenn 

(1.16) k=em, h=al 

gilt; ein Netz einer geschlossenen Laplace-Kette der Periode vier, wenn 
(1.17) r=0, kk=k=0, L=m=0 

erfillt ist. 


Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fir Wilczynski-Netze sind 
(1.18) k=em, h=al, m=%]%=0, m=m=0, 4==0. 
Man erhilt sie etwa so: Die Tangentenkongruenzen eines Wilczynski-Netzes sind 
definitionsgema8 in je einem linearen Komplex enthalten, also sind beides 
W-Strahlsysteme, das Netz somit ein spezielles R-Netz; es gelten die ersten 
beiden Gleichungen von (1.18). Man bestimmt nun im Geradenraum die Pole 
t, 6 der zu diesen beiden W-Strahlsystemen gehérigen Hyperebenen beziiglich 
der Kleinschen Quadrik. Es ergibt sich 
= (r4,) — r(x, ty) — mr, 3), 
Ly) = (¥, ») + r(r, ¥) — I(r, ¥) ° 
Es ist noch auszudriicken, daB diese Punkte fest sind. Die hierfiir kennzeich- 
nenden Bedingungen 
(1.20) t;= #,=0(modt), 6,= 6,= 0 (modb)*) 
liefern mit Hilfe der Ableitungsgleichungen die ibrigen Beziehungen (1.18). 


(1.19) 


2. Wilezynski-Netze. Wir geben eine kurze Zusammenfassung der bekannten 
Eigenschaften dieser Netze: Den beiden linearen Komplexen, denen die beidea 
Tangentenkongruenzen eines Wilczynski-Netzes definitionsgema8 angehdren, 
ist eine lineare Geradenkongruenz g-meinsam, in welcher sowohl die ersten wie 
auch die zweiten Achsen enthalten sind. Fir die ersten Achsen kann man dies 
unmittelbar geometrisch einsehen: Betrachten wir einmal eine Netzkurve der 

*) Die Schreibweise a = 0 (moda,,...,a,) bedeutet, da a in dem von 4,,..., a, 
aufgespannten Vektorraum enthalten ist. 
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ersten Schar. Sie ist, da alle ihre Tangenten dem Komplex ? angehéren, eine 
Komplexkurve. Bei einer solchen ist aber nicht nur die Tangente, sondern das 
volle Geradenbiischel in der Schmiegebene mit dem Beriihrpunkt als Zentrum 
im Komplex enthalten. Das Entsprechende gilt fiir die durch den betrachteten 
Netzpunkt hindurchgehende Kurve der zweiten Schar und den Komplex 6. 
Weil nun die erste Achse beiden so entstehenden Biischeln gemeinsam ist, ist 
sie eine Gerade der linearen Schnittkongruenz beider Komplexe. Fiir die zweiten 
Achsen 1aBt sich dasselbe Ergebnis durch Dualisierung gewinnen. 

Jedem linearen Geradenkomplex ist eindeutig ein Nullsystem zugeordnet, 
welches die Geraden des Komplexes fest laBt. Es sei N, (N,) dasjenige, das die 
Geraden von & (bzw. 6) fest 1a6t. N, bildet nun die Punkte von (r,) auf die ent- 
sprechenden (zu den gleichen Parameterwerten gehérigen) Tangentenebenen 
von (rt) ab. Wendet man hieraus das Nullsystem N, an, so werden diese auf die 
Punkte von (r,) abgebildet. Die beiden Laplace-Transformierten (r,) und (r,) 
eines Wilczynski-Netzes sind also projektiv aquivalent. Die Projektivitat 2, 
die die Abbildung vermittelt, ist das Produkt der beiden Nullsysteme: 


(2.1) m=N,N,, (fq) = (%))- 


Nun vertauscht das Nullsystem eines linearen Komplexes die Torsallinien 
einer in diesem Komplex enthaltenen Geradenkongruenz. Da hier zwei solche 
Nullsysteme angewandt werden und sich die Torsallinien der beiden Tangenten- 
kongruenzen eines konjugierten Netzes entsprechen, fiihrt die Projektivitat 2 
das (r,)-Netz in das (r,)-Netz iiber, ohne dabei die beiden Netzkurvenscharen zu 
vertauschen. Hieraus folgt weiter, daB die ganze Laplace-Kette, die das Aus- 
gangsnetz (rt) erzeugt, durch 2 auf sich abgebildet wird, und zwar so, daB dabei 
(r*) in (r**?) tibergeht'’). Die identische Abbildung, die Potenzen von a und 
ihre Inversen bilden somit eine Gruppe P von Projektivitaéten der von (r) er- 
zeugten Laplace-Kette auf sich. 

Wir fragen nach dem Bild der Achsen bei der Projektivitat 2. Da beide 
Achsen an jeder Stelle beiden Komplexen angehéren, gehen sie sowohl bei NV, 
als auch bei N, in sich iber und somit auch bei jeder Projektivitat der Gruppe P. 
Beachten wir, daB r auf der ersten Achse liegt, so folgt daraus, daB die ent- 
sprechenden Punkte aller Laplace-Transformierten gerader Ordnung ebenfalls 
mit dieser Geraden inzidieren. Ganz analog schlieBt man, daB die entsprechenden 
Punkte aller Laplace-Transformierten ungerader Ordnung auf der zweiten 
Achse liegen. Wegen der Projektivinvarianz der Eigenschaft einer Geraden ar: 
einer Stelle erste bzw. zweite Achse eines Netzes zu sein, sind die ersten und 
zweiten Achsen von (r) gleichzeitig auch erste und zweite Achsen aller Laplace- 
Transformierten von (r) mit geradzahliger Ordnung, wahrend fiir die Laplace- 
Transformierten von (rt) mit ungerader Ordnung die beiden Achsen von (rz) 
ibre Rollen vertauschen. 

Ein besonderer Fall liegt vor, wenn die Gruppe P die Ordnung 2 hat, also 
x’ = ¢ (identische Abbildung) ist. Da x? (r°) auf (r*) abbildet, ist jetzt (x) mit 


'*) (1*) bezeichnet die Laplace-Transformierte |k|-ter Ordnung, und zwar fiir k > 0 in 1- 
Richtung und fiir k < 0 in 2-Richtung. Das Ausgangsnetz wird dabei auch mit (r°) bezeichnet. 
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(r*) identisch und die Laplace-Kette schlieBt sich und hat die Periode vier. Da 
allgemein (N, N,)-!= N,N, gilt und hier x-! = z ist, ist das Produkt der beiden 
Nullsysteme vertauschbar. Daraus folgt, daB die Pole t, 6 der beiden Komplexe 
beziiglich der Kleinschen Quadrik konjugiert sind. Aus der Darstellung (1.19) 
erhalt man, da8 dies nur dann méglich ist, wenn r = 0 ist. Umgekehrt liest man 
aus den Ableitungsgleichungen ab, daB 


(2.2) P(=)tal=)o+rE, F-2(=) tn(=)9—re") 
ist, denn x* liegt auf der 1-Tangenten von (r,) und zugleich auf grund der obigen 
OUberlegungen auf der ersten Achse von (r) und Entsprechendes gilt fir r-*. 
Man erkennt, daB sich die Kette im Falle r = 0 tatsachlich mit der Periode vier 
schlieBt. Man nennt diese Laplace-Ketten nach ihrem Entdecker Su-Ketten™). 

B. Su hat gezeigt, daB mit einer Su-Kette immer eine einparametrige 
Schar weiterer, mit der Ausgangskette projektiv aquivalenter Su-Ketten ver- 
bunden ist. Wir werden nun zeigen, wie dieses Ergebnis von B. Su als Spezial- 
fall eines allgemeineren erhalten wird; dariiber hinaus kann in sehr einfacher 
Weise das Problem der Bestimmung aller geschlossenen Wilezynski-Ketten 
yelést werden. 

Wir gehen von der linearen Kongruenz K aus, die den beiden Komplexen 
t, 6 gemeinsam ist. Von Entartungsfillen abgesehen, hat K zwei reelle oder 
konjugiert komplexe, zueinander windschiefe Leitlinien 1, /. Wir betrachten die- 
jenige einglicdrige Gruppe G reeller Projektivitaten 2,, die 1 und / punktweise 
fest lassen. Das Bild eines Punktes P, der nicht auf / oder / liegt, ist dabei der- 
jenige eindeutig bestimmte Punkt 2, P, der auf der Treffgeraden (das ist die 
Gerade von K, die durch P geht) liegt und beziiglich der beiden Treffpunkte 
L, £ auf den Leitlinien 1 bzw. | das Doppelverhaltnis 


(2.3) DV(L, £, P,x,P)= 8 


hat. Im Falle reeller Leitlinien ist s eine von Null verschiedene reelle Zahl und @ 
ihrer multiplikativen Gruppe isomorph ; im Falle konjugiert komplexer Leitlinien 
ist s komplex vom Betrag eins zu nehmen, denn nur so bleibt z, reell. @ ist in 
diesem letzten Fall der ebenen Drehgruppe isomorph, und man kann durch 


(2.4) 9 = 25 Ins 


einen reellen Parameter einfiihren. Zwei Werte ¢,, p, gehéren genau dann zum 
gleichen Element der Gruppe, wenn ¢, = ¢,(mod 2) ist. 

Zur Anwendung dieser Sachverhalte auf die Wilczynski-Netze berechnen 
wir zunachst die Brennpunkte der ersten Achsen. Der Ansatz 


(2.5) b=Ar+ By, db=0(modr, py) 
fihrt auf 
Aw,+ B(rw,+ lw.) =0 
(2.6) Aw,+ B(mw,—rw,) = 0 
ry 4) a(=)b bedeutet, daB die Vektoren a und 6 (mit von Null verschiedenem Faktor) 
proportional sind. 


12) Vgl. [16]. 
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mit der Lésung 

(2.7) mw}—2rw,o,—lw}=0, 6 = B{y + Vr?+ ml x} 6=B{y —Yr+ ml x} 
fiir die Torsallinien und Brennpunkte. Wir haben also reelle, konjugiert kom- 
plexe oder zusammenfallende Leitlinien, je nach dem, ob r? + ml positiv, negativ 
oder gleich Null ist. DaB diese Fallunterscheidung im ganzen Regularitats- 
gebiet einheitlich ist, kann man so einsehen: Handelt es sich um eine Su-Kette 
(r = 0), so ist ein Ubergang in einen andern Fall nur méglich, wenn an einer 
Stelle ml = 0 ist, was aber im Widerspruch zur vorausgesetzten Regularitat 
(1.8) steht. Liegt keine Su-Kette vor, so ist r + 0 und 


ml 
(2.8) => 
stellt eine absolute Invariante dar, fiir die nach (1.18) J, = J,= 0 gilt. I ist also 
konstant. Andererseits bestimmt J auch das Vorzeichen von r?+ ml. 
Im folgenden sei der Fall zusammenfallender Leitlinien ausgeschlossen ; 
wir setzen also 


(2.9) 24+ ml+ 0 


voraus. Der noch verbleibende Entartungsfall, daB sich die Leitlinien schneiden, 
fihrt auf ml = 0, was wegen der Regularitat nicht méglich ist. 

Welches ist nun der Bildpunkt von ¢ bei einer der Projektivitaten der 
Gruppe G? 

a) Es sei r?+ ml > 0; dann ist w = //r?+ ml reell, von Null verschieden 
und kann positiv angenommen werden. Wir wahlen jetzt eine Normierung von 
b, 6, so daB 


(2.10) r=b+6 
ist (man erreicht dies, indem man B = — B = — setzt) . Nach (2.3) ist 


“ —1 
(2.11) p=eb+6attt yt» 
das Bild von x bei z,. Man kann nun zu 4 ebenso wie zu ¢ die beiden Laplace- 
Transformierten 4,, 4. und den Punkt von Siotnick j berechnen; und zwar als 
Bilder der entsprechenden Punkte beziiglich r. Man findet zunachst 

1 


(2.12) pasts SS wr. 


Zur Berechnung von 4), 3, nach (2.3) bestimmt man die Brennpunkte der zwei- 
ten Achsen; es sind dies die Punkte 


(2.13) b*— Bel (r+ wo) r+ ta}, be = B+ {— (r—w) 11+ r4}, 


und daraus ergibt sich 
f(r e—l e+1 s—l 
m= (Sot at mn 


r e—l s+1 s—l 
a= (-<- 2 +13-)n + la: 











(2.14) 
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Die Normierung dieser Vektoren haben wir so eingerichtet, daB fiir s = 1 die 
Vektoren der Urbildpunkte in der urspriinglichen Normierung erscheinen. 

Die projektive Aquivalenz der Netze (x) und (4) driickt sich nun darin aus, 
daB fiir die Vektoren 4, 4, 42, § genau dieselben Ableitungsgleichungen gelten 
wie (1.1) bis (1.4), namlich 


a = hh b2 = de 
(2.15) dss = @(§ + 18) dro hs 
dar = 4 daa= €(§— 18) 


a1 = T8at Maa— (mM, + 753)5 G2 = lia (4— 1) 5 - 
Man erhilt sie, indem man (2.11), (2.12), (2.14) ableitet, dabei (1.1) bis (1.4) 
verwendet und (1.18) beriicksichtigt. 
b) Es sei r?+ ml < 0; dann ist w = Vr2+ ml = iv und v reell, von Null ver- 
schieden und kann positiv angenommen werden. Wir verwenden nun den nach 
(2.4) eingefiihrten reellen Parameter ¢. Es ist 


s+1 s—l 1 } 
= el? = — eff 
5) e*? Cos @ , ow 7? sing . 


Setzt man dies in (2.11), (2.12), (2.14) ein und nimmt noch eine Umnormung 
mit dem gemeinsamen, von u, v unabhangigen Faktor e-‘* vor, so wird 





(2.16) 





a» 
§ = cospr + —singy, 


eG « m=, 
i= (= sing + cos ¢) ¥ + — Sin pt, 
(2.17) ye pe: 
i= (- > sme t cos ¢) Igt+ > sin gr, 
3 = cosgy + vaingr. 
In beiden Fallen werden die Projektivitéten 2, durch 


(2.18) MP = Ay(Pok + Pili + Poke+ Psd) = Pod + Prtit+ Pade Psd 
beschrieben. 

Zusammenfassend ergibt sich: Mit einem Wilczynski-Netz, dessen erste 
Achsenkongruenz verschiedene Leitlinien hat, ist eine einparametrige Gruppe @ 
projektiv aquivalenter Wilczynski-Netze gegeben (man nennt sie adjungiert"*)). 
G ist im Falle reeller Leitlinien der multiplikativen Gruppe der von Null ver- 
schiedenen reellen Zahlen, im Falle konjugiert komplexer Leitlinien der ebenen 
Drehgruppe isomorph. Die Projektivitéten von G sind im ersten Fall durch die 
Formeln (2.11), (2.12), (2.14), im zweiten Fall durch die Formeln (2.17), beides- 
mal zusammen mit (2.18) explizit gegeben. 

Als Anwendung wollen wir die geschlossenen Wilczynski-Ketten bestimmen. 
Dazu eine wichtige Vorbereitung: Betrachten wir die Laplace-Transformierte 
2. Ordnung von (r) an einer Stelle up, v9: 


(2.19) 15 (=) D+ Poko - 
18) Vgl. FuBnote 4. 
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Wir wenden auf x, die Projektivitat x, von G an, die rq in x5 tiberfiihrt. Sie ist 
durch den Parameterwert 


ot w 
(2.20) 8= —— 
gegeben. Nun ist 
(2.21) Juri 
°f— ww 


eine absolute Invariante, fiir die nach (1.18) 


gilt. Also ist J konstant. Das bedeutet, daB die Projektivitat, die zum Para- 
meter 


(2.23) s=J baw. p= yr logJ 


gehért, das ganze Netz (r) auf die Laplace-Transformierte (rx?) abbildet. Wir 
haben das Ergebnis: Die Gruppe P von Projektivititen x*, die (r") auf (x'+?*) 
abbilden, ist die von (2.23) erzeugte zyklische Untergruppe von G. 

Hierin ist insbesondere der Satz von Frnrkow") enthalten: Falls die ent- 
sprechenden Punkte der Laplace-Transformierten gerader Ordnung (in beiden 


Richtungen) konvergieren, sind die Brennpunkte b, b ihre Grenzpunkte. 
Aus obigem Satz folgt namlich fiir die entsprechenden Punkte der Laplace- 
Transformierten 2k-ter Ordnung die Darstellung 


(2.24) z2*— J*p +6 (k ganzzahlig) . 


Da J nach (2.21) wegen (2.9) von 1 verschieden ist, kann J* fiir |k| + co nur 
gegen 0 oder oo streben; in beiden Fallen ist der Grenzpunkt einer der Brenn- 
punkte. 

Weiter gestattet der obige Satz, die geschlossenen Wilczynski-Ketten an- 
zugeben. Damit sich eine Wilczynski-Kette mit der Periode 2 (es kommen nur 
gerade Periodenzahlen in Frage) schlieBt, ist 


(2.25) J°—1=0, J™—1+0 fir 0O<m<n 


notwendig und hinreichend. Reelle Werte von J, die einer solchen Gleichung 
geniigen, sind mur 
(2.26) J=1, J=-1. 


Fiir den ersten Wert erhalt man keine geschlossenen Ketten, da dieser die iden- 
tische Abbildung charakterisiert. Der zweite Wert wird genau dann angenom- 
men, wenn 

(2.27) r=0 


ist. Geschlossene Wilczynski-Ketten mit reellen Leitlinien sind immer Su-Ketten; 
die Periodenzahl ist vier. 

Sind dagegen die Leitlinien konjugiert komplex, so gibt es zu jeder primi- 
tiven n-ten Einheitswurzel eine Klasse geschlossener Wilczynski-Ketten der 
Periode 2n, also fiir jedes n genau g(n)'*) Klassen. 


14) Vogl. [4]. 
15) @(n) ist die Eulersche Funktion. 
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3. Eine bemerkenswerte Klasse konjugierter Netze. Wir sahen im vorangehen- 
den Abschnitt, daB die Wilczynski-Netze die hervorstechende Eigenschaft 
haben, daB ihre beiden Achsenkongruenzen einer gemeinsamen linearen Kon- 
gruenz angehéren. Wir werden erwarten, daB diese Eigenschaft fiir Wilezynski- 
Netze kennzeichnend ist. Das trifft in der Tat zu, wie wir gleich zeigen werden; 
wichtiger ist jedoch die Frage nach denjenigen konjugierten Netzen, bei denen 
nur eine Achsenkongruenz, etwa die erste, einer linearen Kongruenz angehdrt. 
Kommt diese Eigenschaft auch nur den Wilczynski-Netzen zu oder gibt es noch 
andere ? 

Die erste Achse hat im Geradenraum den Bildpunkt 


(3.1) § = (r,). 
Sie erzeugt genau dann eine lineare Kongruenz, wenn g in Abhangigkeit der 
Parameter u, v einen nur dreidimensionalen Unterraum des Geradenraumes 
aufspannt. Nach (1.1) bis (1.4) ist 

Si _ (X,, ») vr r(x, ¥) + m(f, I.) , 


3.2 
' , i (Xp, »)—r(r, YT.) + Ur, X;) ’ 


und weiter 
G44 = 2m(F,, Lg) + (my +214) (,x,) + my(F,%_) (modg), 
(3.3) Gy2= —2r (Ey, a) + Uy (e, Hy) + my(F, Fe) (modg) , 
G22= —21 (5), Fg) + (4y— 279) (tr, 42) + h(t, my) — (modg) . 
Da nach (3.1) und (3.2) g, g;, g2 linear unabhangig sind, hat unser Netz 
nur dann die geforderte Eigenschaft, wenn 944, $42, $22 einem Vektor 
(3.4) ® = 2(r,, Xg) + 8(¥, ¥1) — Er, Fe) 


proportional sind und sich die Ableitungen von » aus g, g;, $2, ® kombinieren 
lassen. Fiir die Halbinvarianten folgen hieraus die Beziehungen 


(3.5) r= > (em—rt), t= — (tl + re), 
(3.6) m, =—mt, L,=—ls, 

(3.7) M,=1rt, lL=—re, 

(38) 4 =2(h—al) —st, tp = 2(k—em)—+ st, 
(39) =—>3#, h=-5t. 


Ist nun auch noch die zweite Achse in dieser Kongruenz enthalten, so ist 
nach (3.4), da sie den Bildpunkt (r,, r,) hat, 
(3.10) s=t=0. 
Damit geht aber (3.5) bis (3.9) in (1.18) iiber. Wir haben das oben angekiindigte 
Ergebnis: Hin reguléres konjugiertes Netz, dessen beide Achsenkongruenzen einer 
gemeinsamen linearen Kongruenz angehéren, ist ein Wilezynski-Netz. 

Kehren wir wieder zu den Netzen zuriick, bei denen nur eine der Achsen- 
kongruenzen einer linearen Kongruenz angehért. Um die Existenz solcher 
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Netze zu zeigen, haben wir zu untersuchen, ob das System, bestehend aus den 
Integrierbarkeitsbedingungen (1.5) bis (1.7) und den Beziehungen (3.5) bis 
(3.9) in Involution ist. 

Da sich die gemischten zweiten Ableitungen der GréBen r, m, l, 8, t unabhan- 
gig voneinander berechnen lassen, ist nachzupriifen, ob sie die nach (1.12) ge- 
bildeten Vertauschungsregeln erfillen. Man erhalt zunachst 


(3.11) my,= 5 stm — rf 2m(k—em) , 


m= 5 stm— r?, 
also ist die Vertauschungsregel fiir m, namlich 
(3.12) M44— Mq2>= 2m(k — em) 


erfiillt. Dasselbe ergibt sich durch Vertauschung nach dem Schema (1.14) fiir /. 
Weiter ist 


(3.13) tra= 2t(em—k) + 58, 

tay = t(2em— al —h) + >see : 
somit ist auch die Vertauschungsregel fiir ¢ '*), 
(3.14) toy— ty = (2k — h— alll) 


erfillt, und das Entsprechende gilt wieder wegen der 1-2-Symmetrie fir s. 
Ferner erhalt man 


(3.15) ‘a= ea + rst—r(k—em), 
™=7 e sm) + rst—r(h—al). 
Hieraus folgt einerseits 
(3.16) '21— Tat r(k—em—h + al) ’ 
also gerade die richtige Vertauschungsregel fiir r; andererseits ist wegen 
(3.17) = —t#l—str + 2r(k—em) 


— y= +4 8m —str + 2r(h—al) 


auch die Integrierbarkeitsbedingung (1.7) erfillt. Fir (1.6) kann man nach 
(3.5) und (3.7) auch 


(3.18) ky+alt=0, ha+ems=0 
schreiben, wahrend 
(3.19) a=0, &=0 


unverandert iibernommen wird. Damit ist das System (3.5) bis (3.9), (3.18) und 
(3.19) in Involution. Seine Lésung hangt von 4 Funktionen einer Veranderlichen 
(und von Konstanten) ab. Wir haben das Ergebnis: 


%*) Nach (3.4) hat ¢ das Gewicht (—1,1,0) und s das Gewicht (—1,0,1). 
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Es existiert eine von vier Funktionen einer Verdnderlichen abhingige Gesamt- 
heit von konjugierten Netzen, deren erste Achsen einer linearen Kongruenz an- 
gehéren. Insbesondere gibt es darunter solche, die keine Wilczynski-Netze sind. 

Wenden wir uns dieser Figur etwas naher zu. Besonders reizvoll ist es, diesem 
Gedanken nachzugehen: Im Geradenraum ist durch die lineare Kongruenz, 
der die ersten Achsen angehéren, ein dreidimensionaler Unterraum U, aus- 
gezeichnet. Dieser schneidet aus der Kleinschen Hyperquadrik eine (gewdhn- 
liche) Quadrik Q aus. Die ersten Achsen des Netzes (r) werden auf ein Flachen- 
stiick von Q abgebildet, dem das 1-2-Netz aufgeprigt ist. Es wird sich zeigen, 
daB dieses im allgemeinen nicht konjugiert ist. Es erhebt sich die Frage: Welche 
nichtkonjugierten Netze auf einer Quadrik sind in diesem Sinne das Geraden- 
bild der ersten Achsen eines konjugierten Netzes der in Rede stehenden Klasse ? 

Wir werden im folgenden gar nicht darauf zuriickgreifen, daB U, Teilraum 
des Geradenraumes ist, sondern nur die Verhaltnisse in diesem Raum selbst 
untersuchen. Die Bildflache der ersten Achsen wird von 


(3.20) g = (r,D) 2”) 
beschrieben. Sie ist, da an jeder Stelle 

(3.21) g°g=0 

ist, eine Quadrik. Wir setzen 

(3.22) hi= G1» Ge= G2 


und haben mit g, g,, Gg, 9 eine Basis in U,. Nach (3.3) und durch Ableiten von 
v ergeben sich die Ableitungsgleichungen 


Gu = 2arg + mp, Gi2= (k + em) g—rv, 
(3.23) G2= (A + al) g—rvd, $22= — 2erg—lp ; 
Dy = asg—2ag,—~ to , Dv, = —etg + 2eg,— +a , 


die jedoch noch nicht die gewiinschte Form haben, in der die Koeffizienten der 
Hauptdiagonalen verschwinden. Um dies zu erreichen, versuchen wir eine 
Halbinvariante R vom Gewicht (2,1, 1)so zu bestimmen,daB sie den Gleichungen 


(3.24) Ry=>Rt, R=>Re 


geniigt. Die Integrierbarkeitsbedingung dieses Systems ist die nach (1.12) fir 
das Gewicht (2,1,1) gebildete Vertauschungsregel. Sie ist tatsichlich erfillt, 
denn mit (3.8) erhalt man 


(3.25) Rya= R(k— em) ’ Ry= Rih— al) . 


Demnach existiert eine solche Halbinvariante R; sie ist iiberdies bis auf eine 


17) Wir denken uns das Koordinatensystem so, daB U, dadurch gegeben ist, daB die 
letzten beiden Geradenkoordinaten verschwinden. Die ersten vier fassen wir dann zu einem 
Vektor zusammen und unterscheiden ihn durch Normaldruck vom zugehdérigen (fett- 
gedruckten) Sechservektor. 
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multiplikative Konstante eindeutig bestimmt. Wir nehmen nun die Um- 


normung 
_ (3.26) 6= Rv 
vor und erreichen damit die gewiinschte Form der Ableitungsgleichungen 
$1 = hh» G2 = Ge> 
(3.27) Gu= 2arg+—> 8, Gia= (k + em)g— 6, 
a I « 
Gu= (+ al)g—= 8, Gn=—2erg—jzr, 


AuBerdem ist jetzt die Determinante (g, g,, G2, 5), da sie das Gewicht (0, 0, 0) 
hat, konstant. 

Wir fiigen der Vollstandigkeit halber die Tabelle der Polarprodukte be- 
ziiglich der Quadrik Q bei: 








° s $i $s D 
g 0 0 0 2x ah 
(3.28) e 0 titi in bee x = const. 
Ge 0 2rx lx 8% ; 
D 2x tx 8% 0 : 


Geometrisch interpretiert, besagen unsere Formeln (siehe Fig. 1) : (g) beschretbt 
fiir nichtharmonische (r+ 0) Ausgangsnetze (rt) ein nichtkonjugiertes Netz auf 
einer Quadrik, das an keiner Stelle eine 
Asymptotenlinie der Quadrik (Erzeugen- 
de) beriihrt. g, und g, sind die zweiten 
Brennflichen der Tangentenkongruenzen 
dieses Netzes. v liegt auf seiner ersten Ach- 
se, und zwar im zweiten DurchstoBpunkt 
dieser Geraden mit der Quadrik Q. Die 
1-Tangente von (v) trifft die 2-Tangente j 
von (g), und ebenso trifft die-2-Tangente 
von (v) die 1-T'angente von (g). 
Da die Torsallinien einer (beliebigen) 
Kongruenz als diejenigen Bildkurven 
“von Kongruenzstrahlen gedeutet werden 
kénnen, die mit ihren Tangenten ganz 
auf der Kleinschen Quadrik liegen, gilt : 
Den Torsallinien der ersten Achsen des 
Ausgangsnetzes entsprechen die Asym- 
ptotenlinien (Erzeugenden) der Triiger- 
flache (Quadrik) des Bildnetzes. 
Fig. 1 Nicht ganz so trivial ist der folgende 
Die Netze g, 0 auf der Quadrik Q an einer Stelle u,. Satz: Die Torsallinien der ersten Achsen 
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\- des Bildnetzes entsprechen den Asymptotenlinien der Triigerfliche des Ausgangs- 
netzes. 

Den Beweis fihrt man am einfachsten analytisch. Die Torsallinien von 

(g, ) erhalt man bei der Berechnung der Brennpunkte, fir die wir den Ansatz 


(3.29) w=Eg+FsS, dw=0(modg, d) 
machen. Man erhalt daraus nach (3.27) 
(3.30) Eo,+ F-2eRo,=0, 


Ew,—F-2aRw,=0. 
Hiernach ist die Gleichung dey fraglichen Torsallinien 
(3.31) aw +ews=0. 
>= Dies ist aber, wie sich aus (1.2) und (1.3) ergibt, gleichzeitig auch die der Asym- 
ptotenlinien von (rt), was oben behauptet wurde. 

Wie man die Wilczynski-Netze durch ihre Bildfigur charakterisieren kann, 
driickt der folgende Satz aus: Hin konjugiertes Netz, dessen erste Achsen einer 
linearen Kongruenz angehéren, ist dann und nur dann ein Wilczynski-Netz, wenn 

b. die von G, G1, Ge, B erzeugten Flaichen eine T'-Figur bilden. 
Zum Beweis bemerken wir, daB nach (3.10) die Wilczynski-Netze durch 
(3.32) s=t=0 


gekennzeichnet werden. Andererseits bezeichnet man einen Zyklus von vier 


. punktweise aufeinander bezogenen Flachen (g,), g;), (G2), (G3) als 7'-Figur, wenn 
' die Tangentenebene von (g,) an jeder Stelle von g,_,, G;, $:41°*) aufgespannt 
. wird. Dies ist in unserm Fall'fir (g,) = (g), (g,) und (g,) ohnehin erfallt. Fir 
a (g,) = (0) folgt aus (3.27): Es gilt 
n (3.33) dv = 0 (mods, g,, gs) 
i genau dann, wenn (3.32) erfillt ist; und hieraus folgt die Behauptung. 
kt Wir erwahnen noch : Ist ein harmonisches Netz in der hier betrachteten Klasse, 
<4 so ist es ein Netz einer Su-Kette). 
te ; Man erhilt dies aus (3.5): Fiir harmonische Netze ist r = 0 kennzeichnend, 
te ‘ also folgt wegen (1.8) 
s=t=(@. 

“ Das Ausgangsnetz ist somit ein Wilezynski-Netz und nach Abschnitt 2, wie 
_ behauptet, ein Netz einer Su-Kette. 
a Wir wollen weiter zeigen: Es gibt in der betrachteten Klasse auch R-Netze, die 
a keine Wilczynski-Netze sind. Zam Beweis haben wir die fiir R-Ketten kennzeich- 
* nenden Bedingungen 
. (3.34) k=em, h=al 
r- auf ihre Vertraglichkeit hin mit dem System (3.5) bis (3.9), (3.18), (3.19) zu 

48) Mit den Indizes ist modulo 4 zu rechnen. 
le %*) Nach B. Sv, [16], soll jedes Netz der hier betrachteten Klasse eine Su-Kette erzeugen, 


was, wie oben gezeigt, jedoch nur fiir die harmonischen unter ihnen zutrifft. 
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untersuchen. Nach (3.18), (3.19) folgt durch Ableiten 


(3.35) ems=als, alti=emt. 
Also handeli es sich entweder um Wilczynski-Netze (s = t = 0), oder es ist 
(3.36) em=al. 


Verfolgen wir diesen Fall weiter! Durch nochmaliges Ableiten erhalt man bei 
Verwendung von (3.6), (3.7) 

(3.37) “tig, BaF. 

Diese Bedingungen sind genau dann mit (3.19) vertraglich, wenn 

0. (S),-0. (2),-0 


e 


ist, weil wegen (3.34), (3.36) nach (1.12) jetzt alle gemischten zweiten Ablei- 
tungen vertauschbar sind. Tatsaéchlich erhalt man auch (3.38), wenn man (3.37) 
ableitet und (3.5), (3.6), (3.8) und (3.9) beriicksichtigt. Damit ist das System 
in Involution; seine Lésung hangt nur noch von Konstanten ab. 

Wir nehmen nun das zu Beginn dieses Abschnitts erwihnte Problem in 
Angriff: Wir gehen von einem nichtkonjugierten Netz (g,) auf einer Quadrik Q 
aus, bestimmen die beiden zweiten Brennflichen g,, g, der Netztangenten- 
kongruenzen und das von den zweiten Schnittpunkten der ersten Achsen mit der 
Quadrik Q erzeugte Netz (g,), von dem wir verlangen, daB seine Netztangenten 
diejenigen von (go) in vertauschter Reihenfolge treffen. Gehért dann zu einer 
derartigen Figur auch immer ein konjugiertes Netz (r), als dessen Bildfigur jene 
aufgefaBt werden kann ? 

Zur analytischen Behandlung kénnen wir wieder die Formeln von G. Bou 
verwenden ; in leichter Abwandlung der Bezeichnung (um Verwechslungen mit 
dem Ausgangsnetz (r) zu vermeiden) lauten sie): 


Ableitungsgleichungen : 
Gor = th » $02 = Go » 
(3.39) G11 = bP Got cGy . Gia= fot dG, 
Ga1= I Go+ bgs ’ S22 i. bDGo t eG, : 
Gat = 190+ PG2 » G32= 7Go+ P&i - 
Integrierbarkeitsbedingungen: _ 
b=, = %, 
(3.40) h=p—2bqg+eq, fp=byp—2bG + eq, 
ma=-—¢d, h=—qd, 
“N= h- 





%) Es handelt sich um die Formeln in [1] (5.14) bis (5.24). Sie gehen in das genannte 
System iiber, wenn man die obige Treffeigenschaft beriicksichtigt und die Bezeichnung nach 
con Some (35 BP er Ate 

it dccb fi ppqqod, 


ersetzt. 





ite 
ch 
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Hierbei ist jedoch noch nicht beriicksichtigt, daB g, und g, auf einer und 
derselben Quadrik liegen. Die dafiir kennzeichnenden Bedingungen kann man 
wie folgt herleiten: Es sei 


8 
(3.41) ES J) ap 2,2, = 0 
i,k=0 


die Gleichung der Quadrik Q. Wir ersetzen in der quadratischen Form r durch 
§» baw. g, und entwickeln die entstehenden Funktionen 


(3.42) g(u, v) ae (So. Go) , f(u, v)= (Gs, Gs) 
an der Stelle wo, v9 in eine Taylor-Reihe. Da g, und g, auf Q liegen, sind die Funk- 
tionen f und g identisch Null. Deshalb verschwinden alle Koeffizienten jener 


Reihen. Wir gehen zunichst bei / nur bis zur ersten und bei g bis zur zweiten 
Ordnung und erhalten 


(3,3) = 0 ™) 
90,3) + P(2,3)=0, 740,38) + p<1,3) =0 
(3.43) <0,0) = 0 


(15=0, <0,2)=0 
c{0,3) + {11> =0, 56€0,3)+ <1,2)=0, (0,3) + (2,2)=0. 

Hierdurch ist an der Stelle uy, vg eine Quadrik Q, eindeutig bestimmt. Es ist 
diejenige, die die Flache (g9) in zweiter und die Flache (g,) in erster Ordnung 
beriihrt. Dasselbe machen wir fiir jedevandere Stelle ebenso und verlangen, daB 
alle diese Quadriken tibereinstimmen. Das ist genau dann der Fall, wenn die 
Beziehungen (3.43) identisch in beiden Parametern gelten. Durch Ableitung 
erhalt man dann die gesuchten Bedingungen dafiir, daB-(g,) und (g,) auf ein und 
derselben Quadrik liegen; es ergibt sich: 


“A=h=9, 
ln 44 _ IPA ae 
P+ he eee, 
(3.44) ip+%—5-—13 —pre=0, 
we om 
Cy 3¢ 0, & 35é 0, 


Durch eine langere Rechnung, die wir hier nicht ausfiihren, bestatigt man, daB 
das System (3.40), (3.44) in Involution ist. Wir kénnen zusammenfassen: 
Es existiert. eine von vier Funktionen abhiingige Gesamtheit von Lésungen des 
Systems (3.40), (3.44). Zu jeder von thnen gehdrt eine bis auf Projektivititen ein- 
deutig bestimmte Figur der oben beschriebenen Art. 

Wann ist nun eine solche Figur das Geradenbild eines konjugierten Netzes, 
deren erste Achsen einer linearen Kongruenz angehéren? Das ist genau dann 


%) Wir kiirzen die GréBe (g;(to, V9), Ge (Mor M%)) mit <i, k) ab. 
Math. Ann. 141 16 
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der Fall, wenn die Funktionen }, c, €, p, p, g, J 80 beschaffen sind, daB die durch 
(3.39) bestimmte Figur mit einer durch (3.27) bestimmten projektiv aquivalent 
ist. Je zwei analoge der diese Figuren beschreibenden. Vektoren g, (i = 0,1,2,3) 
bzW. Go, Gy, Gg, D sind also proportional. Durch eine zulissige Umnormung, d. h. 
eine solche; die die Konstanz der Determinante (go, &,, G2, Gs) erhalt, erreichen 
wir zunachst, daB 

(3.45) G=Go, h-hh» Ge= Ge 

ist. Dies bleibt bei Umnormungen der Ausgangsvektoren fr, f,, r,, » erhalten, 
wenn wir sie mit Umnormungen der neuen gema8 


(3.46) bo= O1'@2*» = 00' 02", b2= e007" 
koppeln. Damit werden alle Halbinvarianten des tiberdachten Systems auch 
Halbinvarianten des urspriinglichen. 
Da auch die Determinante (g, g,, gz, 0) konstant ist, gilt 
(3.47) $= ad mit «= const. 
Man kann daher durch geeignete Wahl der Lésung R von (3.24), die ja nur bis 
auf einen konstanten Faktor bestimmt war, erreichen, daB 
(3.48) a=1 
wird. Da sich ferner die Netzlinien w, w,= 0 und , @, = 0 entsprechen, kénnen 
wir 
(3.49) O,= @, » @= @e 
wahlen. Damit stimmt das Differentiationsverfahren fiir beide Systeme tiberein. 


Daraus folgt, daB auch die entsprechenden Koeffizientenfunktionen einander 
gleich sind: , 


2ar= bp, 5 =e, k+em=f, —j=b, 
(3.50) h+al=j, —j=b, —2er=bp, —-p=E, 
asR=q, —2aR=7>, —etR= 7, 2eR=p. 


Unser Problem 1a8t sich.jetzt analytisch so formulieren: Stellt jede Lésung 
von (3.40), (3.44) beim Ubergang gemaB (3.50) eine Lésung von (3.5) bis 
(3.9), (3.18), (3.19) dar ? 

DaB dies tatsichlich zutrifft, bestatigt man auf die folgende Weise: Das 
Funktionensystem & = {b, p, p, q, 7, ¢, €, f, 7} sei eine Lésung von (3.40), (3.44). 
Dann erhalt man nach (3.50) 

r=bR 


eb phe 2 
7 Re “Te 


m=cR l=—éR 
h 
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also das System © = {r, e, a, 8, t, m, l, k, h} aus 6 und R. Wir verlangen nun, 
daB R eine Lésung von 


ist. Jetzt hat man nachzurechnen, daB alle oben genannten Gleichungen fiir S 
und (3.24) fiir R erfiillt sind. 

Aus (3.51) erhalt man durch Ableiten, Ersetzen der Ableitungen nach 
(3.40), (3.44) und Riickersetzen nach (3.50): 


ry = —byR—bRy= (- te—24 1 )R+oRt— > (sm—rt) 
PA P q p (@ 
a fie aie Ban + He ()= 0 


so ww 
por ipa FD 


2 
ha —@R—eR,=—(Le4 


] 
| 
3 


(3.53) my= cy R + cRy= 35 cR—cR 


Pp 
24 29qp 2f7— 99 1 
&=— > +“ =F {ip : pc| = 2(h—al)—z st 
29 2¢p 7 \2 1 
t=— .y > =—2(7) o—of 
y= h—-4°- =3(X +24 Z| — 2bq + cg + fate 2 =—alt 


A 9) 
Ry=—RL => Rt. 


Das ist genau die eine Halfte der fiir das System © und R vorgeschriebenen 
Gleichungen; die andere ergibt sich durch Vertauschung nach dem zu (1.14) 
analogen Schema 


1b p q 7 +> ees 
2—b—p—q-—é f R G 92—Gs/’ 
weil beide Systeme gegeniiber einer solchen Vertauschung invariant sind. Somit 
gehort zu jeder Lésung von (3.40), (3.44) ein eindeutig bestimmtes System 6, R, 
das den Bedingungen (3.5) bis (3.9), (3.18), (3.19), (3.24) geniigt. Es gilt also: 
Zu jedem nichtkonjugierten Netz (go) auf einer Quadrik Q, dessen erste Achsen 
aus Q ein solches Netz (gs) ausschneiden, daB sich die Netztangenten von (go) und 
(G3) wechselseitig treffen, gehdrt ein bis auf Projektivitdten eindeutig bestimmtes 
nichtharmonisches, konjugiertes Netz (x), dessen Geradenbild mit der von (go) er- 
zeugten Figur projektiv dquivalent ist. 


(3.54) ( 


4. Spezielle Lagen entsprechender Punkte der Laplace-Transformierten. Wie 
wir in Abschnitt 2 sahen, liegen die entsprechenden Punkte aller in gerader 
Ordnung Laplace-Transformierten Netze eines Wilczynski-Netzes auf einer 
Geraden, namlich auf der zur betrachteten Stelle gehérigen ersten Achse des 
Wilczynski-Netzes, von dem man ausgegangen war. O. Rosca”) hat die folgende 


*) Vgl. [15]. 
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Umkehrung bewiesen: Ist (r) ein R-Netz und liegen an jeder Stelle die Punkte r, 
x?, x-? *3) auf einer Geraden, so ist (x) ein Wilezynski-Netz. 

Wir wollen uns von der einschrankenden Voraussetzung, daB bereits ein 
R-Netz vorliege, freimachen und von einem beliebigen (nicht entarteten) konju- 
gierten Netz ausgehen. Wir werden dann, um die Wilczynski-Netze zu kenn- 
zeichnen, noch weitere Lageforderungen stellen. 

Die Laplace-Transformierten 2. Ordnung sind durch Beziehungen der Art 


(4.1) x? = Az,+ Bry, s3=O0 (modz,, ry), 
r-*= Ar,+ Bry, y*?=0 (mody,, fy) 


bestimmt. Man erhalt daraus 
k k 
(42) (=)atre)—aEH, F-°(=)e(D—1t)—F ha. 


Die entsprechenden Punkte der beiden Laplace-Transformierten 2. Ordnung 
liegen also genau dann auf einer Geraden durch fr, die somit die erste Achse von 
(x) an der betrachteten Stelle ist, wenn 


(4.3) ky = hy= 0 


gilt. 
Wir nehmen im folgenden an, daB dieser geometrische Sachverhalt vorliege, 
d. h. es gelte (4.3). Aus den damit nach (1.6) gleichwertigen Bedingungen 


(4.4) My=—2r,, y= 2r, 

folgt 

(4.5) Maa— yg + Mya Tay = — (M42 + P21) - 
Nach (1.7) ist daher 

(4.6) Ya + Ty2= r(al—h) + r(em—k). 


Die Vertauschungsregel liefert 


(4.7) Ya — M12 = 1 (al—h)—r(em—k), 
also gilt 
(4.8) T= r(em—k), ty=r(al—h). 


Wir bendtigen weiter die Laplace-Transformierten 3. Ordnung. Man findet 
unter Verwendung von (4.3) 


2 
x8(=) Qryr + 2rx,+ mxy——? (y + v7), 

(4.9) bi 
E-9(=) — 2rgx — 2rz,+ Ix, + —— (0 — rt) 


Um die Laplace-Transformierten 4. Ordnung zu bestimmen, suchen wir 
einen Punkt auf der 1-Tangenten von (r*). Durch Ableiten erhaélt man, wenn man 


*) Fiir die Bezeichnung siehe FuBnote 10. 
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(4.4) und (4.8) beriicksichtigt 

~ r3 (=) [2r+ ’ (272+ ml) + 47 (“2-n)| ri4 [r— P| t+ 
(4. 
+ [m.— 272 t+ [27 + 474] » (modr). 


Wir stellen nun eine zusatzliche Lageforderung und verlangen, da8 an jeder 
Stelle die 1-Tangente von (r*) die Gerade (r, ») trifft (siehe Fig. 2). Aus (4.9), 
(4.10) folgt daher 


{ rr rre ) | 
(4.11) 2r (my—2m"2) = 4m (r~— 77?) | got 
oder 
(4.12) — Fk 
m r 


Um die Symmetrie zu erhalten, stellen wir die * 
analoge Forderung, daB auch die 2-Tangente von 
(x-*) an jeder Stelle die Gerade (rz, ») trifft. Eine 
Vertauschung nach (1.14) liefert die Bedingung 
(4.13) 4 =2-2, 

Um die bisher geforderten geometrischen Ei- 
genschaften zusammenzufassen, bedienen wir 
uns einer von S. Finrkow “) eingefiihrten Bezeich- 
nung: Man nennt ein konjugiertes Netz (r) ein | 
positiv gerichtetes Netz von Rozet, wenn an ent- Fig. 2. Prinzipfigur der Laplace-Kette 
sprechenden Stellen ¢-! in der Tangentenebene ™* A" P)oeitngen wm” Ae 
von (r*) liegt; inzidiert dagegen x! mit der Tan- 
gentenebene von (r~*), so heiBt (x) ein negativ gerichtetes Netz von Rozet. 
Liegen beide Fille gleichzeitig vor, so werde (r) kurz ein doppeltes Netz von 
Rozet genannt. ; 

Die erste Forderung, daB an jeder Stelle r, r?, r-* auf einer Geraden liegen, 
ist jetzt gleichwertig damit, da8 (r-*) ein positiv und (r') ein negativ gerichtetes 
Netz von Rozet ist. (Es ist dabei zu beachten, daB (r) nicht entartet, insbesondere 
die von (rt) erzeugte Laplace-Kette nicht eben ist.) Die beiden weiteren For- 
derungen bedeuten, daB (r-') und (r") auch in der jeweils entgegengesetzten 
Richtung Netze von Rozet sind. Wir haben also: Die Bedingungen (4.4), (4.12), 
(4.13) kennzeichnen die nichtentarteten konjugierten Netze derart, daB ihre 
beiden Laplace-Transformierten (r') und (r-) doppelte Netze von Rozet sind. 

Wir fragen nun weiter nach denjenigen konjugierten Netzen, bei denen auch 
noch die entsprechenden Punkte der Laplace-Transformierten 4. Ordnung (in 
mindestens einer Richtung) auf der Geraden (r, ») liegen. Nach (4.9), (4.10) ist 
der Treffpunkt der 1-Tangente von (r*) und der Geraden (r, ») 


(4.14) t= Ar+ By 
*) Vgl. [6]. 
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mit 

2 2 
(4.15) A= 21+ 27 + hm 4 4g ~, 








l 


Er soll nun in Abhangigkeit der Parameter u,v die Laplace-Transformierte 
4. Ordnung von (r) in 1-Richtung beschreiben. Daher ist 


(4.16) tr=0 (modt, , r*) . 

Durch Ableiten von (4.14) erhalt man 

(4.17) ta = [4q— B(ly—rq)] ¢ + Blr,+ (A— Br) x,+ By 

und (4.16) fiihrt nach einiger Umrechnung, wobei (4.4) verwendet wird, auf 
A 1 ml A\_ rl 

as emits. (a). 


Die erste dieser Gleichungen zieht keine weiteren Bedingungen zwischen 
den Halbinvarianten nach sich. Um dies zu bestatigen, bemerken wir, daB die 
gemischten zweiten Ableitungen von m nach (4.4)! und (4.12) unabhangig von- 
einander berechnet werden kénnen. Danach ist 


2 

(4.19) may = —2rqq, myq—= 2m(em—k)—4 “1 212 m 
Die Vertauschungsregel ist nur erfillt, wenn 

2 - b 
(4.20) "n= 2-1 7 Am 
ist. In analoger Weise erhalt man aus der Vertauschungsregel fiir | 

_9_ "72 

Setzt man nun (4.20) in (4.15) ein, so erhalt. man 


_ 2rth ml\ | 4ryr2 { ml 
655) A= TL + Fra} + (1 + Sat 
‘also ist, wie behauptet, die erste Gleichung (4.18) eine Folge von (4.4), (4.12), 
(4.13). 
Leitet man (4.18)! beiderseits in 2-Richtung ab und macht von (4.4), (4.13) 
Gebrauch, so ergibt sich f 


(4.23) (4).- — 


Da I nach (1.8) nicht verschwindet, folgt hieraus und aus der zweiten Gleichung 
(4.18) 
(4.24) r= 0. 


Jetzt kann leicht gefolgert werden, daB es sich um ein Wilcezynski-Netz 
handelt: Nach (4.4), (4.12) ist zunachst 


(4.25) M,= m,= 0. 
Die Vertauschungsregel fiir m und ebenso (4.8) liefern 
(4.26) k=em. 
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Weiter ist nach (4.21) 





(4.27) ray = 4-21? = 44 (h— al) 
und nach (4.8) 

(4.28) T212= 72 (3al—Ah). 
Indessen lautet die Vertauschungsregel fiir r; 

(4.29) 221 — T212= 12 {2k — 3h + al}. 
Folglich verschwindet kr,, woraus wegen (1.8) 

(4.30) r= 0 

folgt. Man hat dann nach (4.4) und (4.13) 

(4.31) l=L=0 


und nach (4.8) oder der Vertauschungsregel fiir / 
(4.32) h=al. 


Mit (4.24) bis 4.26) und (4.30) bis (4.32) sind gerade alle Gleichungen (1.18) be- 
friedigt, und wir haben das angekiindigte Ergebnis: Erzeugt (r) ein reguldres und 
nichtharmonisches konjugiertes Netz eine Laplace-Kette derart, daB die entspre- 
chenden Punkte von (x~*), (r®), (x®) und (x*) [oder (r-*), (r-*), (r°) und (r®)] auf 
einer Geraden g(u, v) liegen, und sich die Geraden g und (x~-*, x~*) [bzw. (x°, r*)] 
treffen, so handelt es sich um ein Wilczynski-Netz und die Gerade g ist seine erste 
Achse an der betreffenden Stelle. Dasselbe gilt dann fiir die entsprechenden Punkte 
aller Laplace-Transformierten gerader Ordnung von (r). 

Wir erwahnen noch den folgenden wichtigen Spezialfall des obigen Satzes: 
Erzeugt ein reguliéres nichtharmonisches konjugiertes Netz (x) eine Laplace-Kette 
derart, daB die entsprechenden Punkte von (r~*), (x-*), (tr), (t®), (t*) auf einer 
Geraden liegen, so ist (r) ein Wilezynski-Netz und dasselbe gilt fiir die entsprechen- 
den Punkte aller Netze mit gerader Transformationsordnung. 


5. Uber eine mit einem konjugierten Netz verkniipfte Flichenschar. Durch ein 
konjugiertes Netz sind zwei Kongruenzen, deren entsprechende Geraden wind- 
schief zueinander sind, bestimmt, namlich die der ersten und zweiten Achsen. 
Die Antwort auf die Frage, bei welchen Netzen die Achsenkongruenzen 
ein schichtbildendes Paar sind, ist bekannt: Genau die R-Netze haben diese Ei- 
genschaft. Also trifft das insbesondere auch fiir die Wilezynski-Netze zu, da sie 
spezielle R-Netze sind. Welches sind nun die Schichtflachen ? — Aus den Dar- 
legungen des zweiten Abschnitts ergibt sich sofort: Die Schichtflaichen der 
ersten Achsen sind die Netzflichen der adjungierten Wilczynski-Netze, die der 
zwetten thre Laplace-Transformierten. 

Zum Beweis des ersten Teils bemerken wir, daB die adjungierten Netze () 
durch die Projektivitaten der Gruppe @ (vgl. Abschnitt 2) aus dem Ausgangs- 
netz hervorgehen und daB diese Projektivitéten die Achsen festlassen. Da die 
Tangentenebene von (r) die zweite Achse enthalt, gilt dasselbe auch von den 
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Tangentenebenen der adjungierten Netzflichen (3). Um die obige Aussage tiber 
die zweite Achsenkongruenz zu erhalten, geht man zu den Laplace-Transfor- 
mierten von (r) und (4) iiber; hierbei vertauschen die beiden Achsen ihre Rollen. 
Kehren wir zu den Schichtflachen der ersten Achsen zuriick. Sie werden 
nach (2.11) durch 
8+1 s—l 


(5.1) ole Mat 
dargestellt. Ist nun unser Ausgangsnetz (r) nicht harmonisch, also 
(5.2) r+0, 


_so sind auf der ersten Achse die Punkte der Laplace-Transformierten 2. Ord- 
nung, namlich 
(5.3) B(=)rr+y, FA=—rE+y 


vom Punkt von Slotnick, y, verschieden. Fiir das Doppelverhiltnis der vier 
genannten Punkte erhalt man 


(5.4) DV(r,», x*, 4) = sto ° “ bzw. DV(r, y, r-2, 3) =— : +1 w 


I or’ 
Hierin ist s nicht von den Parametern u, v abhangig ; dasselbe gilt fir as , da diese 
GréBe absolut invariant und nach (1.18) 


a (2).-(8h=* 


ist. Also sind die Doppelverhiltnisse (5.4) konstant. Die adjungierten Netz- 
fliichen eines nicht harmonischen Wilczynski-Netzes schneiden aus den ersten 
Achsen Punkte aus, die mit dem Netzpunkt des Ausgangsnetzes, dem Punkt von 
Slotnick und dem Netzpunkt einer der beiden 
Laplace-Transformierten 2.Ordnung ein konstantes 
Doppelverhéltnis haben. 

Dieser Satz veraniaBt uns, die entsprechen- 
den Flichen mit konstantem Doppelverhiltnis 
auch bei beliebigen konjugierten Netzen zu be- 
trachten. Eine Schwierigkeit ist jedoch, daB die 
entsprechenden Punkte der Laplace -Transfor- 
mierten 2. Ordnung nicht mehr auf der ersten 
Achse liegen. Aber die Verbindungsgeraden der 
entsprechenden Punkte der Laplace-Transfor- 
mierten 1. und 2. Ordnung treffen die erste Achse 
(siehe Fig. 3). Die Treffpunkte sind 





it 
Fig. 3. Lage der Treffpunkte t,, ts (5.6) t=rr+y bzw. te=—rr+y. 


Wir betrachten daher bei nicht harmonischen Netzen — es ist also (5.2) voraus- 
gesetzt — die von 

(5.7) p=2zrr+y 

erzeugten Flachen, wobei z absolut invariant ist und 

(5.8) a= %=0 
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gilt. Fiir diese ist also 

(5.9) DV (x, Dy, t,, p)= Zz, DV (x, D, t,, p)=—z 

und z stellt einen von u, v unabhangigen Parameter dar. Wir wollen die Flachen 
dieser einparametrigen Schar im folgenden T'ransversalflaichen nennen. 

Es gilt nun eine Umkehrung des vorigen Satzes: Wenn die Transversal- 
flachen eines nicht harmonischen konjugierten Netzes Schicht,:iichen der ersten 
Achsenkongruenz beziiglich der zweiten sind, liegt ein Wilczynski-Netz vor. 

Zum Beweis bestimmen wir die Tangentenebenen der Transversalflachen. 
Sie werden von (5.7) und 

Pa= [(z— 1) y— mg) x + (x + 1) re, + mr, 

s Pa= [(2 + 1) .—) r+ (zx —1) rry+ Ir, 

aufgespannt. Sie enthalten nur dann die zweite Achse, wenn 


(5.10) 


(5.11) (x—1)ry—m,=0, (r+ 1)r,—1,=0 
erfiillt ist. Da dies fiir alle Werte von x gelten soll, folgt 
(5.12) m™=%=0, L=m=0. 
Weiter hat man nach (1.7) 

(5.13) r(k—em) + r(h—al)=0, 

und die Vertauschungsregel fiir r liefert 

(5.14) r(k—em)—r(h—al)=0. 
Wegen (5.2) ist also 

(5.15) k=em, =al, 

und durch Ableitung erhalt man daraus wegen (1.5), (1.6) 
(5.16) m=lL=0. 


Damit sind alle Bedingungen (1.18) erfillt, womit der Satz bewiesen ist. 

Da die Transversalflachen bei den Wilezynski-Netzen die Tragerflachen der 
adjungierten Netze sind, hat das ihnen aufgepragte 1-2-Netz mit dem Ausgangs- 
netz gemeinsame erste und zweite Achsen. Was laBt sich umgekehrt tiber die- 
jenigen Netze aussagen, bei denen das auf den Transversalflachen aufgepragte 
1-2-Netz mit dem Ausgangsnetz gemeinsame erste oder zweite Achsen hat ? 

Der Fall, daB beide Achsenkongruenzen gemeinsam sind, fiihrt sofort auf 
Wilezynski-Netze: S. Frstkow®**) hat namlich gezeigt, daB jedes Paar kon- 
jugierter Netze mit gemeinsamen ersten und zweiten Achsen entweder ein 
Netzpaar ist, das sich in einer Laplace- Kette der Periode vier geyeniiberliegt, 
oder daB es sich um ein Paar Wilczynskischer Netze handelt. Dic erste dieser 
beiden Méglichkeiten ist hier wegen (5.2) ausgeschlossen, da nach (1.17) fiir 
Laplace-Ketten der Periode vier die GréBe r yerschwindet. Es bleibt also, wie 
behauptet, nur die zweite iibrig. 

*5) Vgl. [6]. Dieselbe Frage wurde (mit einer kleinen Einschrankung) euch von 
Decvyrer [3] untersucht, jedoch ist dessen Ergebnis unvollstindig, weil danach nur der 
erste der unten genannten beiden Fille vorliegen soll. 
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Wenn nur die zweiten Achsen gemeinsam sind, so folgt daraus, daB die 
zweiten Achsen fiir die ersten schichtbildend sind (mit den Transversalflachen 
als Schichtflichen), aus dem oben bewiesenen Satz, daB (r) ein Netz von 
. Wilezynski ist. 

Wir untersuchen nun den dritten Fall, da8 saimtliche 1-2-Netze auf den 
Transversalflichen gemeinsame erste Achsen haben. Dabei gehen wir von der 
Darstellung (5.7) mit (5.8) der Transversalflachen aus. Die Schmiegebene der 
1-Kurve durch p wird von p, p, und von 


(5.17) Par = (2zry— mM) ¥,+ myx (modz, py) 

aufgespannt. Sie enthalt die Gerade (r, ») nur dann, wenn 

(5.18) (x + 1) rm,— m(22r,— m,) = 0 

ist. Durch Vertauschung nach dem Schema (1.14) erhalt man die Gleichung 
(5.19) (a— 1) rl,— l(2a2r,—1,)=0, 


die ausdriickt, daB die Schmiegebene der 2-Kurve durch p dieselbe Gerade 
(x, ») enthalt, die demnach die erste Achse des 1-2-Netzes auf (p) an der be- 
trachteten Stelle ist. Gelten (5.18) und (5.19) fiir wenigstens zwei verschiedene 
Transversalflachen, so folgt 

(5.20) M=—2r,, k= 2r,, 

(5.21) m= 2m-!, L= 212. 

Nun stimmt dieses Gleichungssystem (5.20), (5.21) genau mit (4.4), (4.12), 
(4.13) tiberein. Wir haben also den Satz: Sdmtliche (es geniigen schon zwei) auf 
den Transversalflichen eines reguliiren, nicht harmonischen konjugierten Netzes 
(x) aufgepragten 1-2-Netzes haben genau dann gemeinsame erste Achsen, wenn die 
beiden Laplace-Transformierten (erster Ordnung) von (x) doppelte Netze von Ro- 
zet sind. 

Der folgende Satz, mit dem wir unsere Untersuchungen abschlieBen, weist 
auf die engen Beziehungen hin, die zwischen den Netzen der betrachteten Art 
und den Netzen von Wilczynski bestehen : 

Wenn auf mindestens zwei Transversalflichen die aufgeprdgten 1-2-Netze mit 
dem Ausgangsnetz gemeinsame ersten Achsen haben und ferner eine der Be- 
dingungen 

a) das 1-2-Netz ist auf mindestens zwei von den Laplace-Transformierten 
2. Ordnung verschiedenen Transversalflichen konjugiert, 

b) die Achsen (r, ) bilden ein W-Strahlsystem, 

c) mindestens cine der beiden Brennflichen der ersten Achsen ist Transversal- 
erfillt ist, so sind es auch die anderen beiden, und das Ausgangsnetz ist ein 
Wilezynski- Netz. 

Zum Beweis vermerken wir, daB wegen des vorhergehenden Satzes die Be- 
dingungen (4.4), (4.8), (4.12), (4.13) gelten. Fir die zusatzlichen Forderungen 
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e a), b) oder c) stellen wir die zugehérigen analytischen Beziehungen auf und 

n zeigen, daB sich (1.18) folgern laBt: 

n a) Das 1-2-Netz ist auf der Transversalflache p konjugiert, wenn an jeder 
Stelle 

: (5.22) Pn=O (modp, 4, P2) 

r gilt. Andererseits folgt aus (5.10)! durch Ableiten bei Verwendung von (4.4), (4.8) 
(5.23) Pra= emp + (x + 1) rar, + (2—1) ry ky. 


(5.22) fihrt damit auf 


(5.24) (2®@— 1) {r?1 + rim— 22zr, rr} = 0. 

g Die beiden Lésungen z = 1 und z = — 1 entsprechen den Laplace-Transfor- 
mierten 2. Ordnung. Da es noch mindestens zwei weitere Lésungen geben soll, 
haben wir 

’ (5.25) == 0 

e (denn nach (1.8) und (5.2) ist rml + 0). Hieraus folgen wegen (5.20), (5.21) 


sofort auch die iibrigen Beziehungen (1.18), womit der erste Teil bewiesen ist. 
b) Aus (3.1) bis (3.3) liest man ab, daB die Geraden (r,) nur dann ein 
W-Strahlsystem erzeugen, wenn 


M,+ 21, m, 2 

> (5.26) 4 L,— 2rz —2!l ~~ 0 
f | | mM, —2r 
8 
€ ist. Beriicksichtigt man (5.20), (5.21), so erhalt man daraus 
/ (5.27) r4y%= 0. 
Ist etwa r,= 0, so kann wie von (4.24) an gefolgert werden, daB ein Wilezynski- 
$ Netz vorliegt; ist r,= 0, so erhalt man dasselbe durch eine Vertauschung nach 
dem Schema (1.14). 
‘ ce) Nach (2.7), (2.8) hat jede Brennflache eine Darstellung 

(5.28) b=(Vi+J)rr+p, 


sie sind also nur beide gleichzeitig Transversalflachen, und zwar dann, wenn J 
konstant ist. Da J = mir-? eine Absolute Invariante ist, kann ihre Konstanz 
durch 
l I 
. (5.29) Iy=1(72+-— )e0, h=1(2+}- 72) 0 


ausgedriickt werden. Nach (5.20), (5.21) folgt wieder (5.25). Damit ist die volle 
Behauptung bewiesen. 
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Eine metrische Eigenschaft reeller Zahlkérper 


Von 
Bopo VoLKMANN in Mainz 


Die einfachsten Beispiele reeller Zahlkérper wie etwa die Menge der 
rationalen, die der algebraischen oder die der reellen Zahlen haben durchweg 
t die Eigenschaft, die Hausdorffsche Dimension Null oder Eins zu besitzen. 

Im folgenden wird nun eine metrische Aussage tiber die reellen Zahlkérper K 
P mit 0 < dim K = 6 < 1 (ob es solche gibt, bleibt offen) bewiesen, namlich daB 
’ sie dimensionslos sind, d. h. mit jeder beschrankten, offenen Menge © einen 
Durchschnitt K 7, © haben, dessen Hausdorffsches MaB {K ~\ O}= 0 oder oo 
ist. Wir verwenden dazu Ergebnisse, Bezeichnungen und Schreibweise aus 
einer kiirzlich veréffentlichten Arbeit’) des Verfassers. Es gilt also der 

Satz. Jeder reelle Zahlkérper K mit 0 < dim K < 1 ist dimensionslos. 

. Zum Beweis verwenden wir den folgenden 
C Hilfssatz. Sei G eine additive Gruppe reeller Zahlen und dimG = 6 > 0. 
Dann ist der Grenzwert 


_ ay {Gr\[z — e, x + e]}® 
D,(z, G) = lim Qe 





e—0 
fiir alle reellen x der gleiche. 
Beweis. Nach Voraussetzung ist G iiberall dicht; denn sonst wire die 
' Gruppe abzéhlbar und daher dimG = 0. Daher gibt es, wenn eine Folge 
Yi Yq --- von reellen Zahlen mit 1 > y, > y,>*** und lim y,= 0 gegeben 


n-—» oo 


ist, zu jeder reellen Zahi xz und jedem n eine Zahl z, ¢ G so, daB 


(1) |z— a] <7 


; gilt. Dann sind die beiden Mengen G A [— yp, y,] und GA [%,— Ya, n+ Yn) 
offenbar miteinander kongruent, und daher gilt auf Grund von (1), da sicher 


-—n(i-d).2 (td) 
oe 0 S [n— Yur Zn + yal S[z—ya (1+), 2+ »(1+4)] 


1) VoLkMaNN, B.: Die Dimensionsfunktion von Punktmengen. Math. Ann. 188, 
145—154 (1959). Folgende Berichtigungen sind dort erforderlich: 8. 145, Z. 15: ,,Vn"* statt 
».¥y'*. 8. 146, Bem. 5.:,,e" statt ,,9; ,,lim “ statt ,,lim“. — S. 150, Z. 4—5: ,,dieser Quotient 
sowie sein Kehrwert“ statt ,,die Abbildung 7‘. — 8S. 150, Z. 6—7, muB es heiBen: ,,... bildet 
die Menge 2(©,, ©,) aller lokalbeschrankten Abbildungen von ©, auf O,, wenn O,= ©, 
ist, eine Gruppe“. — S. 151, Z. 4—5 v. u.: ,,ihrer abgeschlossenen Hiille R“ statt ,,dem 
kleinsten sie enthaltenden linearen Teilraum“. — 8S. 152, Z.3—6: Der Satz ,,Dann ... 
iibereinstimmt ist zu streichen. — S. 152, Z. 11 v.u.: ,,M 7 © mit offenem © statt 
»von MM“, 
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ist, die Ungleichung 


1 1 6 
(@n[z—m(1—9).#+ m9 (1-y)]} s 
1 1\})¢ 
< {GX (— ya» Yn)}° S len [z—ya(1 * =): 2+ Yn (1 + =)}} . 
Dividiert man sie durch 2 y, und bildet man den unteren Limes, so ergibt sich 
D,(z, @) = D,(0, @) to D(z, G) ? 
und da dies fiir alle reellen x gilt, folgt die Behauptung. 

Beweis des Satzes. Sei K+ die Menge der positiven Elemente aus K; sie 
bildet offenbar eine multiplikative Gruppe. Ferner sei 7'(x) = logz, so daB 
die Bildmenge 7'(K*) eine additive Gruppe ist. Nach Satz 7 und Satz 5 der 
erwahnten Arbeit gilt dann, da die Abbildung’ 7’ im Bereich x > 0 sicher lokal- 
beschrankt ist, tiberall dim(z, T'(K+)) = 6= dimK. 

Sind jetzt 7 > 0,2,>0 und «> 0 reelle Zahlen und J = {i,, ig, . . .} eine 
n-Uberdeckung von 7(K*) -\ [x —&, x + &,], so geht J durch die Abbildung 
T-1(x) = e* in eine Uberdeckung von K - [e*-*, e*+*] iiber, wobei aus jedem 
Intervall i = (a, 8) ein Bildintervall 7’-1(i) = (e*, e*) mit der Lange 

, . ; fas lil? ij? ) 
| 7-1 (i)| = &—et= ett!" ex= ({il + a + aie +7 ‘) 
entsteht. Folglich ist bei gegebenem ¢,> 0 fiir hinreichend kleines 7 offenbar 
stets 
jije* < |T-*(i)| S jile*(1 + e,) < jijet+*(1 + e,) 
und daher, wie sich durch den Grenziibergang 7 — 0 ergibt, 
{Kn [e*-%, e7+%)}? s e (e+e) 5(] + €,)° {T (K+) f\ [z— &, x + &]}°, 
also auch 
(2) D,(e*, K) = D,(z, T (K*))e**. 
Die entgegengesetzte Ungleichung erhalt man entsprechend bei Vertauschung 
von T' und 7’-', so daB in (2) das Gleichheitszeichen gilt. Da aber nach dem 
obigen Hilfssatz (mit G = 7'(K*+)) tiberall, unabhangig von z, 
D,(z, T (K*)) = A 
ist, folgt somit 
D,(e*, K) - e**A . 
Andererseits mu8 aber nach dem Hilfssatz (mit G = K) die rechte Seite dieser 
Gleichung von z unabhangig sein. Dies ist nur méglich, wenn 4 = 0 oder 
A = ist, und daraus 14B8t sich leicht die Behauptung folgern. 


(Eingegangen am 1: April 1960) 








Prensuer, J . 
Math. Annalen 141, 239—241 (1960) 


Uber Primzahldarstellungen 
durch binare quadratische Formen 
Von 


Joachim PIEHLER in Leuna 


Im folgenden werden einige elementare Tatsachen tiber Primzahldarstel- 
lungen durch primitive definite binaére quadratische Formen mit ganzrationalen 
Koeffizienten abgeleitet. Die Grundlage zu den Untersuchungen bildet der 
folgende (auch fiir indefinite Formen giiltige) 

Satz 1: Stellen zwei binire quadratische Formen mit ganzrationalen Koeffi- 
zienten und gleicher Diskriminante die gleiche Primzahl p dar, so sind sie 
eigentlich oder uneigentlich dquivalent. 

Zum Beweis bemerken wir, daB die beiden Formen zuniachst durch uni- 
modulare Transformationen in 


(p,b,,q) mit —p<) sp 
und 

(p, by, Cg) mit —p<b sp 
iberfihrt werden kénnen. Auf Grund der Gleichheit der beiden Diskriminanten 
D folgt dann 

D = b} —4 pe, = b3 —4pe,. 
Sei p zunichst als ungerade angenommen. Geht p in D auf, so ist b,= 6,= 0 
oder p, je nachdem D gerade oder ungerade ist. Geht p nicht in D auf, so folgt 


bj — bj = 0, (4p), 
und weil 6, und 6, wieder beide zugleich gerade oder ungerade sein miissen, 
ergibt sich entweder 
b,— b,= 0, (2p) oder b,+ b,= 0, (2p) . 

Sowohl 6, als auch }, ist absolut kleiner als p, so daB diese Kongruenzen in 
Form von Gleichungen erfillt sind. Es ergibt sich also 

woraus ¢,= ¢, folgt und die oben angegebenen Formen entweder gleich oder 
entgegengesetzt sind. 

Geht p im Falle p = 2 in D auf, so folgt b,= 6,= 0 oder 2, je nachdem D 
durch 8 oder nur genau durch 4 teilbar ist. Ist D ungerade, so ergibt sich 
unmittelbar, daB die beiden mittleren Koeffizienten nur die Werte 1 oder —1 
annehmen kénnen. Dann folgt wieder c,=c, und der Satz ist vollstandig 
bewiesen. 
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Auf Grund dieses Satzes kann fiir jede Diskriminante D eine Einteilung der 
Primzahlmenge in endlich viele elementfremde Klassen erfolgen, deren Anzahl 
mit der Zahl der Formenklassen im weiteren Sinne tibereinstimmt. Jede dieser 
Primzahlklassen enthalt dann nach einem bekannten Satz unendlich viele 
Elemente. 

Wir nennen eine Menge von Primzahlen ,,zusammengehérig unter D“*, wenn 
diese Primzahlen alle durch eine Form der Diskriminante D dargestellt werden, 
d. h. in einer Primzahlklasse der Diskriminante D liegen. 

Es sollen nun einige Ergebnisse tiber zusammengehdérige Primzahlen her- 
geleitet werden. Dabei kénnen wir uns ohne Einschrankung der Allgemeinheit 
auf die Zusammengehérigkeit zweier Primzahlen beschrinken, denn n Prim- 
zahlen gehéren dann und nur dann zusammen, wenn irgendeine von ihnen 
mit allen anderen paarweise zusammengehért. Im folgenden wollen wir uns 
jetzt aber auf positiv definite Formen beschranken. Es bestehen dann zwei 
grundsatzliche Probleme: 

1. Entscheidung dariiber, ob zwei gegebene Primzahlen unter einer ge- 
gebenen Diskriminante zusammengehéren ; 

. 2. Bestimmung aller Diskriminanten, unter denen zwei gegebene Prim- 
zahlen zusammengehéren. 

Ein Kriterium zum ersten Problem gibt der folgende 

Hilfssatz: Zwei Primzahlen p; und p, gehéren dann und nur dann unter D 
zusammen, wenn thr Produkt in der Hauptklasse der Diskriminante D dargestellt 
wird. 

Zum Beweis nehmen wir zunichst an, daB p,p, durch die Hauptform der 
Diskriminante D dargestellt wird. Dann gibt es eine Form der Hauptklasse der 
Gestalt (p, p., 6, c), und aus der Formenkomposition 


(P, Po, b, c) = (py, b, Cy) (Pe, 6, ¢p,) folgt (p,, 6, cpy) ~ (pe, —b, ep) . 


Sind umgekehrt (p,, b,,c,) und (pg, by, c.) aquivalent, dann wenden wir auf 
diese beiden Formen die unimodularen Transformationen 


Lh, L hy 
[ot] bew. [0 7 
an und wahlen dabei h, und h, so, daB die mittleren Koeffizienten der beiden 
transformierten Formen unterschiedliches Vorzeichen besitzen, aber absolut 
gleich sind. Haben die beiden Formen dann etwa die Gestalten (p,, 6, cj) und 
(p., — 6, c3), 80 folgt wegen der Gleichheit der Diskriminanten p,|c}, p,|c, und 
- = 2 =c. Die beiden Formen (p,, 6, p.c) und (p., 6, p,c) sind dann aber 
1 
entgegengesetzt und ihr Kompositum (p,p,, b,c) liegt in der Hauptklasse. 
Damit ist alles bewiesen. Unter Benutzung dieses Hilfssatzes ist es nun méglich, 
alle negativen Diskriminanten zu finden, unter denen zwei gegebene Prim- 
zahlen zusammengehéren. 
Satz 2: Sind p, und p, gegeben, so gehéren diese Primzahlen unter den 


Diskriminanten D, = ®@—4p,p,, k = 0,1,... [V4 71 Ps | und den daraus durch 
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Quadratabspaltung entstehenden ganzzahligen Diskriminanten zusammen. Die 
beiden Primzahlen gehéren auch nur unter diesen Diskriminanten zusammen. 

Beweis: Den angegebenen Diskriminanten D, entsprechen die Formen 
(py, k, P2) fir k= 0,1,...|V4p,p,|, so daB p, und p, offenbar unter D, 
zusammengehdéren. Aus der Zusammengehérigkeit zweier Primzahlen unter Dh* 
folgt dann auch die Zusammengehérigkeit unter D, weil aus der Darstellbarkeit 
von Pp, p, durch die Hauptform der Diskriminante Dh? auch die Darstellbarkeit 
durch die Hauptform der Diskriminante D folgt. 

Gehéren umgekehrt p, und p, unter D zusammen, so gibt es nach unserem 
Hilfssatz Zahlen u und v, so daB 


D 
w— 7 = PP, 
oder 


2 i~D 
u'+ uv + —_— © = PiP2 


gilt, je nachdem D gerade oder ungerade ist. Hieraus folgen aber die Darstel- 
lungen ; 
(2u)*— 4p, p,= Dv® 
bzw. 
(2u + v)?— 4p, p,= Dv’, 
woraus sich ergibt, daB Dv® unter den D, enthalten ist, und D kann im Falle 
v > 1 durch Abspalten des Quadrates v? daraus gewonnen werden. 

Dieser Satz kann nun auch zur Lésung des ersten Problems benutzt werden 
und dirfte mitunter wesentlich schneller zum Ziele fiihren als der Hilfssatz. 
Als triviales Korollar ergibt sich noch, daB zwei Primzahlen nur unter endlich 
vielen Diskriminanten zusammengehéren kénnen. 


( Bingegangen am 9. April 1960) 











Tuoma, E. 
Math. Annalen 141, 242—280 (1960) 


Uber imprimitive Darstellungen lokal-kompakter Gruppen 
Von 


Ei_mMar THoMaA z. Z. in Seattle, Wash., USA 


Einleitung 


In [7]}') hat Mackey den Begriff der Imprimitivitat von Darstellungen auf 
unitére Darstellungen von lokal-kompakten Gruppen ausgedehnt und im 
wesentlichen die imprimitiven Darstellungen mit einer Bahn betrachtet. Mit 
Hilfe dieser Theorie kann man die irreduziblen Darstellungen gewisser Gruppen, 
z. B. der inhomogenen Bewegungsgruppe des n-dimensionalen euklidischen 
Raumes R,,, auf die irreduziblen Darstellungen einfacherer Gruppen zuriick- 
fiihren. So erhalt man eine Ubersicht iiber gewisse, eventuell auch alle, Aqui- 
valenzklassen von irreduziblen Darstellungen und kann Normalformen fiir die 
irreduziblen Darstellungen explizit angeben (vgl. [9], S. 131). In dieser Arbeit 
werden wir das Verfahren von Mackey in naheliegender Weise so verallgemei- 
nern, daB wir fiir gewisse Gruppen, z. B. fiir die inhomogene Bewegungsgruppe 
des R,,, eine Ubersicht tiber gewisse Aquivalenzklassen unitarer Darstellungen 
(nicht nur irreduzibler) erhalten kénnen (vgl. Teil. III dieser Arbeit). Wir fiihren 
dazu den Begriff des imprimitiven Systemes einer lokal-kompakten Gruppe mit 
einer Produkt-Basis ein und geben eine Ubersicht iiber alle Aquivalenzklassen 
solcher imprimitiven Systeme mit Hilfe der Darstellungsfelder einer gewissen 
Untergruppe G, der Gruppe @ an (vgl. Satz 3). Wir erhalten dabei zugleich 
Normalformen fiir diese Aquivalenzklassen. Falls G, kompakt ist, kénnen wir 
die Normalformen in einfacher Weise sogar auf die endlich-dimensionalen irre- 
duziblen Darstellungen von G, zuriickfiihren (vgl. Satz 5). 

Im Teil I dieser Arbeit betrachten wir einige Eigenschaften allgemeiner im- 
primitiver Systeme. Im § 1 werden die grundsatzlichen Definitionen angegeben 
und es wird gezeigt, daB jedes imprimitive System aquivalent zu einem imprimi- 
tiven System der Form ((u, »), U) ist, wobei der Darstellungsraum (yu, n) des 
imprimitiven Systemes ein direktes Integral ist, mit dem das SpektralmaB des 
imprimitiven Systemes in einfacher Weise verkniipft ist (vgl. Lemma 1). Im § 2 
beweisen fiir den Fall imprimitiver Systeme mit regularer Basis, daB man in 
den direkten Integralen (, n) inden Punkten einer Bahn stets denselben Hilbert- 
Raum wahlen kann. 


1) Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis. 
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Im Teil II werden dann imprimitive Systeme mit einer Produkt-Basis 
M, x B betrachtet, d. h. die Basis besteht im wesentlichen aus verschiedenen 
Exemplaren derselben Bahn B. Dann ist das direkte Integral (yu, n) in der Form 
((u, n), U) eines imprimitiven Systemes bereits durch ein Ma8 fi tiber M, und 
durch eine Dimensionsfunktion % tiber M, bestimmt (vgl. § 3). Wir bezeichnen 
diese direkten Integrale mit [f, ]. G, sei die Untergruppe aller Elemente von 
G, die ein Element z, der Bahn B fest lat. In § 5 konstruieren wir imprimitive 
Systeme von G mit Hilfe von Darstellungsfeldern von G, tiber M, (vgl. Satz 1). 
Die Konstruktion ist eine einfache Verallgemeinerung einer Konstruktion von 
Mackey (vgl. [9]). Wir bringen diese imprimitiven Systeme noch auf die Form 
((a, %), U) (vgl. Satz 2). Im § 6 wird dann gezeigt, daB alle imprimitiven Systeme 
aquivalent zu solchen imprimitiven Systemen sind (vgl. Satz 3). Wir folgen 
hier wieder den Verfahren von Mackey (vgl. [7]). In [7] sind die Beweise nur 
skizziert. Wir fiihren sie vollstandig durch, einmal der Vollstandigkeit halber 
und wegen der vorgenommenen Verallgemeinerungen und zum anderen, weil 
wir dieses Verfahren in § 11 und § 13 benutzen, um die Normalformen gewisser 
Darstellungen (Kronecker-Produkte) explizit zu bestimmen. Die Schwierig- 
keiten in den Beweisen von § 6 sind ausschlieBlich maBtheoretischer Natur. Bei 
den Anwendungen in §11 und § 13 fallen gerade diese Schwierigkeiten voll- 
standig weg, und es ist einfach, die Normalformen zu finden, wenn man einmal 
die Form ([f, #], U) erreicht hat. Im § 7 berechnen wir die Normalformen di- 
rekter Summen imprimitiver Systeme. Dieses Verfahren liefert uns dann in 
einfacher Weise eine Charakterisierung der irreduziblen imprimitiven Systeme 
(vgl. Satz 4). Im § 8 zeigen wir, daB im Falle eines kompakten G, die imprimiti- 
ven Systeme direkte Summen von imprimitiven Systemen der folgenden ein- 
fachen Form sind: Das Darstellungsfeld L° von G, des imprimitiven Systemes 
besteht nur aus den Vielfachen einer festen irreduziblen Darstellung von G, 
(vgl. Satz 5). 

Im Teil III wenden wir unsere Ergebnisse an, um unitaére Darstellungen von 
Gruppen zu bestimmen. In § 9 zeigen wir in bekannter Weise, da8 die unitaéren 
Darstellungen eines semi-direkten Produktes einer Gruppe G mit einer kommu- 
tativen Gruppe 7' deu imprimitiven Systemen von G mit der Basis 7 entspre- 
chen, wobei 7 die duale Gruppe von T ist. Wir betrachten als Beispiele die uni- 
versellen Uberlagerungsgruppen der inhomogenen Bewegungsgruppe des R, und 
der inhomogenen Lorentzgruppe. Ganz entsprechend kann man auch den Fall 
der inhomogenen Bewegungsgruppe fiir n > 3 behandeln. Als weitere Anwen- 
dung bringen wir noch die Kroneckerprodukte von gewissen irreduziblen Dar- 
stellungen dieser Gruppen auf die entsprechenden Normalformen. Dazu bringen 
wir zunachst die entsprechenden imprimitiven Systeme auf die Form ((j, #], U) 
und berechnen dann die entsprechenden Darstellungsfelder nach § 6 und § 8. 
Wir bemerken noch, daB man einen Teil dieser Ergebnisse auch mit Hilfe von 
{9} Theorem 14.2 und 12.2 und [11], Theorem 10.1 erhalten kann. Im Falle 
der Lorentzgruppe und der inhomogenen Bewegungsgruppen fiir n > 3 erhalt 
man damit aber keine vollstaéndige Reduktion in unserem Sinne. 


17* 
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I. Allgemeine imprimitive Systeme 
§ 1. Imprimitive Systeme der Form ((u, n), U) 


G sei eine lokal-kompakte Gruppe mit abzaihlbarer (topologischer) Basis*). 
Mit e bezeichnen wir stets das neutrale Element von G. M sei eine nicht-leere 
Menge, und By sei ein o-K6érper von Teilmengen von M mit M ¢ G,,. Ferner 
sei x, 8-> xs eine Abbildung von M x G auf M mit den Eigenschaften: 


l. ze= efirallexc M, 
(1) 2. a(st) = x(st) fir alle x € Munds,i¢G, 
3. aus E ¢ By folgt Bs = {xs: x ¢ E} ¢ By fiir alles ¢G. 


Im folgenden halten wir G, M, B, und z, s > xs fest. (9, U, P) heiBt (vgl. [7]}) 
imprimitives System (von G mit der Basis M), wenn gilt: 


1. § ist ein separabler Hilbert-Raum®), 

2. U(s— U,) ist eine stark stetige, unitére Darstellung von G 
mit dem Darstellungsraum 9, 

3. P(E —> Pg) ist ein SpektralmaB iiber B,,, dessen Werte 
Projektionen in § sind‘), 

4. U,P,U;'= P,,-: fir alle F € Sy und s¢€G. 


(2) 





Zwei imprimitive Systeme (9, U, P) und (9’, U’, P’) heiBen dquivalent, wenn 
es eine unitére Abbildung V von 9 auf 9’ gibt mit U} = VU,V- und 
Py= V Pg V— fir alle s ¢ G und E¢ By. V heiBt dann Aquivalenzabbildung 
von (%, U, P) auf (9', U’, P’). 


Zu jedem imprimitiven System (9, U, P) gehért definitionsgemaB ein 
SpektralmaB P iiber Gy. Mit (9, P) bezeichnen wir ein SpektralmaB iiber G y,, 
dessen Werte Projektionen in § sind. Zwei SpektralmaBe (9, P) und (9’, P’) 
heiBen dquivalent, wenn es eine unitaére Abbildung V von 9 auf 9’ gibt mit 
V P,V-'= Py fir alle E € By. V heiBt dann Aquivalenzabbildung von (9, P) 
auf (’, P’). 

Es sei yu ein o-endliches MaB tiber G4, und jedem z € M sei ein separabler 
Hilbert-Raum $, zugeordnet; dabei sei die Menge S,= {x: $,= {0}} eine 
u-Nullmenge. Wie in [13], 8.431, definieren wir das direkte Integral 
S =({H.du,M). Wir betrachten im folgenden nur direkte Integrale, die 
separable Hilbert-Raume liefern. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB der 
Hilbert-Raum aller beziiglich ~ quadratisch integrierbaren Funktionen se- 
parabel ist. 


*) Alle vorkommenden topologischen Raume seien Hausdorffsch. 


’) Da wir uns im folgenden auf separable Hilbert-Raume beschrinken, nehmen wir 
diese Forderung gleich in die Definition auf. Uberhaupt seien alle im folgenden vorkommen- 
den Hilbert-Raume separabel. 


*) Zur Definition des SpektralmaBes vergleiche z. B. [13], S. 431. 
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Beweise zu den folgenden Bemerkungen iiber direkte Integrale sind z. B. in 
[13] und [12] angegeben. Ist G = (f H,du, M) ein direktes Integral, so gehért 
zu © ein SpektralmaB (@, P) mit (Ppf) (x) = xe(x) f(x) fiir alle /€ G und 
E ¢ By; dabei ist yg die charakteristische Funktion von 2. Ist (§, P) ein 
SpektralmaB, so gibt es ein direktes Integral S = ({ H,d u, M), so daB (H, P) 
und das zu © gehdérige SpektralmaB aquivalent sind. Dabei ist « iquivalent zum 
gegebenen SpektralmaB (9, P), d. h. beide MaBe haben dieselben Nullmengen. 
Zwei direkte Integrale G6 =({/$,dy,M) und G'= (fH, dy’, M’) heiBen 
dquivalent, wenn die zugehérigen SpektralmaBe aquivalent sind. Es gilt dann: 
Zwei direkte Integrale @ = ({ H,du, M) und S’= (f H, dy’, M’) sind genau 
dann aquivalent, wenn die MaBe uw und py’ aquivalent sind, und wenn dim $);, 
= dim 9, y-fast tiberall gilt. Sind G@ = (f $,du, M) und S'= (f H,dy’, M’) 
aquivalent, so hei®t ein Feld unitérer Transformationen U(z) von 9, auf 9), 
ein Aquivalenzfeld von © auf 6’, wenn B(x) auf M Me -fast tiberall definiert ist, 


und wenn /’¢€ ©’ aus f € © folgt. Dabei ist f’(x) = Vrte = D(a) f(x), falls B(x) 


definiert ist, und f’(z) = 0 sonst und y(x) die Radon- Nikodym- Ableitung von 
u’ beziglich uw; wir kénnen y(z) > 0 fiir alle x ¢ M annehmen. Die Abbildung 
{> f' liefert dann eine Aquivalenzabbildung V von © auf GS’). V heiBt die 
zum Aquivalenzfeld % (x) gehérige Aquivalenzabbildung. Ist umgekehrt V eine 
Aquivalenzabbildung von © auf 6’, so gibt es ein Aquivalenzfeld B(x) von S 
auf ©’, zu dem V gehért. U(x) ist dabei durch V bis auf u-Nullmengen ein- 
deutig bestimmt. V~-! gehért zum Aquivaienzfeld B (x)-!. 

Ist « ein o-endliches MaB iiber By und » eine Funktion iiber M mit den 
Eigenschaften 


1. n(x) = ganzzahlig und = 0 oder n(z) = 
(3) 2. n ist By-meBbar und 
ls. {x: n(x) = 0} ist eine u-Nullmenge, 


so definieren wir mit Hilfe eines separablen Hilbert-Raumes , und einer ortho- 
normierten Basis ¢,, €,,... von $» das normierte direkte Integral (u, ) wie in 
[13], S. 482. Ist G = (f H,d py, M), so ist SG dquivalent zum normierten di- 
rekten Integral (u, n) mit n(x) = dim$,. Wegen der Aquivalenz von © und 
(u, n) kénnen wir uns im folgenden meist auf normierte direkte Integrale be- 
schranken. 

Mit ((u, »), U) bezeichnen wir ein imprimitives System ((u, ), U, P), bei 
dem (4, ”) ein normiertes direktes Integral ist und ((u, »), P) das zu (4, n) ge- 
hérige SpektralmaB ist. Ist (§, U, P) ein imprimitives System, so gibt es ein 
(u, n) und eine Aquivalenzabbildung V von (9, P) auf das zu (u, n) gehdrige 
Spektralma8. Ubertragen wir mit V auch die Darstellung U auf (yu, n), so er- 
halten wir ein imprimitives System der Form ((u, »), U’) mit U; = VU,V-, 


5) Wir bezeichnen mit © sowohl die Menge der Vektorfelder, als auch den zugehérigen 
Hilbert-Raum. Der Leser wird aus dem Zusammenhang stets entnehmen kénnen, welche 
Bedeutung gemeint ist. 
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das zu (9, U, P) aquivalent ist. Damit erhalten wir, unter Beriicksichtigung 
der oben erwahnten Tatsachen iiber.direkte Integrale folgendes 

Lemma 1: Jedes imprimitive System (9, U, P) ist zu einem imprimitiven 
System der Form ((u,n), U) dquivalent. Dabei ist u durch (9, U, P) bis auf 
Aquivalenz bestimmt und n bis auf u-Nullmengen. Man kann  stets durch ein 
dquivalentes a-endliches Maf ersetzen und n auf u-Nullmengen abdindern. Eine 
Aquivalenzabbildung von ((u,n),U) auf ((u,’n’), U’) gehdrt stets zu einem 
Aquivalenzfeld. 

Ein o-endliches MaB uw iiber By, heiBt quasi-invariant, wenn aus u(E) = 0, 
stets u(£s) = 0 fir alle s € G folgt. 

Lemma 2: Ist ((u,n), U) ein imprimitives System, so ist u quasi-invariant. 

Beweis. ((u,), P) sei das zu (uw, n) gehérige SpektralmaB. Aus u(Z) = 0 
folgt Pg=0, also wegen U,P,Uz!= Py,-: auch Py,:=0 und damit 
u(Es“) = 0. 

Lemma 3: ((u,n), U) sei ein imprimitives System. Ist « eine By-meBbare 
komplex-wertige Funktion und f € (u, n) und af € (wu, n), dann ist 


(4) U,(af) = a,(U,f) fiir alles € G; 


dabei ist a, durch a,(x) = a(xs) definiert. Ist « beschrénkt, so gilt (4) fiir alle 
f € (uw, n). 

Beweis. Zunachst sei « = yg mit E « By. Aus f € (uw, n) folgt xef € (u, n). 
Da ((u,n),U) ein imprimitives System ist, gilt U,(yef)= xz.-:(U;/) 
= (Z%x),(U,f). Da U, linear ist, gilt (4) fiir alle Linearkombinationen endlich 
vieler yz, mit E;€ By. Jede By;-meBbare Funktion « ist Limes einer Folge «,, 
solcher Linearkombinationen mit |«,| < |«|. Dann ist aber «,f € (u,”) und 
lim a,f = af im Hilbert-Raum (yu, n). Da U, stetig ist, gilt also U,(«/) 


no 


= Us( lim anf) = lim U,(a,/) = lim(a,),(U/) = «,(U,f). Ist « beschrankt, so 


n—- oc 
folgt af € (u, n) aus f € (yu, n). 

(9,, U*t, P*), i= 1, 2,..., seien endlich oder abzaihlbar viele imprimitive 
Systeme mit der Basis MV. Unter der direkten Summe (9,, U!, P*) ® (H_, U?, P?) 
® --- verstehen wir das imprimitive System (§, U, P), wo § direkte Summe der 
$;, U direkte Summe der U‘ und Py direkte Summe der P¥ ist. M,, M,, ..., 
sei eine Zerlegung von M in endlich oder abzahlbar viele paarweise fremde Men- 
gen aus Gy, die invariant sind, d. h. M,;s = M, fiir alle s ¢ G. Ist (9, U, P) ein 
imprimitives System, so sind die Teilraume 9; von 9, auf die Py, projiziert, 
wegen (2) 4. und der Invarianz der M,, invariante Teilraume fiir die U, und 
ebenso fiir die Py, wegen PgPy,= Py,Pe= Prom, (vgl. [4], 8. 58). Falls 
9,+ {0} und U! bzw. Py die Beschrankung von U, bzw. Pg auf 9, ist, so ist 
(,, U‘, P*) ein imprimitives System mit der Basis M. Es gilt dann 


(5) (H, U, P) = (Hy, U*, P*) @ (Hp, U?, P*)@---, 


dabei bleiben die Summanden mit 9,= {0}, d. h. Py,= 0, weg. (5) heiBt die 
zur Zerlegung M,, M,, ..., gehdrige Zerlegung von (9, U, P). 
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Lemma 4: Sind (9,U,P) und (§', U', P’) imprimitive Systeme und 
(91, U*, P*) ® (Hq, U*, P*) @ «+ und (H;, U", P*) ® (Ho, U, P*) @ «> die zu 
M,, My, ..., gehdrigen Zerlegungen, so ist (}, U, P) dann und nur dann dquivalent 
zu (9', U’, P’), wenn in beiden Zerlegungen die entsprechenden Summanden 
paarweise dquivalent sind oder gleichzeitig fehlen. 

Beweis. Es ist nur ,,nur dann‘ zu beweisen. V sei eine Aquivalenzabbildung 
von (%, U, P) auf (9’, U', P’). Dann ist V Py,= P'y,V,d.h. V bildet 9, auf 
9; ab. Also sind entweder 9, und 9; gleichzeitig {0} oder die Beschrankung von 
V auf 9, liefert eine Aquivalenzabbildung von (9,, U‘, P*) auf 9;. U'', P’*). 

Ist ((u, n), U) ein imprimitives System, so kénnen wir die zu M,, M,,..., 
gehérige Zerlegung ((j;, ,), U") @ ((u2, mg), U®) @ --- sofort angeben: Es ist 
ui (E) = w(E on M,) und n,;= xy," », und ein Summand bleibt genau dann weg, 
wenn u(M,) = 0 ist. 


§ 2. Imprimitive Systeme mit reguliéirer Basis 

Wir machen nun noch einige Voraussetzungen, die iiber die in § 1 gemachten 
hinausgehen. M sei ein lokal-kompakter Raum mit abzahlbarer Basis und Gy, 
der o-Kérper der Borelmengen von M. Ferner sei z, s + xs eine stetige Ab- 
bildung von M x G auf M, die (1) 1. und 2. erfillt. Dann ist auch (1) 3. erfiillt, 
da x xs ein Homéomorphie ist. Die Bahn B, durch den Punkt z,¢ M ist die 
Menge {x: x = 28,8 € G}. M, sei die Menge aller Bahnen. M, ist also ein 
Quotientenmenge von M. Mit ¢ bezeichnen wir die Abbildung z > B, von M 
auf M,. 

Die Basis M heiBt nach [7] regulér, wenn es endlich oder abzahlbar viele 
Mengen £,, E,,..., aus By gibt mit folgenden Eigenschaften: 1. Z, ist in- 
variant, + = 1,2,...; 2.0 E,= M; 3. jede Bahn ist Durchschnitt der Z,, die 
sie enthalten. Im folgenden sei M stets regular. 

Gy, sei der o-K6rper aller Teilmengen E von M, mit g-*(Z) € By. Ferner 
sei fir y ¢ M, G, dero-K6rper aller Teilmengen F von y mit F ¢ By. Ist uw ein 
endliches MaB iiber Gy, so sei i das MaB iiber Gy, mit f(F) = w(q-'(F)) fir 
FEeSy,. Za jedem y € M, existiert dann ein MaB yw, tiber G, mit folgenden 
Eigenschaften: 


6) to My (y © ZB) ist Byy,-meBbar fiir alle Z € By, 


2. (2) = f uy(y 0 £) dfi fir alle E € By). 


Die , sind durch (6) bis auf Anderungen auf ji-Nullmengen eindeutig bestimmt 
und es gilt w,(y) = 1 fi-fast iiberall. Ist 4 quasi-invariant, so sind die pu, ji-fast 
tiberall quasi-invariant nach [9], 8. 126. 

Wir wahlen ein z,¢€ y aus und betrachten die Abbildung g von G auf y mit 
y(s) = 298. Diese Abbildung ist stetig, also ist G,= {s: p(s) = x} eine ab- 


*) Vgl. z. B. [9], S. 124, oder [3]. 
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nebenklassen G/G, auf y mit y(G,s) = p(s) = x98. pist ein-eindeutig und stetig, 
wenn wir G/G, mit der iiblichen Quotiententopologie versehen. 

Lemma 5: wp erzeugt eine ein-eindeutige Abbildung von Boj, auf B,’). 

Beweis. a) G = {F: F €%, und y~!(F) € Bgig,} ist ein o-K6rper und ent- 
halt alle offenen Teilmengen von y, da y stetig ist. Also ist G@ = G,, da die 
offenen Mengen %, erzeugen. 

b) B= {F’: F’€ Bgic, und y(F’) € B,} ist ein o-Koérper, der alle kompak- 
ten Teilmengen von Sg)g, enthalt, da y stetig ist. Die kompakten Teilmengen 
erzeugen Ggic,, da G/G, lokal-kompakt ist und eine abzahlbare Basis besitzt. 
Also ist B’= Bgig,. 

Lemma 5 zeigt, daB wir vom maBtheoretischen Standpunkt aus y durch 
G/G, ersetzen kénnen. Der Abbildung z, s + xs von y x G auf y entspricht nach 
dieser Ersetzung die Abbildung G,s, s’> G,ss’. 

Lemma 6: Alle nicht identisch verschwindenden quasi-invarianten Mafe iiber 
G, sind dquivalent. 

Beweis. Aus der Bemerkung vor Lemma 6 und Lemma 5 folgt, daB uw, dann 
und nur dann quasi-invariant ist, wenn 4, mit u},(F) = u,(y(F)) quasi-invariant 
ist. Nach [9], S. 103, sind alle quasi-invarianten MaBe tiber Bgjg, Aquivalent, 
also gilt dies auch fiir die quasi-invarianten MaBe tiber By. 

Nach Lemma 2 kann das MaB y eines imprimitiven Systems ((u, »), U) kein 
beliebiges Ma8 sein. Wir zeigen nun, daB im Falle einer reguliren Basis auch 
die Funktion n keine beliebige Funktion sein kann. 

Lemma 7: Ist ((u, n), U) ein imprimitives System mit der reguliiren Basis M, 
so gibt es eine By,-meBbare Funktion ii, so dap n(x) = n(x) p-fast iiberall gilt 
und n(xs) = n(x) fiir alle x € M und s € G gilt. 

Beweis. 1. Nach Lemma | kénnen wir annehmen, daB yu ein endliches MaB 
ist. Wir zeigen nun durch vollstandige Induktion, da8 wir n auf einer u-Null- 
menge so abaindern kénnen, daB die Mengen S,;= {x:.(x) = t}, i= 1, 2,..., 
invariant sind. Wegen (3) 3. kénnen wir S,= M setzen. Es sei nun n bereits so 
abgeandert auf einer u-Nullmenge, da8 S, fiir i = 1, ...m invariant ist. Wir 
zeigen, daB wir n auf einer u-Nullmenge so abandern kénnen, daB auch S,,,, ; 
invariant wird, ohne daB dabei S,, i = 1, ... m, geandert wird. 

2. &) fm, Sei tiber Gy durch yu,,4,(Z) = w(£O 8,4) definiert. Falls 
m+  identisch Null ist, ist 4(S,,4,) = 0 und wir kénnen n(x) = m setzen fiir 
xz € S,,4,- Damit ist unsere Induktionsbehauptung bewiesen. Wir haben noch 
den Fall u(S,,4,) + 0 zu betrachten. In diesem Falle ist u,, 4, guast-invariant. 
Wir zeigen, daB die Annahme der Existenz eines s ¢ @ und eines FZ € By, mit 
m+ 1(Z) = 0 und yz,,4 (£8) + 0 auf einen Widerspruch fiihrt. 

b) Es sei H’= Er S,,,. Also ist y,,4,(2) = u(Z’) = 0 und damit auch 
(E's) = 0. Dann ist erst recht y,,,,(Z#’s) = 0. Unsere Annahme bleibt also 
richtig, wenn wir E durch FE — E’ ersetzen, d.h. wir kénnen EF /¢ S,,,,=9 
annehmen. Aus S,,>8,,4, folgt pn+,(M—S,,)=0, also erst recht 


") Vgl. [8], S. 116. 











Imprimitive Darstellungen lokal-kompakter Gruppen 249 


n+1((E2 — S,,)8) = 0, so daB wir hoch EC S,, annehmen kénnen. Wegen 
Mn+ (28 — S,, 4) = 0 kénnen wir noch Esc S,,., , annehmen. 

ec) SGe= {f:f € (u,n) und f(x) = 0 fiir x ¢ E} und Gy,= {f:f € (m,n) und 
f(x) = 0 fir x ¢ Es} sind, wegen u(Es) + 0 und damit «(£) + 0, nicht triviale 
Unterraume. von (uv, n). Da U,xp.f = x2 Uf gilt, bildet U, G,, in me 29 
Ebenso folgt, daB U;! Gy in Gg, abbildet. Da U;! die Umkehrung von $Y i 
bildet U, Gy, unitér auf Gy ab. Aus ECS,, EA S,,4,—= 6 und Esc S,,,, 
folgt n(x) = m fiir xz ¢ Hund n(x) > m+ lfirx¢ Hs. Sf.= {f:f' Ss. cal 
(f, e;) = O fir i > m}*) ist, wegen n(x) > m + 1 auf Zs, ein echter Teilraum von 
S,,- Wir zeigen, daB bereits OF, durch U, auf G, abgebildet wird, und haben 
damit einen Widerspruch. 

d) f,(z) = xe,(x) e;, t= 1, ... m, gehort zu SF. Es sei (U,f,) (x) = y,;, <(x)e; 
mit y,;,;(2) = 0 fiir x ¢ Z; das kénnen wir annehmen, da @,, durch U, auf Gy 
abgebildet wird. u, sei durch u,(F) = Prag definiert. Da uv quasi-invariant ist, 


kénnen wir annehmen, daB fiir 9 = oe fiir alle x ¢ M o(z) > Ogilt. Fir FC E 
und FEBy gilt f xre(2)(fs(2), file) de = (Xeehs fd = Orxeels Ushi) 
(LP Uf Ushd=S te(x)(Ushs(2), Ushi (z)) du= S10) x, 5(2)* Ye, <(2) Op. 
Andererseits ist { yp,(x) (f;(2), f(z) dp = = 6, ee 8, sits(F) = =f xe (x) d;,; 
0(x) dy. Also gilt o(x) 4, ; = 2 Vx, j(2) Ye, j(2) -fast iiberall in Z. Es sei nun 


nm 


f(x) = 3° a(x) e; mit «(x)= 0 fir x ¢E ein beliebiges Element aus Sz, 


Pinay 


B,(x) = ids z Vi.4(2) &, (x) und g(x) = Ps B,(xs-*) e,. Eine einfache Rech- 

nung zeigt, daB Tlg(2) *du =f \f(x)\*dy gilt. Also ist g € (4, n). Offenbar ist 

sogar g¢€@z,. Nach Lemma 3 ist (U,g) (x)= > (U, (8) f,) (2) 
i=1 


= “ By (x) (U.f,) (2) = ~ sia ,2 z 1,4) (2) ° i ¥3,4(%) es = f(x) u-fast 


iiberall. Also ist U,g = f, d. h. U, bildet Gz, auf SG, ab. 

3. Da w,, +, quasi-invariant ist, konnen wir p,,4, ebenso wie 4 nach (6) zer- 
legen. Also ist fm4,(Z) = f wy(E2 AO y) 4 fimas. Fir LE By, gilt dann mit 
E = q*(B) nach (6) fi, 4,(Z) = Hm+1(B) = MEO Sins) =f bylBO Sinai ¥) 
df= fi ty(Smii ry) af. Also ist —F5** = y(Smsi%y) und fir M, 
= {y: ty(Smn4iO y) = 0} gilt @,,4,(M,) = 0. Wir kénnen daher auf Mi, ui, =0 
wihlen. Es sei M,= M,— M,= {y: uy(Smii y) + 0}, dann gilt u,,4,(2) 
= MEN 8n41) = f bE OYO Snes) Ch = fit by(EOYO Sms) Ui 
= fin, byE OY 0 Sita) Maly O Sms) fim 41. Also konnen wir fiir y ¢ 
“i, 80 wahlen, daB yi (Z) = py(y O Sn41)? wy (EO S,,4;) fir £ ¢ B, gilt. Nun 
4) Man beachte, daB (u, n) mit Hilfe des Hilbert-Raumes 9%, und seiner orthonormierten 
Basis ¢,, ¢,, ... gebildet wird (vgl. [13], S. 432). 
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ist uj, quasi-invariant fir /,,,,-fast alle y. Also ist nach Lemma 6 {,, , ,-fast 
iiberall yj, aquivalent zu py. Also muB p,(y S,,4:) = wy(y) = 1 sein far 
jim +1-fast alle y ¢ M,, also auch fiir ji-fast alle y¢ M,, da auf M, fi,,,, und fi 
aquivalent sind. Es sei M,= q-'(M,) und M,= q~'(@,). Es ist u(M, A S».43) 
= pn+1 (My) = fins, (M,) = 0. Far x ¢ M.A S,,4, andern wir n(x) ab und 
setzen n(x) = m.S,, ... S,,wirddadurch nicht geandert. Ferner ist u(M,— S,, +;) 
=f My ((Me— Sn4i) Oy) di = 0, da py((M,— Sp41) y) = 0 fi-fast iiberall 
gilt. Fir 2 ¢ M,— S,,,, andern wir n(x) ab und setzen n(x) = m + 1. Dadurch 
wird §,,... S,, nicht geandert, denn fir x ¢ M, gibt es ein y ¢ M, mit z€ y. 
Es ist yO Syii:+ 9, da py(y Spi:)+ 0, also ist auch 8, y+ 9, da 
S,, >S,.4+1- Da S,, invariant ist, ist also yc S,, und damit insbesondére z €¢ S,,. 
Vor der Abanderung hatte also n(x) mindestens den Wert m. Nach der Ab- 
anderung ist S,,,,= M,, also ist S,,,, invariant. Damit ist unsere Induktions- 
behauptung bewiesen. 

4. Wir erhalten durch diese Abanderungen eine fallende Folge von S y-meB- 
baren Mengen 4,, 8,, ..., die invariant sind, und fiir die u((S;— S8,) U (S;— 8) 
= Oist. Wir setzen nun #(z) = © fiir x € n 8, und i(x) = m fiir x € §,,— S,, 4. 


n(x) erfillt dann die Behauptungen von Lemma 7. 


II. Imprimitive Systeme mit Produkt-Basen 
§ 3. Imprimitive Systeme der Form ([ ji, %], U) 


Wir machen nun noch weitere Voraussetzungen tiber die Basis der imprimi- 
tiven Systeme. B sei ein lokal-kompakter Raum mit abzahlbarer Basis und 
z, 8-> 28 sei eine stetige Abbildung von B x G auf B, die (1) 1. und 2. erfiillt 
und auBerdem noch folgende Eigenschaft hat: 


(7) Zu jedem Paar z,, z,¢ B gibt es ein s € G mit z,8 = z,. 


Ferner sei M, ein lokal-kompakter Raum mit abzahlbarer Basis. Wir setzen 
dann M = M,x B. By sei der o-K6érper der Borelmengen von M. Wir definie- 
ren die Abbildung (z, z), s > (z,z) 8 von M x G auf M durch (z, z) s = (z, z8). 
Dann ist (x, z), 8 > (x, z) 8 stetig und erfiillt (1). 

Im folgenden betrachten wir imprimitive Systeme mitder Basis M = M, x B. 
Die Bahnen von M sind nach (7) die Mengen {x} x B mit x € My. Da M, eine 
abzahlbare Basis besitzt, ist M eine regulare Basis und wir kénnen die Menge 
der Bahnen mit M, identifizieren. Der in § 2 definierte o-Kérper By, in der 

’ Menge der Bahnen ist dann der o-Kérper der Borelmengen von M,. 


Es sei z,¢€ B und G, die abgeschlossene Untergruppe von G, deren Elemente 
29 fest lassen. Wegen (7) erhalten wir, wie vor Lemma 5, eine ein-eindeutige 
Abbildung y der Menge der Rechtsnebenklassen G/G, auf B. Nach Lemma 5 
ist G/G, maBtheoretisch aquivalent zu B. Wir kénnen daher im folgenden an- 
nehmen, daB B gleich G/G, ist (oder zu G/G, homéomorph ist). Wenn wir B mit 
G/G, identifizieren, wird die Abbildung z, s + zs mit G,s’, s + G,s's identisch. 
h sei die kanonische Abbildung von G auf G/G,. 
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y sei ein quasi-invariantes Radon-MaB iiber dem o-Kérper GB, der Borel- 

mengen von B, das nicht identisch verschwindet. Es gibt solche MaBe (vgl. [9], 

Theorem 1.1). Dieses quasi-invariante MaB halten wir im folgenden fest. 

Lemma 8: Jedes a-endliche quasi-invariante Ma p iiber By ist dquivalent zu 
einem ProduktmaB der Form ji x v, wobei ji ein o-endliches Ma iiber By, ist. 
Umgekehrt ist jedes MaB der Form ji x » quasi-invariant und zwei Mafe ji x v 
und ji’ x v sind genau dann dquivalent, wenn ji und ji’ dquivalent sind. 

Beweis. yu ist dquivalent zu einem endlichen MaB. Wir kénnen also yu endlich 
annehmen. Wir zerlegen yu nach (6) in fi und in MaBe y, tiber By. ji-fast alle yu, 
sind quasi-invariant. Nach [9], Theorem 1.1, sind also ji-fast alle u, aquivalent 
zu v. Dann ist uw aquivalent zu fi x v,denn u(Z) = Oist wegen u(Z) = [ u,(E,)dji 
gleichbedeutend mit u,(Z,) = 0 ji-fast tiberall, also auch mit »(Z,) = 0 fi-fast 
iiberall, d. h. mit @ x »(Z) = 0; dabei ist Z,= {z: (x, z) ¢ EZ}. Die tibrigen Be- 
hauptungen von Lemma 8 sind offensichtlich richtig. 

Aus Lemma 7, 8 und | folgt,daB jedes imprimitive System (9, U, P) mit 
der Basis M = M, x B aquivalent ist zu einem imprimitiven System der Form 
((u, n), U) mit uw = @ x vy und n(z, z) = n(x, 2’). [f, i) sei das normierte direkt 
Integral (u, n) mit wu = fi X vy und n(z, z) = f(z). Es gilt also: Ein imprimitives 
System (9, U, P) mit der Basis M = M,~ B ist aquivalent zu einem System 
der Form ([f, a], U). Dabei ist f ein o-endliches MaB iiber Gy, und fi eine 
Funktion tiber M, ,die wegen (3) folgende Eigenschaften hat: 


" ii(x) ist ganzzahlig und = 0 oder i(z) = ~, 
(8) \2. # ist By,,-meBbar und 
3. {x : %(x) = 0} ist eine f-Nullmenge. 


Aus Lemma | und Lemma 8 folgt noch: Wir kénnen fi stets durch ein aquiva- 
lentes MaB ersetzen und # auf einer ji-Nullmenge abandern. Fiir die Aquivalenz 
zweier imprimitiver Systeme ([f, #], U) und ([j’, %’], U’) ist notwendig, daB 
fi und ji’ dquivalent sind und fi’ (x) = fi(x) fi-fast iberall gilt. 


§ 4. Darstellungsfelder 


Zur Konstruktion von imprimitiven Systemen bendtigen wir den Begriff des 
Darstellungsfeldes. Ist f ein o-endliches MaB tiber Gy, und % eine Funktion 
iiber M,, die (8) erfillt, so erhalten wir zwei normierte direkte Integrale, 
namlich [j, %] und (fi, %). (ji, %) ist ein normiertes direktes Integral tiber M). 
Wir betrachten nun Darstellungsfelder tiber (7, %). Die folgenden Ausfiihrungen 
sind iibrigens unabhangig von der Tatsache, daB G, und M, in der in §3 an- 
gegebenen Weise von G und M abhangen. 

Die normierten direkten Integrale (fi, %) werden (ebenso wie [ji, #]) alle mit 
Hilfe eines separablen Hilbert-Raumes $, und einer orthonormierten Basis ¢,, 
€g,%.., Von Hp, gebildet. H° sei der triviale Teilraum {0} von $9, 9‘ sei der von 
€,, -.., €, aufgespannte Teilraum und $* sei der Raum 9, selbst. P* sei die ortho- 
gonale Projektion von 9, auf 9‘, i = 0,1, 2, ... co. Eine Funktion L tiber M, 
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heiBt Darstellungsfeld von G, iiber (fi, %), wenn jedem x € M, eine stark stetige, 
unitare Darstellung L(x) ( > L,(x)) von G, mit dem Darstellungsraum 9* () 
zugeordnet ist®), so daB (L.(x) P*)v,, v,) fiir alle v,, v2€ Hp Be, . y,-meBbar 
ist; dabei ist Bg, , 47, der o-K6érper der Borelmengen von G, x M). Aus dieser 
Definition folgt: Ist f € (, 7), so ist g(x) = L,(x) f(x) aus (f, #) fiir alle & ¢ Gp. 
Definieren wir L, durch (L;f) (x) = L,(x) f(x), soist L(& + L,) eine stark stetige, 
unitére Darstellung von G, mit dem Darstellungsraum (ji, #). Jedes L, ist mit 
allen Projektionen des zu (ji, %) gehdérigen SpektralmaBes vertauschbar. 
L(&— L,) hei&t die zum Darstellungsfeld L gehérige Darstellung. 


Lemma 9: Ist L(& + L,) eine stark stetige, unitire Darstellung von G, mit dem 
Darstellungsraum (ji, %) und ist L, fiir alle — ¢ G, mit den Projektionen des zu 
(fi, %) gehérigen Spektralmafes vertauschbar, so gibt es ein Darstellungsfeld L iiber 
(i, %), zu dem L(& > L,) gehért. Das Darstellungsfeld ist durch L(& > L,) bis auf 
fi-Nullmengen eindeutig bestimmt. 


Dieser Satz wurde in der Literatur mehrfach bewiesen; vergleiche dazu 
[10], S. 201, Theorem 2.4., und die dort angegebene Literatur. 


L bzw. L’ sei ein Darstellungsfeld iiber (7, %) bzw. (f’, #’) und L(& + L;) 
baw. L’(€ + L;) seien die zugehérigen Darstellungen von G,. L(x) (€ > L;(x)) 
baw. L’ (x) (§ + L;(x)) sei die 2 durch L bzw. L’ zugeordnete Darstellung. Eine: 
unitaére Abbildung V von (ji, %) auf (j’, #’) heiBt Aquivalenzabbildung des Dar- 
stellungsfeldes L iiber (fi, %) auf das Darstellungsfeld L’ iiber (/i’, 7’), wenn V 
eine Aquivalenzabbildung fiir die zu (jf, %) und (f7’, %’) gehérigen SpektralmaBe 
und fiir die zugehérigen Darstellungen L(& + L,) und L’(€ - Lt) ist. Zwei Dar- 
stellungsfelder heiBen dquivalent, wenn es eine Aquivalenzabbildung des einen 
auf das andere gibt. 


Lemma 10: V ist dann und nur dann Aquivalenzabbildung eines Darstellungs- 
feldes L iiber (ji, %) auf ein Darstellungsfeld L’ iiber (ji', ii’), wenn ji und ji’ dqui- 
valent sind, fi(x) = i’ (x) ji-fast iiberall gilt und V zu einem Aquivalenzfeld D(x) 
gehért, so dap bis auf die Punkte x aus einer ji-Nullmenge B(x) L,(x)B(x)-! 
= Dj(zx) fiir alle & € G, gilt. 


Beweis. Wir beweisen nur die Behauptungen von Lemma 10, die nicht ohne 
weiteres aus der Tatsache folgen, daB V eine Aquivalenzabbildung fiir die zu- 
gehorigen SpektralmaBe ist. 

Dann: Es sei y(2)= FF (2) > 0.Dann gilt (VL, V-*) (22) = pay D(a) Lela) 
V v(x) B(x)-*f (x) = Li(x) f(x) = (Lif) (x) fi-fast tiberall. Also ist VL, V-* = Li. 


Nur dann: Zu V gehért ein Aquivalenzfeld G(x). Aus VL,V-!= L; folgt 
B(x) L,(x)B(x)-* f(x) = L(x) f(x) fi-fast tiberall fiir alle f € (fi, %). Also gilt 
B(x) L,(x)B(x)-'= Lj (x) fi-fast tiberall. Ist &,, &,..., eine tiberall dichte 
Folge aus G,, dann gibt es eine fi-Nullmenge Ny, so daB fiir x ¢ Ny 


*) Ist (xz) = 0, d.h. gr) = {0}, dann verstehen wir unter ,,Darstellung“ die Zu- 
ordnung £ -> L(x) = 0. Die Transformation 0 betrachten wir im folgenden stets als unitare 
Transformation in {0}. 
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B(x) Lz, (x) B(x)-*= L;, (x) fir» = 1, 2, ..., gilt. Da L(x) (€ + D,(z)) und L’ (x) 
(€ > L;(x)) stark stetig sind, gilt B(x) L,(x)O(x)-!= Lj (x) fiir alle & € G, und 
x¢ No 

In [11], Theorem 10.1., wird folgendes interessante Ergebnis bewiesen: 
Ist (My, Gy,,) ein Standard-Borel-Raum (zur Definition vgl. [11]), so sind zwei 
Darstellungsfelder L und L’ tiber (fi, %) aquivalent, wenn fiir #-fast alle x ¢ M, 
L(x) (€ + L,(x)) und L’ (x) (€ + L;(z)) aquivalent sind. In unseren Anwendun- 
gen ist (M,, Gy.) stets ein Standard-Borel-Raum. 


§ 5. Die Konstruktion von imprimitiven Systemen 


Die hier angegebene Konstruktion von imprimitiven Systemen ist eine 
naheliegende Verallgemeinerung eines Verfahrens, das von Mackry stammt 
(vgl. [9], S. 106). » sei das quasi-invariante MaB iiber S p= Gg,c,, das wir in § 3 
gewahlt haben. Fir s ¢ G sei y, durch »,(#) = »(Hs) definiert. Da v quasi- 


= A(z, 8). Wir kénnen A(z, s) > 0 


fiir alle (z, s) € B x @ fordern. Nach [9], Theorem 1.1., kénnen wir ferner an- 
nehmen, daB A(z, x) noch folgende Eigenschaften besitzt: 





1. A(z, 8) ist Bp, g-meBbar, 
2. A(z, st) = A(zs, t) - A(z, s) fiir alle z ¢ B und s,¢ € G und 
A(z, e) = 1 fiir allez € B, 


(9) 
3. A(h(e), €) = 52 fair alle £ € Gy, 


4. { f(s) A(h(e),8) da < co fiir alle stetigen Funktionen tiber G 
mit kompaktem Trager. 


Dabei ist 4 die kanonische Abbildung von G auf B = G/G,, « das rechts-invari- 
ante Haarsche MaB von G und A(s) die konstante Radon-Nikodym-Ableitung 
von «, mit «,(Z) = «(s#) nach « und 6(é) die entsprechende GréBe fiir G,. 


Nach [9], Lemma 1.1., gibt es eine Menge C ¢ Gg, die mit jeder Rechtsneben- 
klasse auf G/G, genau einen Punkt gemeinsam hat. Wir wahlen eine solche Menge 
C ein fir allemal aus. Mit h, bezeichnen wir die Beschrankung von A auf C. 
Bo sei der o-Kérper der Teilmengen F von C mit F € Bg. A, ist dann eine ein- 
eindeutige Abbildung von C auf G/G,= B. h, erzeugt eine ein-eindeutige Abbil- 
dung von B, auf B, (vgl. [9], Beweis von Lemma 2.1.). y sei die Abbildung 
(x, 8) > (x, h(s)) von M,x G auf M,x B und y, die Verengerung von yp auf 

M,x C. By, . ¢ sei der o-Kérper der Mengen FE mit Hc M, x C und E € Bam, x o- 
Da h, eine ein-eindeutige Abbildung von B, auf Bz erzeugt, erzeugt y, eine ein- 
eindeutige Abbildung von By, , ¢ auf By, . z- 

Es sei jetzt ein Darstellungsfeld L iiber (ji, i) gegeben; jedem z € M, ist 
also eine Darstellung L(x) (€ > L,(z)) von G, mit dem Darstellungsraum $* 
zugeordnet. Wir betrachten dann die Menge 9% ; aller Vektorfelder tiber My x G 
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mit folgenden Eigenschaften : 


- f(z, 8) € HF, 

- (f(z, 8), v) ist Bay, . g-meBbar fiir alle v € Hp, 

. f(x, &8) = LD, (x) f(x, 8) far alle & € G,, 

- [ P4,(2, 2) (i Xv) < 00, wobei py, durch gy, ,(x, h(s)) 
= (f(x, 8), g(x, 8)) definiert ist. 


(10) 


me wn = 


Da L,(zx) unitar ist, ist die Definition von g,,, wegen 3. méglich. (f(x, 8),g(z,8)) 
ist nach 2. By, . g-meBbar fiir alle /, g € HF q, also ist es iber Myx C By, x c- 
meBbar. Da ;, (x, z) = (f(wz"(z, z)), (yr? (2, 2))) ist, ist py, , Bay, « g-meBbar. 
Wegen |¢q,, o(2, z)\s VPr.4(2, Z)* Po,9(%, z) ist f p,,,(x, 2) d(f X v) endlich fir 
alle f, g € DF x ;. Setzen wir (f, g) = J Pp, 0(%, z) d(fi x v), so hat (f, g) alle Eigen- 
schaften eines Skalarproduktes in $/;, wenn wir in $2, die Vektorfelder 
identifizieren, die sich nur auf # x «- Nullmengen voneinander unterscheiden. 
Wir zeigen nur, daB (/, {) = 0 gleichwertig ist mit f(z, s) = 0 x «-fast iiberall; 
die anderen Eigenschaften eines Skalarproduktes sind offensichtlich erfiillt. 
(f, f) = 0 ist nach Definition gleichwertig mit p,,,(z,z) = 0 fi x v-fast tiberall, 
also auch mit @,,,(x,z) = 0 v-fast iiberall fiir f-fast alle x ¢ My. Nach [9], 
Lemma 1.3., ist dies gleichwertig mit (f(z, 8), f(z, 8)) = 0 a-fast tiberall fiir 
fi-fast alle x € M,, d.h. mit f(z, s) = 07 x a-fast iiberall. Es gilt: Wenn man in 

# , die Vektorfelder identifiziert, die sich nur aus ji x «-Nullmengen unter- 
scheiden, und das oben definierte Skalarprodukt einfiihrt, so wird H% 5 zu 
einem separablen Hilbert-Raum?®). 

Zum Beweis geben wir eine ein-eindeutige Abbildung V der Vektorfelder 
von 9% ; auf die Vektorfelder von [ji, #] an, die eine unitare Transformation des 
unitéren Raumes $/ , auf den Hilbert-Raum [{i, %] erzeugt. Diese Transfor- 
mation bezeichnen wir ebenfalls mit V. Dann ist natiirlich 5%, mit [j, #] 
ebenfalls ein separabler Hilbert-Raum. V sei fiir f € HF 5,4 durch 


(11) (Vf) (x, 2) = f(pr*(z, 2)) = f(z, hz (2) 
definiert. 

Lemma 11: V bildet die Menge der Vektorfelder von 4 ~ ein-eindeutig auf die 
Menge der Vektorfelder von (ji, n] ab und erzeugt eine unitire Transformation des 
unitiren Raumes Ex ~ auf [ji, 7). 

Beweis. a) Zunachst zeigen’ wir, daB aus AS DF i: folgt Vf € (a, %). Es sei 
Vf =g, also g(x, z) = f(x, hy*(2)). 

1. g(x, z) € H* @ nach (10) 1. 

2. (g(x, z), e;) = (f(x, Ay *(z)), e;) ist Bay, gp-meBbar, denn (f(z, 8), ¢,) ist 
Su, q-meBbar; hieraus folgt nach den Uberlegungen vor (10), daB 
(g(x, z), &;) € By, . g-meBbar ist. 





1°) Mit 95.5 bezeichnen wir wieder die Menge der Vektorfelder und den Hilbert-Raum. 
Vergleiche FuBnote 5. 
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3. f |g(z, 2)/*d (a x ») = [| f(x, hy *(z))|*d(a x ») = f o,,,(x, 2) dl x 9) 
“= (f, f) < +0 


Also ist g = Vf aus [f, %]. Aus 3. folgt noch, daB V eine isometrische Trans- 
formation erzeugt. 

b) Es sei 0(s) = s(hy1(A(s)))-* fir s € @. 

6 ist eine Borel-meBbare Abbildung von G auf G,, d. h. aus EZ ¢ Gg, folgt 
6-1(E£) € Bg, da die Gruppenoperationen und h(s) und Az*(s) meBbare Abbil- 
dungen sind. 


Wir definieren nun W durch 
(12) (Wg) (x, 8) = Lo,s)(x) g(x, A(s)) fiir g € [f, Hi) . 


Aus g ¢ [fi, %] folgt f = Wg < 9% =. 
1. f(x, 8) € H*@, da g(x, z)€H*@ und L»,.(z) eine Transformation in 
H* @ ist. 
2. (f (2, 8)» €) = (Loc)() 9(%, h(a)), €1) = (9 (2, A(e)), Locs-r(2) P* ey) 
E (ole, h(s)), e;) (Locs)(z) P* e,, e,). Da (g(x, z),€;) Bar, x g-meBbar ist, 


it “Tole, h(s)), €;) By, x g-meBbar. Da (L,(z) P*e,, e e€;,) By, x c,-meBbar ist, 
ist (Lo;.)(x) P* @e,, e;) Bar, x g--meBbar. Es ist also (f(z, 8), €;) Bay, . g-meBbar 
und damit auch (f(z, 8), v) fiir alle v € Ho- 
3. f(z, &s) = Logs) (2) g(x, h(&s)) = - De 6:59 (2, h(s)) = L,(z) Lo s)9 (2, h(s)) 
= L,(x) f(x, 8). 
4. py,y(x, h(s)) = |f(z, 8)/?= |g(x, A(s))/?. Also ist f ,,,(x, 2) d(a x ») 
= f \g(x, z)*d(a x ») = (g, 9) < + @. 
Nach (10) ist Wg € 9£ ;. 
c) Es gilt (_V Wg) (x, z) = (Wg) (x, Az*(z)) = Lon; 12 (2) g(a, A(z *(z)) 
g(x, z),da h(hy*(z)) = zund 6(hz*(z)) = e, und (WV f)(x,8) = Lo, f(x, hz *h(s)) 
ms 6(s) hy? (h(s)) = f(x, 8). Damit ist gezeigt, daB V-!= W ist, d.h. V ist 
one ein-eindeutige Abbildung auf und, da die durch V erzeugte Transformation 
isometrisch ist, ist sie auch unitar. 


Wir definieren 7“ (t + 7) durch 


(13) (7',f) (x, 8) = VA(h(s), t) «f(x, st) fair f € za und €@ 
und P(£ + Py) durch 


(14) (Pf) (2, 8) = xe (x, (s)) f(x, 8) fr f € HE; und Be By. 


Satz 1: (Hz ;, 14, P) ist ein imprimitives System mit der Basis M = M, x B. 
Beweis. Wir haben zu zeigen, daB (2) erfiillt ist. 

Zu (2) 1.: E ; ist ein separabler Hilbert-Raum. 

Zu (2) 2.: “| Tif € DE x fir f € DE. 5. 

1. (1; f) (x, 8) € H*@ nach (13). 
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2. ((T:f) (x, 8), 4) ist By, . g-meBbar fir i = 1, 2,..., denn bei festem ¢ ist 
A(h(s), t) By,-meBbar und mit (f(x, 8), e;) ist auch (f(x, st), e;) Bas, « g-meBbar. 
Damit ist gezeigt, daB auch (7',f(x, 8), v) By, x g-meBbar ist fiir alle v € Dp. 
3. (Tf) (x, €8) = VA(A(Es), #) f(x, Est) = VA(A(s), t) Le (x) f(z, st) 
= D,(x) (Tf) (x, 8) . f : 

4. J Gru 7, j(%, 2) A(fi x v) = ff A(z, t) py,7(a, 2t) dv di = f q,,y(x, z) dvd 
(wegen 5" = A(z, t)) = = Uh f)< +o. 

Nach (10) ist 7, f € ; und nach 4. ist 7', isometrisch. 

Wegen A(z, ¢) = 1 ist "T. die identische Transformation in DF 5. Eine ein- 
fache Rechnung ergibt (unter Beachtung von (9) 2.) T,,= 7, Ty. Also ist T” 
eine unitaére Darstellung von G. 

b) Wir haben noch zu zeigen, daB T4(t > T) stark stetig ist. Da $f ;, 
separabel ist, geniigt es zu zeigen, daB (7',/, g) Bg-meBbar ist fiir alle f, g ¢ HF. 
(Tf) (x, 8), g(x, 8)) = VA(a(s), t) (f(x, st), g(x, 8)) ist By. @~g-meBbar in 
(x, 8,t), denn (f(z, st), g(x, 8)) = > (f(x, st), e;) (e;, g(x ,8)) ist Bay, . @ x g-meB- 


bar, da (e;,g(z,s)) und (f(x, 8),e;) By, g-meBbar sind und z, s,t— 2, st 
stetig ist. Nach (9) 1. und den Bemerkungen vor (19) ist g7,;, (2; z) Om x ¢- 
meBbar in ((2, z), é), also ist nach dem Satz von Fubini{7',f, 9) = { p7,7,9(%, 2) 
d(ji X v) B,-meBbar. 

Zu (2) 3. und 4.: DaB P(Z + Pz) ein SpektralmaB tiber Gy ist, ist offen- 
sichtlich, und eine einfache Rechnung ergibt 7, Py Tj'= Py). 

Das imprimitive System (9%;, 7”, P) kénnen wir leicht auf die Form 
({@, %], U) bringen. Nach Lemma 11 ist V eine unitaére Transformation von 
Hf; auf [f, #). Wir bilden das zu (9¥ 3» T%, P) aquivalente imprimitive 
System ([f, #], U“, P’) mit P’(E > E£’,) und U4 (t + U,), wobei Pg= V Pg V-* 
und U,= V7T,V-" ist. Einfache Rechnungen zeigen, daB P’ das zu [f, ii] ge- 
hérige SpektralmaB ist, und daB 


(5) (Ug) (x, 2) = VAG, #) Lee, (2) (2, zt) fir alle g € (fi, 7) 
; mit & (2, t) = hz*(2) t(hy*(et))*= O(hy*(2) £) . 


gilt. Damit haben wir 
Satz 2: V ist eine Aquivalenzabbiidung von (S4.% T", P) auf ({f, %), VU). 
Da ([f, 4], U“) durch das gegebene Darstellungsfeld L iiber (fi, %) (und durch 
C) eindeutig bestimmt ist, nennen wir ([j, #], U“) das durch L erzeugte im- 
primitive System. Wir bemerken noch, daB &(z, t) eine Borel-meBbare Abbil- 
dung ist, da &(z, t) = 0(Az*(z) ft) ist. 


§ 6. Die zu einem imprimitiven System gehérigen Darstellungsfelder 


In diesem Paragraphen zeigen wir, daB jedes imprimitive System zu einem 
imprimitiven System der Form ([ji, #], U") aquivalent ist. Wir gehen hier, 
nach entsprechender Verallgemeinerung, im wesentlichen so vor, wie dies in [7] 
skizziert ist. Zunachst ordnen wir einem imprimitiven System gewisse Darstel- 
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lungsfelder zu, dann zeigen wir, daB das imprimitive System durch diese Dar- 
stellungsfelder bis auf Aquivalenz bestimmt ist, und zum Schlu8 zeigen wir, 
daB zu ([j, %], U“) das Darstellungsfeld L gehért. Dies ergibt den wichtigen 
Satz 3. 

Es sei ein imprimitives System (9, U’, P’) mit der Basis M = M,x B ge- 
geben. ([f, %], U) sei zu (9, U’, P’) aquivalent. J sei das Darstellungsfeld iiber 
(i, %) mit I(x) (E + I,(x)), wobei I,(x) die identische Transformation in 9* ©) 
ist. Wir bilden das durch J erzeugte imprimitive System ([j, #], U"). Es sei nun 


(16) Q.= U, UL. ° 


Man rechnet leicht aus, daB Q,Pg= P,Q, fir alle E ¢ By, » und t € G gilt; 
dabei ist P(Z + P,) das zu [j, ai] gehérige SpektralmaB. 
Es gibt also zu jedem t € G ein Operatorfeld Q,(z, z) mit folgenden Eigen- 
schaften : 
1. Q,(z, z) ist eine unitére Transformation in $* 
(17) 2. (Q,(x, z) P™)e,, e,) ist Bay, . p-meBbar fiir i, j = 1, 2,..., 
3. (Q.9) (x, 2) = Q(z, 2) g(z, 2) fiir alle g € [f4, %) . 


Q, (2, z) ist dabei bei festem t ¢ G eindeutig bis auf fi x »- Nullmengen bestimmt 
(vgl. z. B. [13], Lemma 13 und 14). Aus (16) folgt U,= Q, U/, also gilt 


(18) (O,g) (x, 2) = V A(z, t) - Q,(zx, z) g(x, zt) . 


Berechnet man fiir eing ¢€ [f, #] U,,,,g und U,, U,,g mit Hilfe von (18), so er- 
halt man (unter Beachtung von U,,,,= U,,U,, und (9) 2.) Q,,.,(z, z) g(z, 2) 
= Q,, (x, z) Q, (x, zt,) g(x, z) & X v-fast tiberall. Hieraus folgt 


(19) Qi, 4.(% 2) = Q, (x, z) Q(x, zt) i x v-fast tiberall. 


Wir zeigen nun, daB ein Operatorfeld Q(z, z, t) iber M, x B x G mit folgen- 
den Eigenschaften existiert : 


1. Q(z, z, t) ist eine unitére Transformation in 9* (* 
2. (Q(z, z, t) P*@e,, e,) ist By, . xx g-meBbar fiir i,j = 1,2,..., 
3. es gibt eine «-Nullmenge N,¢€ Bg, so daB fiir alle t ¢ N, 

Q(x, z, t) = Q,(x, z) i x v-fast tiberall gilt. 


(20) 


« sei auch hier das rechts-invariante Haarsche MaB von G. Zum Beweis von (20) 
setzen wir 9;,;(x, z, t) = (Q,(x, z) P* e,, e,). p,;,, hat folgende Eigenschaften : 


I. @,,;(2, z, t) = 0 far alle z mit #(x) < i oder % (x) <j, 
2. x Pin (2, 2, #) > Dy,x(2, 2, t) = z Pr, i(2, 2, t) * Pps ®, 2 8) 
(21) = 7s,(z) 5;,;; dabei ist S,= { x: A(x) = i}, 
3. 9,5 (2, 2, t) ist By, . g-meBbar fir alle ¢ ¢ G, 
4. f ;,5(z, 2, 8) g(x, z) d(fi x v) ist Bo-meBbar fir alle 
E € By, x p mit (fi x ») (Z) < + &. 
Math. Ann. 141 
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Es geniigt 4. zu beweisen. 9,;, ;(z, z,¢t) yu(2, z) = 9;,;(2, 2, t) Ze, (z, 2) mit 
E,= Er 8,,; und 8;,;= {(z, z) : a(x) >} max(i,j)}. Dann ist f,= yg, e, aus 
[#, Hi) fir k = i, j, da (fi x v) (B,) < + coist. Alsoist f @,, ;(z,z,t) xp(x, 2)d(i xy) 
=f (Q(z, 2) Xe, (%, 2) &j» Aw, (*, 2) es) A(X) = (Qeh;, fe) = (Ue Ut» fys fe) 
stetig in t, da U und U! stark stetige Darstellungen sind. 

Dann gibt es (vgl. [8], Lemma 3.1.) eine Sy, . g, g-meBbare Funktion 
Yi, 3(%, 2, t) und eine «-Nullmenge N,¢€ Bg, so daB gilt: y,, (x, z, t) = y;, ;(z,z,t) 
fi X v-fast iiberall fiir ¢ ¢ N,. Wegen (21) 1. kénnen wir nach Abanderung von 
y;,« auf einer fi x v x «- Nullmenge noch annehmen, daB y,, ; (2, z, t) = O ist, falls 
fi(xz)<# oder <j ist. Ebenso kénnen wir wegen (21) 2. annehmen, daB 
x Yi, a (2, 2, t)* yy,n(2, 2, t) = 2 Px, «(Z, 2, t) Pe, s(%, 2, t) = Zs,(z) 6;,; gilt. Wir 


definieren Q(x, z, t) durch (Q(z, z, t) €;, e;) = yj, s(x, z, t) fiir e,, e, € H*. Q(x,z,t) 
erfillt dann (20). 

Q(z, z, t) ist nach (20) 3. durch Q,(z, z) bis auf eine f& x » x «-Nullmenge 
bestimmt, also ist Q(z, z, t) durch ([j, #], U) bis auf eine f x v x «-Nullmenge 
bestimmt. 

Wir setzen nun 


(22) R(x, 8, t) = Q(z, h(s), t), 

dann gilt: 

1. R(x, 8, t) ist eine unitére Transformation in 9* ©), 

2. R(x, &s,t) = R(z, s, t) fiir alle & € Gy, 

3. (R(z, 8, t) P*® @e,, e,) ist By, x gx g-meBbar fir i,j = 1, 2,..., 
4. R(x, 8, tt.) = R(z, 8, t,) R(x, st,, t,) @ xa xa x a-fast tiberall. 


(23) 


Beweis von (23). 1. und 2. folgen sofort aus (22). 3. folgt aus (20) 2. und der 
Stetigkeit von (2, 8, t) > (x, h(s),t). Wir haben noch 4. zu beweisen. Da 
(x,8,t,,t,)-> (x, 8,t,t,)und (2, 8,t,,t,)>(x,st,,t,)stetigsind, ist(R (zx, s,t,t,) P* @e,,e,) 
und (R(z, st,, t,) P® @e,, e,) By, . @x qx g-meBbar. Also ist die Menge £ aller 
(x, 8, t,t), fiir die (23) 4. nicht gilt aus By, . ¢ x gx g- Wir haben zu zeigen, dab 
(@ Xa xX a X a) (Z) = 0 ist. 

a) Es sei E,= {(x, 8, t, t,): t;€ No}, i = 1, 2. Esist (@ xa xaxa) (E,)=0,da 
a(No) = Oist. Es sei E,= {(z, 8, t,, ty) : t)t,€ No} und F = {(t,, t,):tt,¢ Ny}. Da 
a x a(F) = fa(Notz*) da(t,) = f «(No) da(t,) = 0, ist auch (fi xa xa Xx«)(E;) 

b) Wir haben noch zu zeigen, daB fiir jedes Paar t,, ¢, mit t;¢ No, i = 1, 2, 
und #,t,¢ Ny die Menge H, ,, aller (x, 8) mit (z, 8, t,, t,) ¢ Z eine @ x «- Null- 
menge ist. Damit ist nach a) und dem Satz von Fubini (23) 4. bewiesen. Nach 
(20) 3. und (19) gilt Q(z, z, t,t,) = Q(x, z,t,) Q(x, zt,, te) i x v-fast iiberall, also 
ist nach (22) die Menge E,,, t, aller (x, h(s)) mit (z, 8) € E,,,,, eine @ x v- Null- 
menge, d. h. »(B,, ,t»a) = 0 fi-fast tiberall; dabei ist B,.«. a= {z: h(s) =z und 
(x, h(s)) € B,,..)}- Nach [9], Lemma 1.3., ist dann «(Z, ;,,.) = 0 j-fast tiberall ; 
dabeiist E, ,.,.= {8 :(x,8)€ E,,, »,}. Alsoist(@ x «)(B, .)=fa(Z,,,¢,, d(x) =0. 











Imprimitive Darstellungen lokal-kompakter Gruppen 259 


Durch ([f, %], U) ist R(x, 8, t) bis auf eine fi x a x a-Nullmenge bestimmt, 
da Q(z, z, t) bis auf eine fi x v x a-Nullmenge bestimmt ist. 
Es existiert ein Operatorfeld B(x, s) mit folgenden Eigenschaften: 


1. B(z, s) ist eine unitére Transformation in] H*@), 
(24) 2. (B(x, 8) P* @e,, e,) ist Bay, . g-meBbar, 
3. R(z, 8, t) = B(z, 8)-' B(x, st) i xa X a-fast tiberall. 


Beweis. Nach (23) 4. gibt es ein s,¢€ G mit R(x, 8», t,t.) = R(x, &, t;) R(x, sot, ty) 
fi X « X a-fast tiberall. Wir setzen B(x, s) = R(x, 8), 854s). Dann erfillt B(z, s) 
nach (23) offensichtlich (24) 1. und 2. Ferner ist B(x, st) = R(z, 8, s5*st) 
= R(z, 8, 8518) R(x, 8, t) = B(x, s) R(x, 8, t) fir @ X a x a-fast alle (x,s5*s,t), 
also auch fiir fi x « X a-fast alle (z, s, t). 

Wie weit ist B(x, s) durch ([jf, %], U) bestimmt ? Es sei R’ (zx, s, t) eine zweite 
Funktion, die wir wie R(z, s, t) — entsprechende Schritte aus ((j, #], U) 
erhalten. Dann ist R’(z, 8, t) = R(x, 8\t) & x « x a-fast tiberall. Erfillt dann 
B’ (x, 8) (24) beziiglich R’ (2, s, t),dann are 8)- B’ (zx, st) = Bo(z,s) B(z, st) 
fixXaxXa-fast iiberall. Also gibt es\ ein 8,€G mit B’(z, s,)-' B’(z, aot) 
= B-'(z, 8) B(x, sot) i x a-fast iiberall. Also ist B’ (x, t) = B’ (x, 89) B(x, 85)-? 
B(z, t) fi x a-fast iiberall. Setzen wir B’ (x, 89) B(z, 8)-'= W(z), so ist W(x) 
eine unitére Transformation in 9*@), (W(x) P* )e,,e,) @y,-meBbar und 
B’ (x,t) = W(x) B(2, t) i x «-fast iiberall. 

Wir zeigen nun, daf es zu jedem é € G, ein Operatorfeld D,(x) tiber M, gibt 
mit folgenden Eigenschaften : 


1. L,(x) ist eine unitére Transformation in 9* ©), 
(25) 2. (L,(x) P*e,, e;) ist By,-meBbar fiir alle § € Gy, 
3. D,(x) = B(x, &s) B(x, s)-! fi x a-fast iiberall. 


Beweis. Aus (23) 2. und (24) 3. folgt B(x, &s)- B(x, &st) = B(x, s)-* B(z, st) 
ji X a X a-fast iiberall fiir alle & ¢ G,. Also ist B(x, &s) B(x, s)-?= B(z, Est) 
B(x, st)-! fi X « X a-fast iiberall fiir alle § € G,. Wir setzen L,(z, s) = B(x, &) 
B(z, s)-*. Dann gilt also L,(z, s) = D,(x, st) fi x « x «-fast tiberall. Es gibt 
daher ein s,¢ G, so daB L,(x, 8,) = L,(x, 8,t) ji x a-fast tiberall gilt, also ist 
L(x, &:) = DL, (x, 8) fi X a- fast “iberall. Wir setzen nun L,(x) = L,(x, 8), dann 
ist (25) offensichtlich erfillt. 


Es ist ferner 


(26) Ds, ¢,(x) = Dg,(x) Lz,(x) ji-fast tiberall fiir alle &,, &€ Gp, 


denn J, (x) = B(x, &,&,8) B(x, s)-1 (fi xa-fast iiberall) = B(x, &,&,s) 
B(x, &8)-! B(x, &,8) B(x, s)-1= DL, (x) L,,(x) (fi x «-fast iiberall). 

Wie weit ist Z,() durch ([j, %], U) bestimmt ? Es ist B’ (x, s) = W(x) B(x,s) 
fi X a-fast iiberall. Also gilt fir ein D(x), das (25) fir B’(x,s) erfillt, 
W(x) D,(2) W(x)-1= D;(x) ji-fast iiberall nach (25) 3. 


18* 
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Wir definieren nun die Transformation L, in (fi, #) durch 


(27) (Lef) (x) = Lg(x) f(x) fir f € (fi, %) - 


L(& > L,) ist eine stark stetige Darstellung von G, und jedes L ist mit den 
Projektionen des zu (fi, %) gehérigen. SpektralmaBes vertauschbar. 

Beweis. DL, ist wegen (25) 1. unitér und wegen (27) mit den Projektionen des 
SpektralmaBes vertauschbar. Ferner ist [,(x) die identische Transformation 
in 9*) nach (25) 3., also ist L, die identische Transformation in (j, %). 
Dy, 2,= D;,D,, folgt aus (26). Wir haben also noch die starke Stetigkeit von 
L(& — E,) zu beweisen. 

Ist f € (f#, %) und y(z, t) eine stetige Funktion tiber M, x G mit kompaktem 
Trager K, so ist L(g) = { p(x, t) (B(x, t) f(x), g(x)) d(a x «) antilinear und 
beschrankt fiir g € (fi, %). Also gibt es ein 1, ,€ (a, %) mit (1,,,,9) = L(g). Die 
Menge dieser 1,,, spannt (ji, i) auf. go¢ (ji, %) stehe senkrecht auf allen J, ,, 
d.h. 0= f{ p(x, t) (B(x, t) f(z), go(x)) d(& x a) fiir alle p und alle f. Also ist 
(f(z), B(x, t)-*g9(z)) = 0 & x a-fast tiberall. Also gibt es ein t,¢ G, so daB 
(f,(x), B(x, to)-*go(z)) = 0 f-fast tiberall gilt, dabei seien die /,, » = 1, 2, ..., 
so gewahlt, daB sie (fi, %) aufspannen. Also ist B(x, t,)-'g,(x) = 0 ji-fast iiberall. 
Da B(zx,t)) unitér ist, gilt g(z)=0 fi-fast iiberall, d.h. g,= 0. Nun ist 
(Lyly, 49) = (Upsrs Le*g) = f plz, t) (B(x, t) f(x), Ly-rg(x)) d(x a) = f y(z, t) 
(L,(2) B(x, t) f(x), g(x)) d(x a) = f(z, t) (B(x, &t) f(z), g(2)) da xa) 
= A(E) f p(x, &t) (B(z, t) f(z), g(z)) d(x a) und, da y(z, t) gleichmaBig 
stetig ist, ist (Ll, ,,g) stetig in €. Die 1, , spannen (i, %) auf, also-ist L(€ > L,) 
schwach und damit auch stark stetig in (ji, 7). 

Wie weit ist die Darstellung L(€— L,) durch ([f, %], U) bestimmt ? Geht 
man von einem anderen [;(x) aus, so gibt es nach obiger Bemerkung ein uni- 
téres Operatorfeld W(x) mit W(x) D,(x) W-1(x) = D;(x) ji-fast ttberall. Also 
ist W mit (Wf) (xz) = W(x) f(x) eine unitaére Abbildung von (ji, %) auf sich. 
Ist. L’(€ + Lj) durch (L;f) (x) = Z;(x) f(x) definiert, so ist W eine Aquivalenz- 
abbildung von L auf L’, die mit den Projektionen des zu (ji, %) gehérigen Spek- 
tralmaBes vertauschbar ist. 

Nach Lemma’7 gibt es ein Darstellungsfeld L iiber (fi, %) mit L(xz)(& + L,(zx)), 
so daB (L,f) (x) = L,(x) f(x) fi-fast tiberall gilt. Ein Darstellungsfeld L iiber 
(fi, %), das auf diese Weise zu ($, U’, P’) konstruiert wird, heiBt ein zu 
(9, U’, P’) gehériges Darstellungsfeld. Es gilt iibrigens 


(28) L(x) = L(x) ji-fast iiberall fiir alle & € G,. 


da sowohl (L,f) (x)= £,(x) f(z), als auch (Lgf) (x) = L,(x) f(x) fir alle 
f € (ji, fi) gilt. 

Durch ([j, %],U) ist das zugehdrige Darstellungsfeld nach obiger Bemerkung 
iiber L’ (£ + L;) und der Definition der Aquivalenz von Darstellungsfeldern bis 
auf Aquivalenz bestimmt. 

Lemma 12: Sind ($, U, P) und ($', U', P’) zwei dquivalente imprimitive 
Systeme mit der Basis M = M,x B und ist L bzw. L’ ein zu (9, U, P) bew. 
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(9', U’, P’) gehdriges Darstellungsfeld iiber (ji, %) bzw. (ji’, 7’), 80 sind L und L’ 
dquivalent. Insbesondere sind also alle Darstellungsfelder iquivalent, die zu einem 
imprimitiven System gehéren. 

Beweis. L bzw. L’ werde aus den zu (9, U, P) baw. (9', U', P’) aquivalen- 
ten imprimitiven Systemen ([j, %], U) bzw. ([ji’, #’], U’) abgeleitet. Da die zu- 
gehérigen Darstellungsfelder durch (([ji, #], U) baw. ([fi’, %’], U’) bis auf Aqui- 
valenz eindeutig bestimmt sind, geniigt es, die Aquivalenz zweier beliebiger aus 
(4, %], U) und ([f’, %’], U’) abgeleiteter Darstellungsfelder zu beweisen. 

Da (9, U, P) und (9’, U’, P’) aquivalent sind, sind auch ([f, #], VU) und 
({@’, #’], VU’) Squivalent. V sei eine Aquivalenzabbildung von (([j, 4], U) auf 

([@’, #’], U’). @ und fi’ sind aquivalent und # (x) = i’ (x) gilt fi-fast itiberall. Ferner 
gibt es ein sei nana V(x, z), zu dem V gehdort. Es gilt also U’ - J U,V- 
und(Vf)(2,z)= aa V (x,z)f (x,2z)fi x v-fast tiberall ; dabei ist y (x) = ig (2)>0. 

Wir gehen nun die Schritte, die zu den zugehérigen MET PTS 
fiihren, der Reihe nach durch und versehen die GréBen, die aus ({a’, %°], 0") 
abgeleitet werden, mit einem Strich. Es ist Q} = VU,V- UL... Far f € (f’, i’) 
ergibt eine einfache Rechnung (Qf) (x,z) = V (x,z) Q,(x,z) V(x,zt)-! f(x,z) i x v- 
fast tiberall. Also ist Q(z, z) = V(x, z) Q,(x,z) V(z, zt)-! fi x v-fast tiberall 
und daher auch Q’ (x, z, t) = V(x, z) Q(x, z, t) V(x, zt)- i x » X a- fast tiberall. 
Dann ist auch R’ (x, s,t) = V (2 ,h(s)) R(x, 8,t) V(x,h(s)t)-' fi x a x a-fast tiberall. 
Erfillt B(x, s) (24), so kénnen wir ein B’(z, s), das (24) beziiglich R’(z, s, t) 
erfillt, so wahlen, daB B’ (x, s) = B(x, s) V(x, h(s))-* fi x «-fast tiberall gilt. 
Aus (25) folgt dann D,(x) = D;(z) ji-fast tiberall fiir alle  ¢ G,. Dann ist aber W 
mit (Wf) (x) = ay fe) fir x mit (2) = fi’(z) und (Wf) (z) = 0 sonst eine 

y(z 
Aquivalenzabbildung von L(é > L,) auf L’(£ > Li), also sind die Darstellungs- 
felder L und L’ aquivalent. 

Lemma 13: Sind (9, U, P) und (§', U', P’) imprimitive Systeme und ist L 
bzw. L’ ein Darstellungsfeld iiber (ji, i) bzw. (ji', Hi’), das zu (9, U, P) bzw. 
(’, U’, P’) gehért, dann sind (9, U, P) und (', U', P’) dquivalent, falls L 
und L’ dquivalent sind. 

Beweis. 1. Da L(€ > L,(x)) und L’(& + L;(2x)) aquivalent sind, gibt es nach 
Lemma 8 ein Aquivalenzfeld V(x) von (fi, %) auf (fi’, i’ 





ii’), das bis auf eine 
fi-Nullmenge N,¢ By, definiert ist, mit V(x) L,(x) V(x)-'= Z;(z) fir alle 
x ¢ Ny und alle : € G,. Wir gehen nun die Schritte, dié nach L und L’ fihrten, 
der Reihe nach riickwarts durch. Da D,(x) = L,(x) und Lj (x) = L;(x) fi-fast 
iiberall gilt, gilt V(x) D,(x) V(x)-1= L;(z) fi-fast tiberall und damit nach (25) 
auch V(x) B(x, és) B(x, s)-!V (x)= B' (x, &s) B’(x, 8)-' fi x a-fast tiberall. 
Also ist B’ (x, &s)-1 V(x) B(x, &s) = B’ (x, s)-* V (z) B(x, 8) ji X «-fast tiberall. 

Wir zeigen in 2. und 3., daB es ein Operatorfeld W(z, z) gibt, das fir alle 
(x, z) mit x ¢ N, definiert ist und folgende Eigenschaften besitzt: 1. W(z, z) 
ist eine unitdre Transformation in $*@), 2. (W(z, z) P*e,, e,) ist Oy, x s- 
meBbar fir i,j = 1, 2,..., und 3. W(x, h(s)) = B’ (2, s)-1V (x) B(z, 8) fi x a- 
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fast tiberall. Nach (24) gilt dann R’ (zx, 8, t) = W(x, h(s)) R(x, st) W(x, h(s) t)- 
fi x « X a-fast itiberall. Nach (22) und (20) gibt es dann eine «-Nullmenge N, 
mit Q)(z,z) = W(z2, z) Q,(z,z) W(x, zt)-' @ x v-fast tiberall fir ¢ ¢ N,. Wir 
definieren nun die Abbildung W von [j, %] auf [j’, #’] durch (Wf) (z, z) 
—-—|_ w(z, 2) f(z, 2) far x ¢.N, und (Wf) (z,z) = 0 far x € N,; dabei ist 
Ma 

y (x) = a (#) > 0. Nach (18) ist dann U; = WU,W- fart ¢ N,. Da U(t> U,) 
und U’ s. +t; ;) stark stetig sind, gilt U; = WU,W- auch fiir t ¢ N,. W fihrt 
ferner die zu [fi,%] und [j’, %’) gehérigen SpektralmaBe ineinander tber, 
d.h. W ist eine Kquivalensabbildung von ([fi, %], U) auf ([f’, #’), U’). Also 
sind (9, U, P) und (’, U’, P’) aquivalent. 


2. Wir zeigen jetzt: Ist f(z, s) eine Sy, , g-meBbare Funktion mit f(x, &s) 
= f(z, 8) x a-fast iiberall fiir alle € ¢ G,, dann gibt es eine Byy, . c- meBbare 
Funktion g(x, s) mit g(x, s) = {(x, 8) & x «-fast tiberall und g(z, s) = g(x, &s) 
fiir alle & ¢ G, und (z, s) « M,x G. 

a) Zunachst zeigen wir: Ist h(x, s) > Ound By, , ¢- meBbar, so ist h(x, s)=0 
fi X a-fast iiberall gleichwertig mit H(z, s) = Shia, Es) dB(&) = 0 @ x a-fast 
tiberall; dabei ist 8 das rechts-invariante MaB iiber G,. 


Beweis. L(G) sei die Menge aller reellwertigen, stetigen Funktionen tiber G 
mit kompaktem Trager. Ist 1 ¢ L(@), so hangt L(s) = {1(&s) d8(&) nur von der 
Nebenklasse G,s ab. L(s) kann daher auch als Funktion tiber B = G/G, betrachtet 
werden. L ist dann stetig und besitzt einen kompakten Trager. { ({1(&s) dB) dv 
= I (i) ist also ein positives, lineares Funktional iiber L(G). Es gibt also ein 
MaB y iiber G,, mit J (l) = { 1(s) dy(s) fiir alle 1 ¢ L(G). Dann gilt aber fiir alle 
%,,-meBbaren t mit t(s) > 0 {({t(&s) df) dv = {t(s) dy. y ist quasi-invariant, 
denn aus 0 = y(E) = [f xe(&s) dB dy folgt { yp(&s)dB =0 v-fast iiberall, 
also ist y(Zt) = [ff xe(Est-') dB dv = [ (f xe(&s) dB) dv,=0, da », aquivalent 
zu v ist. Nach [9], Lemma 3.3., ist y aquivalent zu «. 

h(x, 8)= 0 fi x a-fast tiberall ist gleichwertig mit fh(zx,s)da« = 0 ji-fast 
iiberall, also auch mit [h(z,s)dy = [{h(x, &s)d8 dv = 0 ji-fast iiberall. Das 
ist gleichwertig mit { h(x, &s) df = 0 v-fast iiberall fiir fi-fast alle x. Nach [9], 
Lemma 1.3., ist dies gleichwertig mit H(z, s) = { h(x, 8) dB = 0 a-fast iiberall 
fir fi-fast alle x. Dies wiederum ist gleichwertig mit H(z, s) = 0 fi x «-fast 
tiberall. 

b) Im folgenden sei f stets eine Gy, ,¢-meBbare Funktion mit f(z, 8) 
= {(x, &s) i x «-fast iiberall fiir alle € ¢ G,. Zu jedem f gibt es eine fi X «- Null- 
menge No € By, . g mit f(x, 8) = f(x, §s) B-fast iiberall fir alle (x, s) ¢ No. 

Beweis. f(z, &s) ist By, .¢,.¢-meBbar, also ist N = {(zx, &, 8): f(x, 8) + 
+ f(x, 8)} €By,x6,x¢- Da Nz= {(x, 8): f(x, 8) + f(x, &s)} eine fi x «-Null- 
menge ist, ist N eine fi x B x «-Nullmenge. Also gibt es eine fi x «-Nullmenge 
No, die unsere cehauptung erfiillt. 

c) Wir betrachten zunachst den Fall f(z, 8) = y,(z, 8). Wir setzen dazu 
Ge(z,8) = f xn(x, &s)dB und hy(z, s) = f(1 — ye(x, &s)) dB. Es sei 
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N,= {(2, 8) : ge(x,8) = 0}, Ny= {(x, 8) :hyp(x, 8) = 0} und N,= {(z, 8):gp(z, 8) > 0 
A und hy(z, 8) > 0}. Da g(x, 8) + hy(x, 8) = B(G,) > O ist, sind die N, paarweise 
r fremd, ihre Vereinigung ist M, x G. Aus (z, 8) € N, folgt (x, &s) ¢ N, fiir alle 
) & € G). Also gilt 7, (z, &8) = xy,(z, 8) fiir alle & € Gy. Es sei h(x, 8) = | gw, (2,8) 
t — X%e(x, 8)|. Dann ist H(x, s) = f h(x, &s)dB = 0 fi x x-fast iiberall, denn fir 
(x, 8) € N, ist H(x, 8) = gy(x, 8) = Ound fiir (z, 8) € N, ist H(z, s) = hp(x,s)=0 
) und nach b) ist N, eine fi x «-Nullmenge. Aus a) folgt damit yy,(z, 8) 
= Y%xe(x, 8) i X a-fast tiberall. 
d) Ist f reellwertig, so erfillt yy, mit N,= {(z, 8): f(z, 8) = A} fir jedes 
" reelle 4 die Voraussetzungen von c). Da jedes Gy, , g-meBbare f Limes von 
Linearkombinationen der zy, ist, ist die Behauptung am Anfang von 2. auch 
fiir f richtig. Sie ist dann natiirlich auch fiir komplexwertige Funktionen richtig. 


3. Es sei nun 9, ;(x, 8) = (B’(z, s)-1 V(x) B(x, 8) P*@)e,, e,), falls x ¢ Ny 


) und 9;,,(z, 8) = 0 sonst. Dann gilt gy, ,(z, 8) = y,,;(2z, 8) i x a-fast iiberall 
und 2 Pinel, 8) Q;,x(2%, 8) = 2 Frys, 8) Px, (2, 8) = Xs,(2) yw, (2) 6;,;, da 
0 B' (x, s)-* V(x) B(x, 8) unitar ist. Nach 2. gibt es also eine By, , g-meBbare 
st Funktion y,,, mit y, ,(z,8) = y,,,(z,&s) far alle (z,s,&) und y,,,(z, 8) 
= y,,;(%, 8) & X a-fast iberall. Nach Abanderung von y, , auf einer f# x «-Null- 
G menge kénnen wir erreichen, daB die y,,; noch folgende Bedingungen erfiillen: 
er » Vi,x(2, 8) Ys,n(@, 8) = DY yp, «(2, 8) Wx, 5(%, 8) = Xs,(2) zw, (2) 6;,; und 
k & 
“ y,,; (2,8) = 0 fir j > %(x) oder t > f(x). Diese Abinderung ist méglich, da die 
v 


. @;,, diese Eigenschaften besitzen. Wir definieren nun W (z, z) fiir x ¢ N, durch 
mn (W (x, h(s)) e,, €;) = yy,«(2, 8). W(x, z) erfiillt dann die in 1. geforderten Be- 





le dingungen. Damit ist Lemma 13 bewiesen. 
t, Ist L ein Darstellungsfeld iiber (fi, %) und ([fi, #], U“) das von L erzeugte 
M, imprimitive System, so gilt: 
” Lemma 14: Das Darstellungsfeld L iiber (ji, %) gehdrt zu ({jfi, %), VU). 
Beweis. Nach (24) ist (U,g) (x, z) = V A(z, t) Lee,» (2) g(x, zt). Dabei ist 
st &(z, t) eine Borel-meBbare Abbildung von B x G in G,. Ferner ist (U/) (x, z) 
- = A(z, t) g(x, zt). Also ist (Q,g) (x, z) = Ley, (x) g(x, z). Wir kénnen daher 
}, Q, (x, z) = Q(x, z, t) = Lyq,y(x) wahlen, da &(z,t) Borel-meBbar ist und 
all (L,(x) e;, e;)nach Definition Bg, ,. 4,-meBbarist. Dannist R (x, 8, t)= Dey (5), 9 (2). 
- Setzen wir B(x, 8) = L,,(x) Leni), (2) mit mo= (hz*(A(e)))-?, dann ist 
B(a, 8)-* B(a, st) = Lenco), s)-1(%) Leaao,eo (2) = Len, 0 (4) = B(x, 8,#), denn 
8) es gilt E(h(e), 8)-?- E(h(e), st) = hy*(h(e) 8) - s-*- (hz? (h(e)))- “hy *(h(e)): st - 
ll - (hy *(h(e) st))-? = hy *(h(s)) - t - (hz 2(h(s) t))-* = E(A(s), t). Ferner ist B(x, & 8) 
B(x, 8)-! = Lz (x), da mo- hy*(h(e)) - 98 + (hz *(A(e) &os))-?- Az*(h(e) 8) - s-?- 
= (hz*(h(e))-?+ ng? = & ist. Wir kénnen daher L,(x) = L,(x) setzen. Nun ist 
ill- aber L(& - L,(z)) bereits ein Darstellungsfeld, also gehért L zu ([ji, %)], U"). 
ge Damit haben wir in diesem Paragraphen folgenden wichtigen Satz bewiesen : 
Satz 3: Ist (9, U, P) ein imprimitives System mit der Basis M = M,x B 
zu und gehért das Darstellungsfeld L iiber (ji, %) zu (H, U, P), so ist ([fi, A), VU") 


dquivalent zu (9, U, P). Jedes imprimitive System (S, U, P) ist also dquivalent 
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zu einem imprimitiven System der Form ([ji, i], U"). Zwei imprimitive Systeme 
der Form ([ji, %), U") und ([j’, %’], U"’) sind dann und nur dann dquivalent, 
wenn die Darstellungsfelder L iiber (ji, %) und L’ iiber (ji’, %') dquivalent sind. 

Satz 5 zeigt, da8 wir uns auf imprimitive Systeme der Form ([fi, *], U”) 
beschrinken kénnen. Das imprimitive System ([fi, #], U“) bezeichnen wir, 
wenn es uns bequem erscheint, im folgenden auch mit {f, L}, denn # ist durch 
L bereits bestimmt, da f(x) die Dimension des Darstellungsraumes von 
L(x) (€& > L,(z)) ist. 


§ 7. Direkte Summe imprimitiver Systeme 


{fi;, L*}, i= 1,2,..., seien endlich oder abzahlbar viele imprimitive 
Systeme mit der Basis M = M,x B. Wir geben in diesem Paragraphen ein 
Verfahren zur Berechnung der direkten Summe der {ji;, L*} an, d. h. wir bringen 
die direkte Summe wieder auf die Form {ji, D}. 

i sei ein o-endliches MaB iiber G,,,, fiir das 4(Z) = 0 dann und nur dann 
gilt, wenn fi,(Z) = 0 fir alle i = 1, 2,..., gilt. DaB es solche MaBe gibt, ist 
leicht einzusehen. Ferner gibt es zu jedem i eine Menge M,¢ Gy,, so daB ji; 
mit fi;(Z) = f(£ -\ M,) aquivalent zu fi, ist (vgl. [4], S. %. LA(E + Li(2)) ist 
ei Darstellungsfeld iiber (f,, %,). Wir setzen nun fi; = yy,* %;, dann ist 
iii; (x) = %,(x) fi,- fast iiberall, da fi; (M,— M,) = Oist. Definieren wir L‘(é + Li (x)) 

‘durch Li (x) = Li (x) far x ¢ M, pes Li (x) = 0 mit dem ,,Darstellungsraum“ {0} 
fir x ¢ M,, so ist [‘ ein Darstellungsfeld iiber (j7;, %;), das zu L‘ aquivalent ist. 
Also ist auch {fi,, L*} aquivalent zu {ji;, [*}. 

Die normierten direkten Integrale (7, #';) und [f, #;] seien mit Hilfe des 
separablen Hilbert-Raumes 9; und der Basis e,;,, j= 1,2,..., gebildet. 
$,sei die direkte Summe der §*;(*). Ferner sei @,, ;(x) = ¢;,;, falls 7 < 7; (2), 
und ¢;,;(z) = 0 sonst und 9, ;(2, z) = ¢;,;(x). Es sei M = {f: f(x) €H, und 
(f(z), Gs,5(2)) Byy,-meBbar fiir i,j = 1, 2, ...} und M= {f: f(z, z) €H, und 
(f(x, 2), Pi,3(%, 2)) Baty x B- meBbar fiir ¢,j = 1, 2, ...}. Wir bilden die direkten 
Integrale = ([ $,dji, M) und S = ([H,dfi xv, M). LE + L,(2)) sei das 
Darstellungsfeld mit D,(x) = direkte Summe der Lj (x). U(s > U,) sei die Dar- 
stellung von G mit (0, f) (x, 8) = VAlz, 8 8) Dee,2)(x) f(x, 28) und den Darstel- 
lungsraum ©. (6, U, P) ist ein imprimitives System, das offensichtlich aqui- 
valent zur direkten Summe der {ji;, L}} ist; dabei ist P das zu © gehérige 
SpektralmaB. Das direkte Integral © ist aquivalent zum normierten direkten 
Integral @, i’) mit #’ (x) = dim$,= ai ‘(x). Die Aquivalenzabbildung V7 


~ ws 


von & auf (#, %’) kénnen wir in der adie (Vf) (x) = V(x) f(x) annehmen; 
dabei ist V(x) eine unitére Abbildung von 9, auf *’@). L(& > L,(x)) mit 
L,(x) = V(x) L.(x) V(x)-! ist dann ein Darstellungsfeld iiber (ji, %’). Wir 
bilden nun ([j, %’], U“), dann ergibt eine einfache Rechnung, daB V mit 
(Vf) (x, z) = V(x) f(x, z) eine unitére Abbildung von © auf [f, #’] und eine 
Aquivalenzabbildung von U auf U¥ ist. Also ist die direkte Summe der [ji,, L*) 
dquivalent zu (ji, L). 


— OTT OOS Oe 
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Ein imprimitives System (9, U, P) heiBt irreduzibel, wenn es keinen echten 
von {0} verschiedenen Teilraum von § gibt, der fiir alle U, und P, invariant ist. 

Satz 4: Ein imprimitives System mit der Basis M = M, x B ist dann und 
nur dann irreduzibel, wenn es dquivalent zu einem imprimitiven System der Form 
{6,,, L} ist, bei dem 4,, das Dirac-MaB mit dem Triiger x< My und L(x») 
(& > Lz (2x 9)) eine irreduzible Darstellung von G, ist.™ 

Beweis. Nur dann: Ein imprimitives System {ji, L} ist offensichtlich nur 
dann irreduzibel, wenn es keine zwei zueinander fremde Mengen aus Gy, gibt, 
die beide positives fi-MaB besitzen. Also ist 4 aquivalent zum Dirac-MaB 6,, 
fir einen. Punkt 2)¢ My. Ware die Darstellung L(x) (> L,(x,)) direkte 
Summe der Darstellungen L‘(2,) (€ > Li(z,)), i = 1, 2,..., 80 ware nach obigen 
Uberlegungen {6,,, L} aquivalent zur direkten Summe {6,,, L’} und {6,,, L*}. 

Dann: {6,,,L} sei gegeben und die z, zugeordnete Darstellung L(z,) 
(€ > L,(x9)) sei irreduzibel. Nehmen wir nun an, {6,,, L} sei nicht irreduzibel, 
so ist {6,,, L} direkte Summe zweier imprimitiver Systeme {fi;, L‘}, i = 1, 2. 
Bilden wir nach obigen Verfahren die direkte Summe dieser beiden imprimitiven 
Systeme, und bezeichnen das Ergebnis mit {7i, L}, so ist {f, D} aquivalent zu 
{6,,, LD}. Also ist @ aquivalent zu 6,.. Dann muB auch fi, und A, aquivalent zu 
6,, sein. Ferner mu8 L£(z,) aquivalent zu L(2z,) sein und auch zur direkten 
Summe von L*(z,) und L* (29). Das ist ein Widerspruch, da L(x.) irreduzibel ist. 


§ 8. Normalformen imprimitiver Systeme bei kompakten G, 


Ist G, eine kompakte Untergruppe von G, so kann man fiir die Aquivalenz- 
klassen der imprimitiven Systeme noch weiter ins einzelne gehende Repriisen- 
tanten angeben, indem man unter der Menge der aquivalenten Darstellungs- 
felder bestimmte auswahlt. 

In diesem Paragraphen sei G, stets kompakt. L‘(£ + Li), i = 1, 2, ..., sei 
ein vollstandiges System paarweise inéquivalenter, irreduzibler, unitérer Dar- 
stellungen von G,. Der Darstellungsraum von L‘ sei der endlich-dimensionale 
Hilbert-Raum 9,. e\, ..., e{; sei eine orthonormierte Basis von 9,. 9,, 9 sei der 


Hilbert-Raum {(/;, fo, ...): f,€ _ und 5H |f,(x)|? < + co}. 9;,9 ist also direkte 
y=] 


Summe von abzahlbar vielen Exemplaren der §,. Ferner sei ¢,= (e}, 0, 0, ...), 
e,= (ef, 0, 0, ...), ... €.,= (€4,, 0, 0, ...), C43 = (0, ef, 0, 0,...), ... . Cyr eg -- int 
dann eine orthonormierte Basis von 9,5. Mit dieser Basis bilden wir die folgen- 
den direkten Integrale. 

Es sei fi ein o-endliches MaB tiber B,,, und k eine By,,-meBbare Funktion 
iiber M, mit 1. k(x) > 0, k(x) = ganz oder -, 2. {x: k(x) = 0} ist eine #-Null- 
menge. Li(§—-> Lj (x)) sei das Darstellungsfeld tiber (ji, x,-k) mit L(x) 
(fas «++» fecay 0, 0, ...) = (L*f,, ..., A fecy, 0, ..-), falls k(x)< 00, und Li (zx) 
(fy fa» ---) = (L*fy, L*fy, ...), falls k(x) = co. Mit {j,k}, bezeichnen wir das 
imprimitive System ([fi, x,k], Li) = {f, Lj} mit der Basis M = M,x B. 


n) Vergleiche [7]. 
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Ist umgekehrt ein Darstellungsfeld L(é-— L,(x)) von G, iiber (fi, %) ge- 
geben, so bezeichnen wir mit k/(x) ‘die Vielfachheit mit der L‘(é + Li) in 
L (2) (€ + L,(xz)) vorkommt. 

Lemma 15: {ji, L} ist dquivalent zur direkten Summe der imprimitiven Systeme 
{ii ki}, mit fi; 0, dabei ist fi,(B) = f(E AM, und M,= {x: ki (x) + 0}. 

Beweis. Wenn wir voraussetzen, da8 (M,, By,,) ein Standard-Borel-Raum 
ist, dann folgt Lemma 15 sofort aus den Uberlegungen von § 7 und von [11], 
Theorem 8.2. und 10.1. Da wir die maBtheoretischen Satze, die [11] zugrunde 
liegen, nicht benutzen wollen, geben wir einen direkten Beweis, der auch fiir 
allgemeine Borel-Raume gilt. Obwohl die Beweisidee naheliegend ist, ist der 
Beweis etwas umstandlich. Wir geben daher nur eine Beweisskizze. Zu den im 
Beweis verwendeten Eigenschaften des Gruppenringes L*(G@,) der tiber G, be- 
ziiglich des invarianten MaBes f quadratisch integrierbaren Funktionen vgl. 
[6], §39 und § 40. 

a) Wir ordnen jedem / ¢ L(G.) das Operatorfeld 7,(z) zu, das durch 
(T,(2) Pau, v) = f f(E) (L_(2) Pu, v) dB (g), u,v € Hp, definiert wird, da- 
bei ist 7',(x) ein Operator in $* @). T'(x) ({ + T',(z)) ist eine *-Darstellung von 
IA (G,) und (7,(z) P*@u, v) ist By,-meBbar, da (L,(x) P* u,v) By, x g,- 
meBbar ist. L*(G,) ist direkte Summe von endlich oder abzahlbar vielen zwei- 
seitigen Idealen N,, i = 1, 2, ..., die alle endlich-dimensional sind. e; seien die 
selbst-adjungierten Einheiten von N,. Die ¢, gehéren zum Zentrum von L*(G,) , 
sie annullieren sich gegenseitig, und es gilt f = fe, + fe,+ --- fir alle fe L*(G,). 
Also ist 7',,(x) eine Projektion, die mit allen 7',(x) vertauschbar ist. Die Teil- 
raume $7= T',,(x) H* ) sind also paarweise orthogonal und spannen $* ) auf. 
Die Beschrankung von L(x) (& > L,(x)) auf $7 ist eine Darstellung, die (nach 
geeigneter Umnummerierung) Aquivalent zur k}(z)-fachen Summe von 
L‘(& + I) ist. Da (7,,(z) P* @u, v) By,-meBbar ist, kénnen wir die direkten 
Integrale f $7d ji und { H7dji x v bilden mit der MeBbarkeitsbasis 7’, (xz) P* e,, 
j = 1, 2, ... (vgl. [13]), die wir als Teilraume von (fi, %) bzw. [fi, %] betrachten 
kénnen. Die Beschrankung des imprimitiven Systems auf { $7d ji, x v ist aqui- 
valent zu einem imprimitiven System der Form {ji;, [‘(x)}, wobei L*(2) 
(€ > L{(x)) aquivalent zur k?-fachen direkten Summe von L‘(é-—> Li) ist, 
dabei hat ji, die in Lemma 15 behauptete Form. 

b) Wir haben noch zu zeigen, daB {ji,, L‘(zx)} aquivalent zu {ji;, kY}, ist. 
Dazu bilden wir die 7’, (x) fir {ji,, Li(x)}. Es ist 7',(x) = 0, falls f orthogonal zu 
N, ist. In N, gibt es endlich viele selbst-adjungierte idempotente Elemente 

xe 
€\, +++» x die paarweise orthogonal sind, mit 3’ ej = ¢;. Die Ij = L*(G,) é} 
j= 
sind paarweise orthogonale minimale Linksideale der Dimension x;, die NV, auf- 
spannen. Also sind die T(z) paarweise orthogonale Projektionen in $* ) mit 
bad | 
+) T(x) = I(x) = identische Projektion in $* @) . 
j=1 

Wir setzen nun S, = {x: T(x) P* e,+ 0} und $7 = {7,,(x) P* @e, :f ¢ Ii}. 

Dann ist S,= {x: H{+ 0}. P(x) sei die Projektion von $*@ auf $7. Da I) 
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,. endlich-dimensional ist, wird $7 von endlich vielen 7',, (x) P*)e, aufgespannt. 
n Also ist (P,(z) P* u,v) By,-meBbar fir alle u,v € Hy (vgl. [12], 8. 5 (5)). 
$j ist invariant fir alle 7',(x) mit f ¢ L*(G@,), also auch fiir L‘(x) ( > L}(z)). 
Beschrinken wir das imprimitive System, wie in a), auf { H7d(ji,,, x v), so ist 
1 diese Beschrinkung 4quivalent zu {ji;,,, i. }, wobei fi;,,= 75,4, ist und 

L‘.\(x) (€ + Ly! (z)) aquivalent zu E*(& + L') ist. Ferner ist 7',(x) = 0, gebildet 


‘ fiir {fi,,, £4}, far alle f orthogonal zu Jj. . 
“ Wir setzen nun ej (z) = (P*)— P,(z)) e, und s,= {x: T a(x) P*  e3(x) +0} 
. und 93 = {7',(xz) P* ei (x): f € 13}. H{ und HF sind orthogonal. Also ist 
f Df4(fi,,, x v) orthogonal zu { H3d(ji,,, x v). Wir bilden wie oben {ji, », L*-*}. 
4 So fahren wir fort, bis nach héchstens x, Schritten e, ,,verbraucht* ist, und 
beginnen dann dasselbe Spiel mit e}(x) = (P"*) (P(x) + --+ + P,,(x)) es) 
1 usw. Insgesamt erhalten wir dann: {ji,, L*} ist direkte Summe von endlich oder 
abzahlbar vielen {ji,,,, L*."} mit L*.*(x) (€ + Li*(x)) aquivalent 2u L*(é + Li), 

und 7',(x) gebildet fir {f,,,, L*.”} ist 0 fir f orthogonal zu einem bestimmten 
h der Ideale J}. 
“4 c) Wenn wir noch zeigen, daB {/i,_,, Ls ”} dquivalent zu {iis 1}; ist, und die 
n direkte Summe nach §7 bilden, so ist’ bewiesen, daB {ji,, Ly aquivalent zu 
‘ {ji;, k¥}, ist. Wir zeigen, daB {f,,,, L.”} aquivalent zu {ji,,,, v}, ist. Die Ab- 
4 bildung B(x) f + T,(x) e,(7',(x) gebildet far {fi,,,, LZ*.”}) liefert eine ein-eindeu: 
" tige Abbildung eines minimalen Linksideals J} auf den x,-dimensionalen Dar- 
p stellungsraum 9% der L‘.”(x). Diese Abbildung ist eine Aquivalenzabbildung 
1 von L*.”(x) auf eine feste Darstellung Lé “+ Li), die zu L‘(é + Li) aquivalent 
. ist. Damit ist gezeigt, daB {j,,, L.”} aquivalent zu {ji,,,, 1}, ist. Damit ist 
h Lemma 15 bewiesen. 

Satz 5: Ist (h, U, P) ein imprimitives System und G, eine kompakte Gruppe, 

x soist(Q, U, P)aquivalentzueiner direkten Summe der Form {ji,, ky}, ® {jie, ke}2® °°"; 


dabei kénnen einzelne Summanden fehlen. Zwei solche Summen sind dann und 

x nur dann dquivalent, wenn in beiden Summen die gleichen Summanden fehlen 

und die anderen paarweise dquivalent sind. Zwei imprimitive Systeme {ji,, k;}, 

und {ji;, k;}, sind dann und nur dann dquivalent, wenn ji, dquivalent zu ji’; ist und 
” k(x) = K,(2) ji,-fast iiberall gilt 

Beweis. Wir haben noch zu zeigen, daB fiir zwei aquivalente direkte Summen 

{iiy, ky}, ® {fig kg}o® +> und {fi}, kj}, @ {jig, ky}.@ +++ die obige Behauptung 


. richtig ist. Wir bilden die beiden direkten Summen nach §7 und erhalten 
a {ji, L} baw. {ji’, L’}. Dabei ist @ aquivalent zu ji’ und L(x) aquivalent zu L’(z) 
? fi-fast tiberall. Waren nun ji; und fi; nicht aquivalent oder wiirde ein Summand 
; mit Index i fehlen, ohne daB der andere fehlt, so gibt es stets eine Menge 


E¢eBy, mit f,(Z)+0 und fij(Z)=0 oder umgekehrt. Dann wire auch 
- fi(£) + 0, und auf E waren L(x) und L’ (x) nicht aquivalent. Das ist ein Wider- 
t spruch. Waren k,(z) und k;(z) nicht f,-fast tiberall gleich, so gabe es eine 
Menge E ¢ By, mit fi,(Z)+ 0 und k,(x) > k;(x) (oder umgekehrt) fir alle 
« ¢ E. Dann ware wieder ji(Z) + 0 und L(x) enthalt fiir alle x ¢« H L*(& + L,) 
éfter als L’'(x), d. h. L(x) und L’(x) sind nicht aquivalent. Das ist ein Wider- 
spruch. 
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Ill. Anwendungen 
§ 9. Semi-direkte Produkte 


Es seien G und 7 zwei separable, lokal-kompakte Gruppen. Ferner sei 
g ~ h, ein Homomorphismus von G in die Gruppe der stetigen Automorphismen 
von 7’. (t, g) > A, (t) sei eine stetige Abbildung von 7 x G auf 7. Fihren wir 
im topologischen Produkt © = T x G eine Multiplikation durch (f, g) (#’, g’) 
= (th, (t’), gg’) ein, so erhalten wir eine lokal-kompakte Gruppe. © heiBt semi- 
direktes Produkt von 7 und @. 

Im folgenden sei 7’ stets abelsch und 7 sei die duale Gruppe von 7’. Ist 
t € Tf, so ist tg mit (rg) (t) = t(h, (t)) ebenfalls aus 7. Man beweist leicht, daB 
T, 9 > tg eine stetige Abbildung von 7 x G auf T ist, die (1) erfillt, wenn man 
M durch T und By durch den o-Kérper G7 der Borelmengen von 7 ersetzt. 

U((t, g) > Ug, .)) sei eine stark stetige, unitare Darstellung von G mit dem 
Hilbert-Raum § als Darstellungsraum. W (g + W,) bzw. V(t > V,) sei die Dar- 
stellung von G bzw. T mit W,= U;,,,) bzw. V.= Uy,,). Dann ist 


(29) Di, = VW, - 
Da T abelsch ist, gibt es genau ein SpektralmaB (9, P) tiber Gp mit 
(30) (V,u, v) = f r(t)d(Pu, v) firalleu,v eH. 


Man rechnet leicht nach, daB (§, W, P) ein imprimitives System von G mit der 
Basis 7 ist. Der Beweis von (2) 4. verlauft z. B. folgendermaBen: t > Vi, (e) ist 
eine Darstellung von @. Also gibt es ein eindeutig bestimmtes SpektralmaB P’ 
mit (Vy, (9%, v) = f t(t) d(P’u, v). Wegen W,V,W,-: = Va gilt (Vi, (u,v) 
=f r(t)d(W,PW,-.u,v). Also ist ly W,P,W,-:. Andererseits gilt 
(Vi, %, v) = f t(h, (t)) d( Pu, v) = f (rg) (t) d(Pu, v) = f t(t)d(P” u, v), falls 
P3= Px,-: gesetzt wird. Also ist PE =s Pe und daher W, P,W,-1= Py. 

Ist umgekehrt (9, W, P) ein imprimitives System von G mit der Basis 7, 
80 liefert (30) eine Darstellung V (t + V,) von 7 und (29) dann eine Darstellung 
von @. Man erhialt so eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den Dar- 
stellungen von © und den imprimitiven Systemen von G mit der Basis 7’. 

Man verifiziert leicht, daB aquivalenten Systemen aquivalente Darstellungen 
entsprechen, und daB einer direkten Summe von imprimitiven Systemen eine 
direkte Summe von Darstellungen entspricht. Insbesondere entsprechen ir- 
reduzible imprimitive Systeme irreduziblen Darstellungen. Eine Ubersicht iiber 
die Darstellungen von © erhalt man also, wenn man eine Ubersicht iiber die 
imprimitiven Systeme von G mit der Basis 7 angeben kann. 


§ 10. Die Darstellungen der Uberlagerungsgruppe der inhomogenen Bewegungs- 
gruppe des R, 
R, sei der 3-dimensionale euklidische Raum, d.h. die Menge aller reellen 


z 
Vektoren ¢ = (=) mit der iiblichen euklidischen Metrik. 7 sei die Menge der 
25 
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Translationen des R,. Wir kénnen 7' = R, setzen, wenn wir a ¢ R, die Trans- 
lation r>x+a zuordnen. G@’ sei die Menge der orthogonalen 3-reihigen 
Matrizen mit Determinante 1. Zu A ¢ G’ gehért also die eigentliche Drehung 
x Ar. G sei die Gruppe der 2- reihigen unitaéren Matrizen mit Determinante 1. 


G ist die Menge aller Matrizen der Form (_ F at mit |a|?+ |f|*= 1. Gist die uni- 


verselle Uberlagerungsgruppe von @’. Als Uberlagerungshomomorphismus 
A +A wahlen wir 


(a? 24 a2 #%), (— a? pP+a*+ A), — % 
(_§ 8)> (itp Pew Hae Les BY ice 8) 


1(aB — ap), aa— BB 


Jedem A ¢ G ordnen wir den Automorphismus a Aa von 7' zu. G sei dann 
das semi-direkte Produkt von 7’ und G mit (a, A) (6, B) = (a + Ab, AB). 


T sei die duale Gruppe von 7’. Esist T = R, und zu x ¢ 7 gehért der Charakter 
a — e(%5*), wobei (a;r) das Skalarprodukt in R, bezeichnet. Ist A ¢ G und 
r¢€7, so gehért zu rA der Charakter a— ei(4a:*) = e(o;4~"), also gilt 
4A = A-'y. Die Bahnen von r, A > 7A sind also die Spharen S, = (r: It] = r} 
(r = 0). Wir zerlegen die Basis T in Z,= {0} und Z, = {x : |r| > 0}. Nach Lemma 4 
erhalten wir eine Zerlegung der imprimitiven Systeme in eine direkte Summe 
und damit eine entsprechende Zerlegung der Darstellungen von 6. 

Die Darstellungen, die zu Z, gehéren, erhalt man ohne weiteres, wenn man 
beachtet, daB V,= I fiir jedes ¢ ¢ T gilt, da ei = 1 ist. Diese Darstellungen 
sind also Darstellungen von G. Da G eine kompakte Gruppe ist, ist jede Dar- 
stellung direkte Summe irreduzibler Darstellungen von G. Die irreduziblen 
Darstellungen von G bezeichnen wir mit Do, D,, D,, ..., dabei sei D, die Dar- 
stellung vom Gewicht k. 

Bleibt noch der Fall der Darstellungen, die zu Z, gehéren. Wir kénnen in 
diesem Falle Z, als Basis wihlen. Da man Z, als Produkt R+ x S, mit Rt 
= {r:r=reell und r > 0} betrachten kann, indem man r = (||, x/|r|) setzt, 
k6énnen wir auf diese imprimitiven Systeme die Ergebnisse von II. anwenden. 
Ein quasi-invariantes MaB auf S, ist das invariante OberflichenmaB o. Dann ist 


0 
A(x, A) =1 (vgl. (9)). Es sei é.=(0) una Gy= {A: eA =e}. Es ist G, 


= {4,(g): p= reelle Zahl }, wobei 4,(9) = ("9 an ist. Wegen A,(p + 9’) 
= A,(g) + A,(g’) ist diese Gruppe isomorph zur additiven Gruppe der reellen 
Zahlen modulo 42x. Da ¥(G,A) = A-1e, eine Homéomorphie von G/G, auf S, 
ist, kinnen wir G/G, mit S, identifizieren. Die kanonische Abbildung A von G 
auf G/G,= S, ist dann h(A) = A-%e,. Die irreduziblen Darstellungen von G, 
sind die eindimensionalen Darstellungen L* mit A,(g) = e**, k= 0, +1/2, 
+1, .... Also ist jedes imprimitive System mit der Basis Z, direkte Summe von 
imprimitiven Systemen der Form {fi,, 0,},, & = 0, +1/2, +1, ..., und die ein- 
zelnen Summanden sind, soweit sie nicht fehlen, bis auf Aquivalenz bestimmt. 
Damit haben wir eine vollstandige Ubersicht tiber die Aquivalenzklassen der 
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Darstellungen von © erhalten. Die zu den imprimitiven Systemen {ji, 0}, ge- 
hérigen Darstellungen von © bezeichnen wir ebenfalls mit {fi, #},. 

Um nach (15) die Darstellungen der Form {ji, v}, explizit angeben zu kénnen, 
bendétigen wir noch eine Borelmenge C von G, die mit jeder Rechtsnebenklasse 
von G/G, genau ein Element gemeinsam hat. C kénnen wir z. B. folgendermaBen 


walem: Es sei A,(O) = ($°5/>" — Sn 6's) . Jedeme € S, ordnen wir ein O(e) <@ 


sin? cos p 
folgendermaBen zu: C(e) = A,(y) Ay(—#) A,(—¢) fiir c= (tin sn) mit 


cos 
0< <a und C(e) = A,(z)-', fiir e = —ey. C(e) hangt fir e +—e, von 
nur modulo 22 ab. Wir kénnen dann fiir C die Menge {C(e) : ¢ € S,} wahlen. 
Im folgenden halten wir dieses C fest. Es ist e,C(e¢) = C (e)-*e,=e, also ist 
h,(C(e)) = A(C(e)) = e. Nach (15) erhalt man dann 


(31) &(e, A) = C(e) A(C(A“e))- . 


Da &(e, A) € Gy ist, gilt E(e, A) = A,((e, A)). Dadurch ist p(e, A) modulo 42 
bestimmt. Die Darstellung {f, v}, von © hat den Darstellungsraum ([j, # ] und 
es gilt 

{ (Val) ) = p(x), 


(32) \(Wf) (r) = ett o(r, A) ¢(4-1p) , 


mit g(x, A) = vA | - ; A). Aus Satz 4 folgt noch, daB neben den irreduziblen 


Darstellungen von @ noch die Darstellungen {6,, 1}, irreduzible Darstellungen 
von © ergeben. 


Ganz entsprechend kann man die Fille n > 3 behandeln. 


§ 11. Berechnung des Kroneckerproduktes irreduzibler Darstellungen von © 


Wir benutzen nun die Ergebnisse von § 6, um die Normalformen der 
Kroneckerprodukte von irreduziblen Darstellungen von © zu _ berechnen. 
Bekanntlich gilt D,@ Dy = Dy ® Dy 4,0 *** ®@ Duy. Ferner gilt 


(33) {4,,, }.@ Dy: {6,,, Yu-n'® {5,5 U}e-nr41® °° ® {4,,, eye und 


hom 4 
(34) {6,,, 1},,@ {6,., De, Py {Ly Trent tered 1} ber 

k= —oo 
dabei ist Ly,,-,),,,4,) das Lebesguesche MaB iiber dem offenen Intervall 
(\ry— 72], 1%) + T2) und e= 0 oder 1/2, je nachdem k,+ k,= 0 oder = 1/2 
modulo | ist. 


Beweis von (33). Als Darstellungsraum von D, (A + U,) wihlen wir 
Kk A 


I( 
Cw +1 I: 
x 


)ea komplexe oe 6 U, kénnen wir dann als Matrix 


aa’ei 
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betrachten. Insbesondere kénnen wir annehmen, daB U, ,,)= die Diagonal- 
e-tk'y 0 


matrx( ) ist. Als Darstellungsraum fiir {4,.,1},@ D, kénnen wir den 


0 ei*’¥ 


; 


a, (x) 
Raum aller Vektorfunktionen . 


"2h +1 
iiber S, mit | Dd |a,(r)|*do< 
See’ +1 (FX) oat 
wahlen. Das ist der Raum [6,,, 2k’ + 1). 


Es gilt dann fiir die Darstellung (34) 
(Vaf) (x) = f(x) und (Wy f) (rt) = e**% U4 f(r A). 


Das imprimitive System ([d,,,2k’ + 1], W) behandeln wir nun nach § 6. Fiir Q, 
(vgl. (17)) erhalten wir dann (Q,/) (r) = e**4)U,f(rA). Also kénnen wir 
(vgl. (17)) Qa(t)=e*"4)U, setzen. Dann gilt (vgl. (19)) Q4 4.(r) 
= Q4,(t) Q4,(tA;) fiir alle x € S,, und A,, A,¢ @. Da (Q,(r) ¢,, e;) = e*" 
(O46, ¢;) Bex s,-meBbar ist (vgl. Bem. nach Satz 2), kénnen wir Q(r, A) 
= Q,(r) setzen. (20) 3. und (19) gilt dann tiberall und nicht nur fast iiberall. 
Da (20) 3. tiberall gilt und nicht nur fast itiberall, gelten auch die iibrigen 
Formeln von § 6 nicht nur fast tiberall, sondern iiberall. Also ist L, (,) (r9) 

= D4 (ro@o) = eft? 4) U, .,) ein zum imprimitiven System ([6,,,2k' +1), W) 
gehdriges Darstellungsfeld (es kommt nur auf r = r, an). Aus (31) folgt ohne 

e iy 


weiteres p(¢y, A,(y)) = y, also ist Ly yy (ro)=efF¥| , ah. Lr) 
ery 


= [k-* @ ---@ IX +*., Damit ist (33) bewiesen. 

Beweis von (34). Als Darstellungsraum der Darstellung {4,,,1},,@ {4,,,1}., 
wahlen wir die Menge 1% (S, x S,,) der tiber S, x S,, beziiglich o quadratisch 
integrierbarer Funktionen; dabei ist o das ProduktmaB aus den Oberflichen- 
maBen 0, und 0, von S,, baw. S,, mit 0,(S,,.) = o,(S,,) = 1. Die Darstellung 
{6,,, }e,® {4,,, y, hat dann die Form 


‘ Val) (ty, Fg) = eh TF P(y, Ky) , 


” (Wal) (las Ba) = elhr todd + Meee ADI (EA, By). 


Die Abbildung (x,, r,), A > (x, A, ¥, A) ist eine stetige Abbildung von S, x 8, x @ 
auf 8, x S,. Die Bahnen dieser Abbildungen sind die Mengen B,= {(r,, ty): 
\X, + Xq] = r} mit |r,—r,] Srsry+ ry. Da (x,, r,) > |r, + By] eine stetige Ab 
bildung von S,, x S,, auf das Intervall [|r,— 14), 7, + ry) ist, ist 8, x 8, eine 
regulire Basis. B, ,, und B,,,, sind offensichtlich o-Nullmengen. Also 
kénnen wir S, x 8, durch S= 8, x S,— B, UB, ersetzen, und 
1% (8) an Stelle von L2(S, x S,.) als Darstellungsraum verwenden. (35) bleibt 
dabei giltig. 

Wir zerlegen nun o nach (6), so daB o(#) = | 4) (2) B,) dai’ fiir alle Bo Wy 
gilt. Eine einfache Rechnung ergibt, daB fA’ das Ma® aber den offenen Lntervall 


tr 


: l - . 
(ty Ta, %, + 7) mit dfa’= 5 ~ edge ist, Ferner sind die 4, A-fast dberall 
ate ed 


quasi-invariant (vgl. Bem, nach (6)) und 4) (B,) = 1 A’ fast iberall 
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Es sei nun § = (|r,— r,|, 7, + 72) x S* x S!, wobei S? bzw. S' die Einheits- 
sphiare in R, bzw. R, ist. T sei die Abbildung von S auf § mit T'(r,, r,) = (r,¢,D) 


Fat Bs PC): dabei ist P, die Projektion des 


wer ? Mr ¥ ral a i+ fal ° i |PoC(e)x,| 

R, auf den Teilraum mit x, = 0,den wir als R, betrachten. Man rechnet leicht nach, 
daB T' eine ein-eindeutige Abbildung von S auf § ist, und daB 7 das System 
der Borel-Mengen von S ein-eindeutig auf das System der Borel-Mengen von 5 
abbildet. Ubertragen wir mit Hilfe von 7’ die Transformationen (r,, r,) > 
> (r, A, t,A) auf S, so erhalten wir nach einfacher Rechnung die Transformation 
(r,¢,9) + (r,eA, p&(e, A)). Wir setzen daher (r,e,») A = (r,eA, n&(e, A)). 
(Zur Definition von &(e, A) vgl. (31).) 

Wir iibertragen mit 7 auch das Ma8 o auf § und erhalten das MaB yu mit 
(EZ) = 0(T-\B)). I2(8) sei die Menge der beziiglich ~ iiber S quadratisch 
integrierbaren Funktionen. U7 mit (U pf) (r,¢, 9) = f(7'—'(r, ¢, )) ist dann eine 
unitére Abbildung von Lj (S) auf L2(8). Mit Hilfe von U, iibertragen wir die 
Darstellung (35) auf L2(S) und erhalten die Darstellung {U, L2(S)} mit 
U¢o,4)= VaW, und 


(36) a (r,e, 9) = (aire) f(y, ed), 

(Waf) (r,¢, 9) = e&¥ 9) f((r,e,) A) mit 
y(r,e, 9, A) = ky p(t, A) + ke p(t, A), wobei T(r, t2) = (r,e, 9). ef Pe 4) 
ist Bz ,, g-meBbar, da ef: 74) + keo(e»A) B.. . -meBbar ist. 

Wir betrachten auf § das MaB yu, = ji, x o* x o', dabei sei di, = * hd drund 
o? bzw. o' das OberflichenmaB von S? bzw. S! mit o!(S) = o?(S?) = 1. Wir 
tibertragen yu, durch T7'-* auf S und erhalten ein MaB o’’, das ebenfalls invariant 
gegeniiber den Transformationen (r,, f,) > (t,A, ¥,A) ist, da uw, invariant gegen- 
iiber (r,¢,y)—>(r,e,y) A ist. Wir kénnen o” nach (6) zerlegen in o’’(Z) 
= /{ u,'(E - B,) dj’. Einfache Rechnungen zeigen, daB fi” = ji’ ist, und daB 
Bu, (EA B,) = x o( T(E - B,)) gewahlt werden kann. yw, und yz)’ sind fi’- fast 
tiberall aquivalent, da sie quasi-invariant sind. Also ist o aquivalent zu o”’, 
und damit auch uw aquivalent zu y,. Es sei nun u,= L x 0* x o}, wobei L das 
Lebesguesche MaB iiber (|r, + r,|, 71+ 72) ist. Da uw, zu mu, dquivalent ist, ist u 
aquivalent zu u,, und beide MaBe sind invariant gegeniiber den Transforma- 
tionen (r,¢,) > (r,¢, p)A. 

Es sei o(r,¢,») die Radon-Nikodym-Ableitung von yu beziiglich u,. Wir 
kénnen annehmen, daB8 a(r, ¢, ») > 0 fiir alle (r, ¢, y) ¢ 5 ist. Die Abbildung U 
mit (Uf) (r,e, 9) = Vo (r, e, 9) f(r, e, 9) von L2(8) auf L2,(8) ist eine unitare 
Abbildung. Mit U tibertragen wir die Darstellung (36) auf L2,(8). Die Bezeich- 
nungen V, und W, behalten wir bei. Fiir V, gilt offensichtlich wieder (36). Fir 
W, erhalten wir (W4/)(r,e,9) = Y/ oS ef¥0r.8.%-4)4((r, e,9)A). 

Aus der Invarianz von yw und yp, folgt ohne weiteres, daB o(r, ¢, >) 
= o((r,¢,) A) u-fast tiberall gilt. Also gilt auch (36) fir W,, da es auf p,- 
Nullmengen nicht ankommt. Das Kroneckerprodukt ist also aquivalent zur 
Darstellung (36) iiber L? (8). 
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$, sei der Hilbert-Raum L2(S') aller iber S! beziiglich o' quadratisch inte- 
grierbarer Funktionen e(y) mit der orthonormierten Basis e,, ¢,, ...; fiir » 


cosy " 
(ss ei dabeie, (») = e'*¥ mit 1, = 0,1,=1,1,=—1,.... Wir bilden das direkte 


Integral (L x 0, cc) = [L, co] mit 9, und dieser Basis. Dann ist U, mit U,f = g 
und g(r, ¢) (p) = f(r, ¢, p), falls { | f(r, e, »)|*do'< oo, und g(r, ¢) = 0 sonst, eine 
unitare Abbildung von L2 (8) auf [L, co]. Mit U, iibertragen wir die Darstellung 
(36) auf [Z, co] und erhalten 
(37) (Vag) (r,€) = e@70, 

(Wag) (r, ¢) = Qa (r, e) g(r, ¢A) , 
dabei ist (Q,(r,¢) e) (p) = e¥"*4 e(pE(e, A)). Damit ist gezeigt, daB das 
Kroneckerprodukt aquivalent zu einer Darstellung ist, zu der das imprimitive 
System ([L, co], W) gehért. 

Man rechnet leicht nach, daB (Q,(r, ¢) e,) (p) = eb? ADe-the@Ade (py) 
ist. Also ist (Q4 (1, ¢) €n, €n’) Bg x 1x gx meBbar, wobei I = (\r,— r,|, 7, + 12) ist. 
Zam imprimitiven System ((L, co], W) suchen wir nach § 6 ein zugehdériges 
Darstellungsfeld. Es gilt (vgl. (17)) (Q49) (r,¢) = Q4(r,e) g(r, e). Auf Grund der 
Definition von Q, (r, ¢) gilt Q4, 4, (7, ¢) = Q4,(r, ¢) Q4, (7, ¢A;) tiberall und nicht 
nur fast iiberall (vgl. (19)). Da (Q, (7,¢) en, ny) Bg » 7 x gx meBbar ist, knnen wir 
Q(r,e, A) = Qy(r, ¢) setzen (vgl. (20)) und (20) 3. gilt tiberall. In § 6 gelten dann 
auch die folgenden Formeln iiberall und nicht nur fast tiberall. Also ist (vgl. (25)) 
Li, (7) = Q4,~y (7 %o) ein zu ([L, 00], W) gehdriges Darstellungsfeld. Es ist 
aber Qa. (T &o) &n(D) = EFF red Ae(W) e—ilng eo Awe (yn) und ef¥ (tod Aa(v)) 
== gi(ki (81 (7,€, 9), Ae (¥)) + he 9 (¥0(7,€0,D), A2(¥)) mit (tr, (r,¢9,D), ¥2(7,€9,D)) = T-1(r,@,). 
Ferner ist x,(r, ¢9, 9) += —A,¢q und £,(r, eo, D) + —A,e, fiir A,> 0 und A,>0, 
dasonst x, (r, eo, ») linearabhangig von 7, (r, ¢9, )) ware,d. h. (x, (r,¢9,0),%_(7,€9,D)) 
ware nicht in S. Aus (31) folgt aber, daB g(r, A,(y)) = y fiir alle x + —rey gilt. 
Also gilt ef V(r, cod, As(v)) — giiivtke¥) ynd e~tne(eo,42(¥)) — em inv d. h. es gilt 

k= +o 
(Lig,(y (r)en) (9) = th —™ Ve, (py). Also ist Ly, ()(r) = , aS Ute). 
Damit ist (34) bewiesen. 

Fir n = 4 kann man ganz entsprechend vorgehen. An die Stelle der e, 

treten dann Kugelfunktionen. Wir behandeln einen analogen Fall bei der 


Lorentzgruppe. 


§ 12. Die Darstellungen der wniversellen Uberlagerungsgruppe der inhomogenen 
Lorentzgruppe 
Die homogene LorentzgruppeG@’ istdie Gruppe aller reellen4 x 4-Matrizen/, 


001 0 
- . 000-1 
und A’ die transponierte Matrix von A. Ist ¢ ¢ R, und » ¢ Ry, so setzen wir 
{t, D} = — 2% Y;— Le Ye— Ly Yg+ X%q¥q. G sei die Gruppe aller komplexen 2 x 2- 
Math. Ann. 141 19 


100 0O 
fiir die gilt: 1. A’F A = F, 2. det A = 1 und 3. ag,,>0, dabei ist F = (3 ° } 
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Matrizen A mit det A = 1. G ist die universelle Uberlagerungsgruppe von G@’. 
Als Uberlagerungshomomorphismus A - A wahlen wir 


Re(ad+ By), Im(ad—f7), Re(ya—6B), Re(y& + 68) 
(* )-{ra4" 6 Re(ad— 7), Im(ya—9 8), Im(ya 4+ 58) 
y 6 Re(&fB—7), Im(af—y6d), (\2|*—[6|*—|7|* + |4|*), $(le|* + |B|*—|y/?—|4)*) 

Re(~ 6+76), Im(«p+7'5), $(\a|*—|B]*+\y/?—|9|*), $(le|* + |Bl*+1yl* +14) 

Es sei 7 die Translationsgruppe des R,. Wir kénnen 7' = R, waihlen, wenn 
wir dem Vektor a die Translation r > r + a zuordnen. © sei das semi-direkte 
Produkt von @ und 7' mit (a, A) (6, B) = (a + Ab, AB). Als duale Gruppe 7 
von 7 kénnen wir wieder R, waihlen, wenn wir jedem x ¢€ R, den Charakter 
a - e'#-*} zuordnen. Wir erhalten dann (vgl. § 9) r, A + A = A-!x. Nach § 9 
geniigt es, alle imprimitiven Systeme von G mit der Basis 7 anzugeben, um 
alle unitéren Darstellungen von © zu kennen. Zum imprimitiven System 
(9, W, P) gehort die Darstellung (a, A) > U,. 4,= V~W4, wobei W(A > W,) 
die Darstellung von G aus dem imprimitiven System ist und (V,f,g) 
= f e'%*) d( Pf, g) ist. 

Die Bahnen von x, A> x A sind: 1. M§ = {0}, 2. Mj = {x : {r,x} = 0, z> 0} und 
My = {x : {x, x} = 0, 2y< 0},3. MR = {x : {x, x} = m?®, x, > 0} und M; = {x:{x, 7} 
= m*, x,< 0}, 4. M,, = {x: {r, x} = —m*}, (m > 0). Wir zerlegen T in folgende 
Teilmengen: M®, Mi, M;, Mt = =U Mn Ms =U Mn und M_ = Me: 


Aus Lemma 4 folgt, da8 wir uns auf die Untersuchung imprimitiver Systeme 
mit den Basen M}, Mj, Mz, Mt, Mz und M_ beschranken kénnen. 

Die imprimitiven Systeme mit der Basis M@ sind genau diejenigen, zu denen 
Darstellungen mit V,= J fir jedesa € T gibteen. Das sind also im wesentlichen 
Darstellungen von G. Diesen Fall wollen wir nicht mehr weiter verfolgen, da 
unsere Methode fiir diese Darstellungen keine Vereinfachung bringt (vgl. [2] 
und [9]). 

Mj und Mj; bestehen nur aus einer Bahn. Also kénnen wir sie als Produkt- 
basen betrachten. R+ sei die Menge der positiven reellen Zahlen. Wir bilden 
R+ x Mf durch (m, r) + mx auf Mt ab. Also kénnen wir M} = R+ x Mf setzen 
und ganz entsprechend M;= R+ x My und M_= R+ x M,. Damit kénnen wir 
Mt, Mz und M_ als Produktbasen behandeln und die Ergebnisse von Teil IT 
anwenden. Da die Fille My bzw. Mz ganz analog behandelt werden kénnen 
wie Mj bzw. Mt, kénnen wir uns auf die Faille Mj, Mt und M_ beschranken. 

Betrachten wir in Mj bzw. Mj bzw. M, die ersten 3 Komponenten 2, x3, x3 
eines Vektors als Parameter, so ist das MaB ds = Tal dz,dx,d x, invariant 


| 
gegeniiber r+ 4A = A-1x. Wir bezeichnen dieses Ma8B im folgenden mit 


8 bzw. s+ bzw. s~ fir Mj bzw. Mj bzw. M, und verwenden stets diese MaBe. 
Dann ist A = 1 (vgl. (9). 
Es sei e~ der Vektor mit den Komponenten 0,0, 1,0 aus M,. Die Gruppe 
= {A:e-A =e} ist dann eine zweifache Uberlagerungsgruppe der Lorentz- 
gruppe mit zwei Raum- und einer Zeitkomponente. Um alle imprimitiven 
Systeme mit der Basis M_ zu erhalten, bendtigt man eine Ubersicht iiber die 
Darstellungsfelder von G5 und damit eine Ubersicht iiber die Darstellungen von 
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Gs (vgl. dazu [1]); eine Ubersicht iiber die irreduziblen alleine geniigt nicht. 
Da G5 nicht kompakt ist, kénnen wir auch nicht die Ergebnisse von § 8 an- 
wenden. Wir behandeln diesen Fall nicht mehr weiter. 

Es sei e+ der Vektor mit den Komponenten 0,0, 0,1 aus Mj. Die Gruppe 
Gj = {A :e+A = e*} ist die Gruppe aller unitaéren Matrizen aus G. Gj ist also 
die universelle Uberlagerungsgruppe der Drehgruppe des R;. Diese Gruppe ist 
kompakt und ihre irreduziblen Darstellungen sind D,, D,,, D,, ..., wobei 
0,*/,,1, ..., das Gewicht der Darstellung ist. Also ist jedes imprimitive System 
mit der Basis Mj direkte Summe von Darstellungen der Form {ji, k},, 
i= 0,1/,,1,... ~ ist dabei ein MaB tiiber R+. Damit haben wir eine vollstandige 
Ubersicht tiber die Darstellungen von G, die zu dieser Basis gehéren. Irreduzible 
Darstellungen von G erhalten wir, wenn wir « durch das Dirac-MaB 6, fiir 
einen Punkt r ¢ R+ ersetzen. Also sind die Darstellungen {6,, 1}, mit r ¢ R+ und 
i = 0,1/,,1, ..., alle irreduziblen Darstellungen, die zur Basis Mt gehéren. 

Um diese Darstellungen explizit anschreiben zu kénnen, bendtigen wir einen 
Borelschnitt in G. Mit Hilfe der Abbildung ¥ (Gj A) = e+ Gi A = e+ A = A-*et 
identifizieren wir G/Gj mit My. Die kanonische Abbildung von G auf Mj 
= G/Gi ist dann h(A) = e+ A = A-1e+. Wir ordnen nun jedem e ¢ Mj das ein- 
deutig bestimmte Element C+ (e) aus G zu, das folgende Eigenschaften besitzt : 
1. 0+ (e)-1e+ e+; 2.C(e) =U Az? U-! mit Uc Gt, dabei ist A,— wg waa und 
t = 0. Dann ist C+ = {C+ (e): e ¢ Mj} ein Borelschnitt. Man beweist leicht, daB 
C+ abgeschlossen, C+(e) stetig und h(C+(e)) = e ist. (Man beachte dazu, daB 
G5 kompakt ist.) 

Nach (15) ist &+(e, A) = C+(e) A(Ct+(eA)). Also ist &+(e, A) stetig in e 
und A. Es gilt +(e, U) = U fiir alle U € Gj und e € Mf, denn es gilt C+ (e, U) 
= U-1C+(e) U. Wir geben noch eine explizite Form fiir die irreduziblen Dar- 
stellungen von © an, die zur Basis Mj gehéren. Es sei {6,, 1}, das zugehdrige 
imprimitive System und A > M*, eine Matrizdarstellung von Gj vom Gewicht k. 
M‘, ist also eine quadratische Matrix mit 2k + 1 Reihen. § sei der Hilbert-Raum 
aller Abbildungen « von Mj in den 2k + 1-dimensionalen komplexen Raum 
C.,.+, mit folgenden Eigenschaften : 1. Die Komponenten «, (¢),i= 1, ...,24+1, 


. fake 
von «(e) sind Borel-meBbare Funktionen.2. | 3° |a«,(e)|/*ds+ =f |a(e)|?dst+<oo, 
i=1 


3. Die Norm in § ist |a| = Vf \a(e)l*dst. Dann hat die Darstellung {6,, 1}, 

die Form 

(38) (Wa) (¢) = Mb, 4)%(@ A), 
(Vaa) (e) = ef" x(e) . 

Im Falle Mj sei e® der Vektor mit den Komponenten 0, 0,1, 1. Dann ist 


G8 = {A:¢°A = A-1¢9= e%} die Menge aller Matrizen der Form pl ey , 
wobei @ eine reelle Zah! ist, die modulo4z bestimmt ist, und # eine komplexe 
Zahl ist. Fiir diese Matrizen schreiben wir kurz [f, y]. Dann gilt [8, y] [f’, 9’] 
= [8 + ef? 8’, p+ g’]. G8 ist also eine zweifache Uberlagerungsgruppe der 
inhomogenen Bewegungsgruppe der Ebene (vgl. [14]). Da Mj nur aus einer 
19* 
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Bahn besteht, sind die imprimitiven Systeme mit der Basis Mj bereits durch 
eine Darstellung L von G8 eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen diese Darstellung 
von © mit {Z}. In [13] haben wir eine vollstandige Ubersicht iiber alle unitaren 
Darstellungen von G§ angegeben. Damit haben wir auch eine vollstandige 
Ubersicht iiber die unitéren Darstellungen von G, die zur Basis Mj gehéren. 
Irreduzible Darstellungen von G§ sind die eindimensionalen Darstellungen 
IF ((B, gp] > ef**), k= 0, +1/,, +1, +/,, ... . AuBerdem gibt es noch folgende 
irreduzible Darstellungen von 4§: L**((B, p)— Ufs,,;) mit (Ufp',)f) (2) 
= e'r Re(z #) eiee f(e-tvz). Dabei ist z aus der Menge K, aller komplexen Zahlen 
mit |z| = 1 und f ist aus der Menge J; (K) aller beziiglich des invarianten MaBes | 
des Einheitskreises quadratisch integrierbarer Funktionen, r ist eine reelle Zahl 
> 0 und ¢ = 0 oder 1/2 (vgl. [13]). 

Wir bendétigen noch einen Borel-Schnitt B® von G. Mit Hilfe der Abbildung 
Y(G° A) = e A = A-1¢° identifizieren wir G/G und Mj. Die kanonische Ab- 
bildung von @ auf G/G) = Mt hat dann die Form h(A) = A-'¢°. Ist 

sin? sin y 


sin®? cos 
e= i ) mit r>0, 0<8< za, dann setzen wir C°(e) = A,(~) Ain, 


cosé 


1 ' . 
, eel? 0 22 0 cos 6/2, —sind/2 
A;'(8) Az" (@) mit A,(g) = 0 gm) =(9 “we A, (8) _ sin 6/2, count 


falls + x ist, und C°(e) = Aj,}, A;'(z), falls # = x ist. C°(e) hangt von ~ nur 
modulo2z ab. B°= {C®(e):e € Mj} ist dann ein Borel-Schnitt und es gilt 
hz*(e) = O°(e). Also ist £(e, A) = O?(e) A(C®(A-1e))-?= [ Ble, A), G(e, A)], 
dabei ist ¢ (e, A) modulo4z bestimmt. Man priift leicht nach, daB £(e, A, (¢)) 
= A,(y) = [0, yp] fare + —re® und = A, (— ¢) = [0, — g] fire = —re® gilt. 

Die irreduzible Darstellung {Z*} hat dann den Darstellungsraum L*(M}) 
aller tiber Mj quadratisch integrierbarer Funktionen und es gilt (W,/) (e) 
= e* $4) #(4-1e) und (Vf) (e) = e@*f(e). Die irreduzible Darstellung 
{Z7-*} hat den Darstellungsraum J7,, ..(K, x Mj) aller iiber Mj beziiglich | x s° 
quadratisch integrierbarer Funktionen und es gilt (W4/) (z, ¢) = ef” Be@ Fe. 4») 
et #1, 4) f(e—tF@.4) 2, A-1¢) und (V,f) (z, e) = e!!%* f(z, e). 


§ 13. Berechnung der Kroneckerprodukte irreduzibler Darstellungen 
Wir berechnen im folgenden die Kroneckerprodukte einiger irreduzibler 
Darstellungen der inhomogenen Lorentzgruppe. Mit L, bezeichnen wir im fol- 
genden stets das Lebesguesche MaB iiber dem offenen Intervall (r, co). Es gelten 


f de F In: 
1 an ® {6,,, 1} m3 Mojo ® {Lys M}i@***, bzw. 
“— oad {L,, 4 ry Nja}1j2® {Z,,+ ry Ns/a}aj2® ***; 
je nachdem k,+ k,= 0 bzw. ="/, modulo] ist; dabei sei k, => k, und 
(1 + 2k,) (1+ 2k,) fir k > k,+ ky, 
(1+ k+ ky—k,)(1+ k—k,+ ky) + (1+ 2k) (k,4+ k,—k) firk,—k,< ko k,+ k, 
(1 + 2k) (1+ 2k,) firO<s ks k,—k, 
{L,,, M}o® {L,,,%}1® **, falls k,+ k,=0 mod1, 

(40 6,., l 2 [* -{ 1 2 

) Br Be SUT, muidhse® {Lins Mabon °°, falls +,—1/2mod 1. 


n= 
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dabei ist 
0 fir 0 < k< |k,| — k, und |k,| = &, ,™) 
nm, = (k — |k,| + &, + 1 fir |k,| —k, sk < |k,| + &, und |k,| = &,, 
k + k,— |k,| + l fiir k,— |k,| = k s \ke| + k, und || < ky , 
2k,+ 1 firk = |k,| + k,. 
_ f{Z, Majo ® {L,,.M}1 @***, falls k,+ e = Omodl, 
({Z,,»M1j2}1/2 © {L,,, s/2}3/2 @ ***, falls k, + € = 1/2mod1, 
dabei ist n, = (2k + 1) (2k,+ 1). 
(42) {1} @ {1} = (Lp, I} ix,- 2) ® (Lo Vyx,—2,)+1 °° 
{Lo, Ny}o® {L,, Mh @ ee falls ky +ée= 0 mod 1 ’ 
(43) {L*j@{Lr* -{ 
(ye {l {Lo,%1/2}1/2 ® {Lo, g/2}3/2@ ***, falls k, + ¢ = 1/2 modl , 
dabei ist n, = (2k + 1). 


(i) (Lesje(urn} =| 


(41) {6,,,1}.,@ {LZ} 


{Lp, co}) ® {L, co}, ® «+, falls ¢,+ e2.= 0 mod , 

{Lg, 2}1/2 ® {Lio, }/2 @ ***, falls e, + e2=1/,mod1. 
Wir werden die ersten beiden dieser Formeln ableiten. Das Verfahren fiir 

die tibrigen ist ganz entsprechend. Fiir die Darstellung {6, , 1}, @ {6,,, 1},, be- 

nutzen wir den Hilbert-Raum aller Vektorfelder /(r,, 1.) = («;,;(X;, 9), 

i=1,...,2k+ 1,j=1,...,2k,+ 1 tiber Mj x Mj mit 


2k,4+1 2k,4+1 
/ SOS eens tu Belltdatdet < 00. 
i=1 j=] 


j= 
Ferner sei M*; @ M‘; das Kroneckerprodukt der Matrizen M% und M*;. 
Es gilt dann fiir {6,,, 1},, ® {6,,, I}e, 
(Wf) (ty, %2) = M* (x, 4)® M* t+, 4) {(A-*x,, A-*r4) und 
(Val) (ty, Bq) = ef + 9*9 f(x), XQ) . 

Die Abbildung (r,, x), A> (A-"x,,4-*x,) von M} x M} x @ auf M+ x M} 
erfiillt (1). Die Bahnen dieser Abbildung sind B,= {(r,, rg): {7,0 + Te%e, 
"3, + s¥g} = 1°} mit r > 7, + 12. Es gilt B, , »,= {(ty, ¥2): i= Fa} By, +», ist 
also eine s+ x s+- Nullmenge. Wir kénnen daher ohne weiteres M} x Mj durch 
S = M} x M{—B,,, ,, ersetzen. Es sei nun (r, + 12, 00) das offene Intervall 
von r, + 7 bis co und S* die Einheitssphire des R,. Wir betrachten dann folgende 
Abbildung T von S auf (r,+ 172,00) x M} x @=8 mit T(x, ry) = (r,¢,D), 

‘i P,0+ 
dabei ist r=|/{r, 4, + Toe, 71%, + T2%a} .¢ = (I/r) (7441+ re%g) undy -aae . 
0 1 
dabei ist P, die orthogonale Projektion des R, auf den R, mit z,= 0. T ist eine 
ein-eindeutige und stetige Abbildung von S auf 5, da e + C+ (e) stetig ist. Wir 
benutzen diese Abbildung, um die Darstellung (45) auf den Raum § zu iber- 
tragen. Die Ubertragung der Abbildung (f,, x,), 4 > (4-*x;, 4-*x,) ergibt 
I 
(r,e,»), A > (r, A-4e, &+ (e, A)-4y). Die Ubertragung des MaBes s+ x s+ liefert 


“¥) [Ls made bleibt weg, falls n= 0 ist. 


(45) 
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ein MaB yu. Aus (45) folgt dann, daB unsere Darstellung die folgende Form 
erhalt : 


(46) (7 9) (r,¢, 9) = M((r,e, 9), A) g(r, A-te, &*(e, AD) , 

(Vag) (r,¢, 9) = ere) g(r,e,d), 
dabei ist M((r,e,»), A) = MP sg, 4) @ MPr¢, 4) mit T(r, £2) = (r, ¢, D). Wir 
zeigen unten, daB das Ma8 yu aquivalent zum MaB L, , ,. x s+ x o ist, wobei L, 
das Lebesguesche MaB iiber (r, co) ist und o das OberflachenmaB von 8? ist. 


Also gilt o(r,e,») du = dLds do. f> 7. } ist eine Aquivalenzabbildung des 


Hilbert-Raumes gebildet mit dem MaB yu auf den entsprechenden Hilbert-Raum 
gebildet mit dem Ma8B L x s+ xo. Beide MaBe sind invariant beziiglich der 


a, 
Transformationen (r, ¢, ») > (r, A-1e, &+(e, A)-} y). Also gilt o(r,e, ») = 
re 
= (r, A-1a, +(e, A)-!y) y-fast iiberall. Ubertragen wir mit Hilfe der Aqui- 
valenzabbildung { > ve f die Darstellung (46), so ergibt eine einfache Rech- 
nung, daB die Form (46) erhalten bleibt, da es auf Nullmengen bei den Vektor- 
funktionen f nicht ankommt. Wir kénnen also annehmen, daB in (46) das MaB 
L x s+ x o benutzt wird. 


Wir zeigen, daB uw und L x s+ x o dquivalent sind. Wir iibertragen yu bzw. _ 
L x s+ x o mit Hilfe von T-' auf S und erhalten s+ x s+ bzw. ein MaB y,. Man 


kann in S folgende Parameter ¢,, t, und t,, t, einfiihren: r,= a *) und 
C+ (01) %_= . aa *) , wobei rt, und r, Einheitsvektoren des R, sind und t¢, 
und ¢, nicht negative reelle Zahlen sind. Dann erhalt man ds+ds+= Gint, dt, 
Gint,dt,do,do,, wobei 0, und 0, das OberflachenmaB von S? ist. t, = konstant 
liefert die Bahnen von S. Also kann man st x s+ in der Form s+ x s+(E) 
= { »,(Er\ B,) dji, schreiben, wo fi, ein zum Lebesgueschen MaB iiber 
(r, + 12, cc) Aquivalentes MaB ist und », ein invariantes MaB iiber B, ist. u, kann 
man offensichtlich in der Form m,(Z)=/ v,(27 B,) dr schreiben, wo », 
ebenfalls invariant tiber B, ist. Als invariante MaBe sind y, und »; stets aqui- 
valent, also sind yw, und s+ x s+ dquivalent und daher auch yu und L x s+ x o. 

Den Darstellungsraum von (46) kénnen wir nun in naheliegender Weise als 
normiertes direktes Integral 6 = { H*' dL, ,,,.ds+ auffassen, wobei 9° 
stets der Hilbert-Raum der Vektorfunktionen (a, ;(»)) = a(y) tiber S* ist mit 
S ZX \«;,;(p)|?do < co. Danngiltfirh(r, ¢) € G (Wh) (r, e) = Q4(r, e)A(r, A-*e) 

4,7 


und (Vh) (r, ¢) =e" h(r,e) mit(Q, (r,¢)«) (9) = M((r,¢,9), 4) «(6+ (e,A)*p). 
Aus der Definition von Q, (r, ¢) folgt, daB Q, (r, e) (17) tiberall erfillt und ebenso 
(19). Daraus folgt, daB wir die Schritte in § 6 durchfiihren kénnen, ohne auf Null- 
mengen achten zu miissen. Es ergibt sich, daB das Darstellungsfeld L(r) mit 
Ly(r) = Qy(r, e+) zu unserer Darstellung gehért. Wir haben noch Qy(r, e+) in 
irreduzible Teilezuzerlegen. Esist(Qy (r,e+) «(p)) =M ((r,e*,p), U)a(& (e*,0)). 
Da é+(e, U) = U fiir allee ¢ Mj gilt, ist (Qy(r, e+) «) (p) = Mh@ Mta(D-*y). 
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n Die Darstellung M(U + M,) mit (Myf) (») = {(O-*y) far f ¢ [2(S*) besitzt 
bekanntlich die Zerlegung M°@ M!@ M?* + ---. Qy(r, e+) ist also das Kronecker- 
produkt von M}}@ Mi® Mz. Alsoist Qy (r, e+) aquivalent zur direkten Summe 


> M*@ M*@® M*. Hieraus folgt sofort, daB (39) gilt. 
k=0 


Wir betrachten noch den Fall {6, ,1},,@ {I}. Als Darstellungsraum wahlen 


wir den Raum aller (x, 2) = (a(t, 9), i= 1,..., 2k, + 1 tiber Mj x Mj mit 
'r 2k,+1 


. * a, (t1, ¥q)|*dstds°< co. Dann gilt (W4f) (t,%_) = FO MEY. 4) 


8 Ha-ag,,a- 1y,) und (Vqf) (1, X2) = ef "™+*) f(x,,2,). Wir definieren die Ab- 
n bildung 7’ von Mj x Mj auf § = (r,, 00) x Mf x S* wie oben durch 7 (r,, x) 
. P,C+(e)r, 





= (r,e,y) mit r = V{r, 4, + fe7% 2%, + e = (l/r) (r,x,+2,) und 
(r,¢,D) Vir, 1+ e701 +%e}, (1/r) (7, + ¥q) y= Po Ore)r) 


Wir kénnen wie oben auf § das MaB L, x at Xo verw o verwenden und erhalten 
(Wf) (r, e, ») a etka ie, A) Me. alr, # Se, Ele, A A)- 1p) mit T (x, Ts) 
= (r,e,y) und (Vf) (r, ¢, y) = ef (r, e, y). Also erhalten wir ganz analog 
wie oben (W,g) (r,¢) = Q4(r,e)g(r, 4-*e) mit (Q,(r,¢) a) (y) = eft FO) 





Mh, 4@(&*(e, A)-*9) mit 7'(x,, %,) = (r,¢,). Wie oben zeigt man, daB 
| Ly(r) = Qy(r, e+) ein Darstellungsfeld dieses yes imprimitiven Systemes ist. Also 
7 gilt (Ly (r) 9) (9) = FO MB, v9 (E*(e*, C +(e, U)) mit T(x,, ¥3) =(r,¢, 0). 
1 Man rechnet ohne weiteres nach, daB r,= —. n+ a e+ und x,= — 


r—r 





n+ 1 et ist. Ferner ist §+ (r,U) =U fiir alle x¢ Mj} .Wir berechnen noch 
' rechnet, wobei p als dreidimensionaler Vektor betrachtet wird, indem man die 
) 4.Komponente, die stets Null ist, einfach weg. | Ein Vergleich der Definition 
, 
l 


von C°(r,) und C(— ») ergibt C°(r,) = A>? (log 7 ye (—p), also ist €°(x,, U) 
= 0°(r,)U(0°(O-15,))-*= 47 "(log (F— = Aor-noet-o- 1y))-14, (log ) 
= Az} (log SF im ) &(—y, U) A, (log 5! = )- £(—n, U). Das letzte Gleichheits 
zeichen gilt, da i im vorletzten Ausdruck alle Matrizen Diagonalmatrizen sind. 
Also gilt (Ly(r) g) (p) = e'#*(— > © Mts(g(O-1n), wobei y(—, U) nach (31) zu 
berechnen ist. Es gilt also Ly (r) = Mhe W*; mit (WE, x) (y) =e! 9(-? a (D-y) 
fiir « ¢ Lj(S*). Die Darstellung U > Wh | liefert ein imprimitives System der 
| Drehgruppe des R, mit der Basis S*, denn es gilt Wiyp W's = xey-. fiir 
alle Borel-meBbaren charakteristischen Funktionen iber S?. Ein zu diesem 
imprimitiven System gehériges Darstellungsfeld erhalt man nach § 6 durch 
entsprechende Uberlegungen. Es ergibt sich Ly, «= e'*?(—*4:)), Kine 
einfache Rechnung ergibt g(—¢o, A,(y))=—y. Also ist Ly «=e '*’. 
Nach [9], Theorem 8.2., 8. 120, ist dann W* aquivalent zur direkten Summe 
derM'*|+/, 7 = 0,1, 2,... Also ist Ly(r) équivalent zur direkten Summe der 
M*@ M'*\+i,j = 0,1,... Daraus ergibt sich ohne weiteres die Formel (40). 
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Shrinkable neighborhoods in Hausdorff linear spaces 
By 
Victor KLEr* in Seattle and Copenhagen 


Suppose U is a neighborhood of a point p in 4 Hausdorff linear space. Then U 
will be called shrinkable (at p) provided [0,1[ cl(U — p)c int(U — p). It is 
evident that every convex neighborhood is shrinkable and we shall show that in 
an arbitrary Hausdorff linear space the shrinkable neighborhoods play a role 
analogous to that of the convex neighborhoods in a locally convex space. In 
particular, every neighborhood of 0 must contain a shrinkable neighborhood 
and the gauge functional of a shrinkable neighborhood is continuous. This 
answers a question of LaNDSBERG (Problem 270 of [6]). And the following paper 
[11] shows now, with the aid of shrinkable neighborhoods, the Leray-Schauder 
theory can be extended to an arbitrary Hausdorff linear space (not necessarily 
locally convex). The notion of shrinkable neighborhood first appears in the 
doctoral thesis of R. T. Ives [9], as does Theorem 5 below. 

Let us begin by establishing 

1. Theorem. Every Hausdorff linear space is linearly homeomorphic with a 
linear subspace of a product of metric linear spaces. 

Proof. Let E be a Hausdorff linear space and W the class of all open neigh- 
borhoods U of 0 in Z such that U = [—1,1] U. Every neighborhood of 0 contains 
a member of %. For each U ¢ @ let U®, U', U®, ..., be a sequence of members 


of @ such that U°= U, and U"+ U*c U*-" for n = 1, 2, ... Let Ly= nN U, 


Then clearly Ly= [—1,1] Ly and Ly + Ly Ly, whence Lz is a linear subspace 
of Z. Let Qy denote the quotient space Z/Ly and gy the natural map of E 
onto Qy. Let Qy be topologized by taking the sets {py U"}P_ , as a fundamental 
system of neighborhoods of the origin, the neighborhoods of other points being 
obtained by translation. It is easily verified that Q, is a topological linear space 
and @y is continuous. And 


go (gu U") = U*+ Lyc U*+ U*c U*-1, 


whence it follows that a) Pv U"= {L}. Thus the topology of Qy is Hausdorff, 


and since there is a countable fundamental system of neighborhoods of 0 the 
space is metrizable. Let P denote the product space x y¢q@Qy and for each 
x € E let px ¢ P be defined by the condition that (yz)y= yz for all U € &. 
Thgn ¢ £ is a linear subspace of P and ¢ is a linear homeomorphism, completing. 
the proof of Theorem 1. 


e Research fellow of the Alfred P. Sloan Foundation. 
Math. Ann. 141 











282 Victor Kixe: 

The reader will easily prove the next two remarks. 

2. Proposition. Suppose E is a Hausdorff linear space, L is a linear subspace 
of E, and U is a shrinkable neighborhood of 0 in E. Then U -\ L is a shrinkable 
neighborhood of 0 in L. 

3. Proposition. Suppose {E,: a ¢ A} is a family of Hausdorff linear spaces, 
U , is a shrinkable neighborhood of the origin of E, for eacha € A,and U,= E, jor 
all but finitely many a ¢ A. Then the set x ,-4U, is a shrinkable neighborhood of 
the origin in the product space X 4c 4E,. 

4. Theorem. In a Hausdorff linear space, every neighborhood of a point 
contains a shrinkable neighborhood of that point. 

Proof. In view of the preceding three results, it suffices to consider a neigh- 
borhood U of 0 in a metric linear space EZ. According to a result of EIDELHEIT 
and Mazur [5], the topology of Z can be generated by an invariant metric 0 
which is strictly monotone in the sense that o(sz,0)< o(tz,0) whenever 
0 < s< tand 2 €¢ E ~ {0}. Now of course for some e > 0, U contains the closed 
neighborhood N,0 = {x ¢ £: o(x, 0) < e}. Whenever z¢ N,6 and 0< s< 1 
we have 

e—o(sz,0) = o(x, 0) — o(sz,0)=6>0 


and hence V,s2C N,0. Thus N,0 is shrinkable and the proof of Theorem 4 is 
complete. 

The following theorem and its proof are due to R. T. Ivzs. 

5. Theorem. (Ives [9]). Let U be a starshaped neighborhood of 0 in a Hausdorff 
linear space E and let yu be the gauge functional of U. Then yu is wpper semicon- 
tinuous if and only if intU = {x ¢ E: ux< 1}, lower semicontinuous if and 
only if clU = {x € E: wx < 1}, and continuous if and only if U is shrinkable. 

Proof. Observe first of all that 


intUc{ae BE: ypr<1l}CUcC{xe B:pxsl3cdv. 


From this it follows that int U = {x ¢ E: wx < 1} if and only if the latter set is 
open, while clU = {x €¢ E: wx < 1} if and only if the latter set is closed. Since 
is positively homogeneous, openness of the set {x € EZ : ux < 1} is equivalent 
to that of the set {x ¢ E : ux < s} for all s > 0, and that in turn is equivalent to 
upper semicontinuity. A similar statement applies to lower semicontinuity. 
This establishes the stated characterizations of upper and lower semicontinuity 
and shows that continuity of « implies shrinkability of U. 

Now suppose U is shrinkable and consider an arbitrary y ¢ Z for which 
py <1.Leta=max(}, wy) < 1. Then (= y) =tuy< 1,80 + y€clU and 
y <aclU cintU, where the last inclusion is justified by shrinkability. Thus 
{x € E: wx < 1} is open and yw must be upper semicontinuous. To establish 
lower semicontinuity of y it suffices to show that if z ¢ clU, then wz < 1. But if 
pz > 1 then p((uz)—"*z) = (uz)'*> 1 and 

(uz)—“*2¢ (uz) “el U cint UC {x€ E:px< lj, 


a contradiction completing the proof of Theorem 5. 
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6. Proposition. Suppose E is a real or complex Hausdorff linear space, 
U a shrinkable neighborhood of 0 in E, A the set of all scalars a with \a| = 1, and 
V = AU. Then AV = V and V is a shrinkable neighborhood of 0. 

Proof. The first assertion is obvious. For the second, use compactness of A 
to show that cl V = A clU and then observe that for ¢ € [0,1] we have 


tclV = A(tclU)C AintUcintV. 


Results 4., 5., and 6. imply that in every Hausdorff linear space the topology 
can be generated by a family of continuous absolutely homogeneous “‘pseudo- 
norms’. This answers a question of LanpsBERe (6 — p. 28]. For locally bounded 
spaces the result is due to Bourcrin [2 — p. 653). 

7. Proposition. In a Hausdorff linear space E every open shrinkable neighbor- 
hood is homeomorphic with E. 

Proof. Let U be open and shrinkable at 0, and denote by u the gauge func- 
tional of U at 0. For each z ¢ E, let ha = (1 + yx)-'z. Since yp is continuous 
and U = {x ¢€ E: ux< 1}, it is easy to verify that h is a homeomorphism of Z 
onto U. 

8. Proposition. In a Hausdorff linear space E every closed shrinkable neigh- 
borhood is a retract of E. 

Proof. Let U be closed and shrinkable at 0, and denote by yu the gauge func- 

; xzwhenz¢U, 
tional of U at 0. For x¢ Zletrz= thee Mbeeav. 
Then r is a retraction of Z onto U. 

Now suppose Y is a topological space and @ is a class of topological spaces. 
Then Y is an extension space for ¥ (an ES 2%) provided whenever A is a closed 
subset of a member X of Z and f a continuous map of A into Y, then f can be 
extended to a continuous map of X into Y. And Y is a neighborhood extension 
space for ¥ (an NES 2) provided every f as described can be extended to a 
neighborhood of A in X. 

9. Proposition. Suppose U is a closed shrinkable neighborhood in a Hausdorff 
linear space E and B is the boundary of U. Then each of the following conditions 
implies that U is an extension space for and B is a neighborhood extension space 
for 2%: 

E is locally convex and & is the class of all metric spaces; 

E is a locally convex complete metric linear space and & is the class of all 
collectionwise normal spaces ; 

E is a separable locally convex complete metric linear space and & is the class 
of all normal spaces. 

Proof. Clearly U is contractible and hence by a theorem of Hanner [8 — 
p. 331] U isan ES if it isan NZS 2. And in order to show that U and B are 
NES it suffices, by other theorems of HanneEr [8 — p. 341] to show that each 
is locally an NES 2%. Now by results of Ducunps1 [4 — p. 357] and Hanner 

[7 ~—p. 380, 8 —p. 334] (see also DowxeEr [3]) each of the above three conditions 
implies that every closed convex subset of Z is an ZS 2%. Thus to prove Pro- 
position 9 it suffices to show that each point p of B admits neighborhoods re- 
20* 
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lative to U and relative to B which are homeomorphic with closed convex sub- 
sets of Z. (Or to see that U is an ES %, refer to Proposition 8.) We may suppose 
that U is shrinkable at 0 and let { denote a continuous linear functional on Z 
such that /p = 1. Let V be a closed convex neighborhood of p in the hyperplane 
f-*1 such that wx > 0 for all z¢ V, and let W = [0, 0[ V. Let hO = 0 and for 
each x ¢ W ~ {0} let hx = (fz/ux) x. Thenh is a homeomorphism of W into W 
which carries W -\ U onto [0,1] V and W ~- B onto V. Since W is a neighbor- 
hood of pin £ and V and [0,1] V are closed and convex, this completes the proof 
of Proposition 8. 

DvueunDs1's theorem [4] actually asserts that an arbitrary convex subset of 
a locally convex space is an ZS (metric). From this it follows by the above 
reasoning that in a strictly convexifiable normed linear space, every shrinkable 
neighborhood is an E S (metric). 

All the extension results thus far refer to locally convex spaces. Our sole 
result for more general spaces is somewhat limited in scope. Let us agree to call 
a Hausdorff linear space E admissible provided every compact subset of Z 
admits arbitrarily small continuous displacements into finite-dimensional linear 
subspaces of HZ. These spaces are discussed in [11], where it is proved that an 
admissible space need not be locally convex. 

10. Theorem. Every admissible complete metric linear space is an extension 
space for the class of all compact Hausdor}{ spaces. 

Proof. Let X be a compact Hausdorff space, A a closed subset of X, and / 
a continuous map of A into an admissible complete metric linear space E. Then 
{A is a compact subset of 2. Let o be a complete invariant strictly monotone 
metric for E [5]. Since Z is admissible, there is a continuous map &, of / A into 
a finite-dimensional subspace L, of E such that o(y, &,y) < } for all y € fA; 
with gy, = &,/, we have gy, AC L, and o(fa, ya) < } for all a¢ A. And with 
9:= {f— G, we have g, AC V(}) = {y € E: o(y, 0) < 4}. Since L, is an ES 
(normal), g; admits a continuous extension gy, mapping X into L,. Now g, A is 
compact, so by admissibility of Z there is a continuous map q} of A into a 
finite-dimensional subspace L, of Z such that o(g,a, ga) < 1/4 for all a € A. 
With g,=9,— 92, we have g,Ac V(1/4). And 3A lies in the set 
L,.V (3 + 1/4), which is an ZS (normal) by Proposition 9, so gp; admits a 
continuous extension g, mapping X into V(} + 1/4). Proceeding in a manner 
which is now obvious, we obtain a sequence , of continuous maps of A into Z 
and a sequence p, of continuous maps of X into Z such that 


Gn= f—(Qit°**+ Ga), GnACc V(2-*) for n = 1, 2,...; 
GnX C V(2'-* + 2-*) for n = 2, 3,.... 


Thus the series 5’ gy; converges uniformly to a continuous map ¢ of X into E, 
i 


and ga = fa for all a ¢ A. The proof of Theorem 10 is complete. 
We do not know whether £ as described must be an ZS (separable metric). 
This is closely related to a problem of Kuratowskx1 [12 — p. 191). 
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By Propositions 7 and 8, Theorem 10 applies also to open or closed shrink- 
able neighborhoods in admissible complete metric linear spaces. However, we do 
not know whether it applies to arbitrary shrinkable neighborhoods or to closed 
convex sets. Of special interest is the case of compact convex sets, since an out- 
standing problem is to determine whether (in a metric linear space) a compact 
convex set must. have the fixed-point property, and since the fixed-point pro- 
perty is possessed by every compact metric space which is an ES (compact 
metric). We note 

11. Proposition. Suppose E is a Hausdorff linear space, U a shrinkable neigh- 
borhood of 0 in E, and S a compact subset of E which is starshaped from 0. Then 
S + U is a shrinkable neighborhood of 0. 

Proof. For t € [0,1] we have 


elt(S + U) =tS+tcelUcS + intUcint(S + UV). 


From our results 7., 8., 10., and 11. we see that if C is a compact convex subset 
of a metric linear space, then 

1° C is a compact subset of a metric space £ ; 

2° every neighborhood of C in Z contains an open (and also a closed) neigh- 
borhood which is contractible, locally contractible, and an Z S (compact metric) ; 

3° Cis contractible; 

4° Cis locally contractible. 

An example of Borsvuxk [1] shows that a space may satisfy all four conditions 
without being an ES (compact metric). An example of Krvosnrra [10] 
satisfies 1°, 2°, and 3° but lacks the fixed-point property. However, it seems fo 
be unknown whether the fixed-point property for C follows from 1°, 2°, and 
4° —— or from 1°, 3°, and 4°. 
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Leray-Schauder theory without local convexity 
By 
Vicror Kixe* in Seattle and Copenhagen 


0. Introduction. As initiated by Leray-ScHaupER [10] and developed by 
Leray [9], Nacumo [14], A-rman [1, 2] and others, the Leray-Schauder theory 
applies in an arbitrary locally convex Hausdorff linear space Z. It assigns.a 
degree to certain mappings and establishes properties of the degree which lead 
to fixed-point and domain-invariance theorems. When £ is a Banach space, 
a recent homotopy extension theorem of Granas [6] yields many of the useful 
conclusions of the Leray-Schauder theory while avoiding the more complicated 
notions of the latter. 

The preceding paper [7 ] discussed the shrinkable neighborhoods of a Hausdorff 
linear space and showed that they resemble convex neighborhoods in certain 
important respects. We remark now that by the use of shrinkable neighborhoods 
it is possible to carry over to an arbitrary Hausdorff linear space the Leray- 
Schauder theory and also the homotopy extension approach of Granas. Since 
the necessary refinements of the existing theory are not difficult, and are mainly 
technical in nature, it seems superfluous to supply full details. However, the 
avoidance of local convexity is of interest in that so little is currently known 
about the structure of spaces which are not locally convex — and therefore 
we do wish to supply some details. We have chosen to discuss Granas’s approach, 
the discussion in § 1 below being little more than a paraphrase of papers of 
Granas [6] and ALttman [1,2]. § 2 deals with the approachable sets defined 
‘im §1. For the reader who is primarily interested in extending the Leray- 
Schauder theory proper, we recommend perusal of the paper [7] and of § 1 
below, followed by the papers of Nacumo [14] and Attman [1, 2]. 

1. The homotopy extension approach. When 7 is a topological space and E 
is a Hausdorff linear space we shall denote by C(7', Z) the class of all mappings 
gy of T into E such that @ is compact, this meaning that is continuous and ~ T 
is a relatively compact subset of 2. We denote by A(7’, Z) the class of all map- 
pings of 7 into £ such that 9 is approachable, this meaning that for each neigh- 
borhood U of the origin 0 in £ there exist a finite-dimensional linear subspace 
L of E and a compact mapping ¢ of T' into L such that (t « wt + U forallt¢ 7. 
Clearly every approachable mapping is continuous, and it is well-known that 
every compact mapping is approachable when £ is locally convex. This holds 
also for certain spaces which are not locally convex (see § 2) but we do not know 
whether it is true in general. Thus we shall denote by C A(7’, £) the class of all 
compact approachable mappings of 7 into # and shall assign to C A(T, EB) 
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the role usually played (for locally convex Z) by C(7', Z) in the Leray-Schauder 
theory and in the homotopy extension approach of Granas. When XC E we 
shall denote by D(X, Z) the class of all mappings / of X into Z such that 
I—{f«¢CA(X, E), where I is the identity map in Z. Mappings f for which 
I—f € C(X, EB) are often referred to as completely continuous displacements or 
completely continuous vector fields. For -p ¢ E-we denote by D,(X, 2) the class 
of all f ¢ D(X, E) for which p ¢ { X. Two members / and g of D,(X, EZ) are said 
to be homotopic in D,(X, E) provided there exists h ¢ C A(X x [0,1], Z) such 
that with h,z = h(z, t), then J — hy= f, 1 — h,=g, and always J —h,¢ D,(X,E) 
(that is, h,2 + x— p). 

A neighborhood N of the origin in Z is said to be shrinkable provided 
[0,1] clN c int). As is proved in [7], the gauge functional of such a neighbor- 
hood is continuous and every Hausdorff linear space admits a fundamental 
system of shrinkable neighborhoods of the origin. 

The following result is needed as a tool in proving the homotopy extension 
theorem (Theorem 1.2 below). 

1.1 Proposition. Suppose E is a Hausdor}f linear space, 8, and 8, are closed 
subsets of a Hausdorff space, and gy, is a mapping of S, into E. Suppose that both 
GY, and gy, are approachable, that y,8 = g,8 for all s € S,7\ 8, and that 8, is 
normal or S,7\ 8, is a retract of S,. Then gp, P, is an approachable mapping of 
8, U 8, into E. 

Proof. Consider an arbitrary neighborhood U of 0 and let V be a shrinkable 
open neighborhood of 0 such that V + Vc U, W a neighborhood of 0 such that 
W— Wc V. Since g, and 9, are approachable, there exist finite-dimensional 
linear subspaces D, and L, of E and compact mappings ¢; of S, into D, such that 
C,8 € p,8 + W for all s € S,. For each s € 8,7 S,, let 

&s = (,8— 0,8 € (9.8 + W)—(g,8+ W)=W—WePd. 
Then §(8,- S,)c (L,— L,) \ V. When S, is normal, observe that € can be 
extended to a compact mapping &’ of S, into (L,— L,) -% V, for the latter is 
homeomorphic with L,— L, by a result in [7], and every compact subset of 
L,— L, lies in a compact subset which is an extension space for the class of all 
normal spaces. When S, admits a continuous retraction r onto S,/ S,, let 
é’= rr, 

Now let the mapping ¢ of 8, US, be defined as follows: 

Ce + &'s fors € 8, 


bo ¢,8 for s € S,. 


Then ¢ is compact and ¢(S, U S,) lies in the finite-dimensional subspace L, + Lz. 
For s € S, we have 

ts= 08+ &' 8 €(g,8 + W) + VC(g, Uges+ U, 
and for s € S,, 

Cs=C,8€ ps + WC(g, UG)s+ U. 


Since U was an arbitrary neighborhood of 0 it follows that y, V @ is approach- 
able and the proof of 1.1 is complete. 
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1.2 Theorem. Suppose E is a Hausdorff linear space, N is a closed shrinkable 
neighborhood of the origin in E, N + E, and B is the boundary of N. Suppose 
ft, g € D,(B, EB), f and g are homotopic in D,(B, E), and gc g'€ D,(N, E). Then 
there exists f'€ D,(N, E) such that fc f’ and f' and g’ are homotopic in D,(N, EB). 

Proof. We assume without loss of generality that p = 0. Then by hypothesis 
there exists h ¢ CA(N x [0,1], #) such that J — h,= /, I — h,= g, and always 
h,x + x. Let Y = (Bx [0,1}) U(N x {1}), @ closed subset of N x [0,1], and 
let h* = h U (I —g’). That is, for each (x, t) € Y define 


es toed h(x,t) whenzeé B, 
(2, = (I—g’) x whent=1. 


Let J denote set of all points of the form x — h* (zx, t) for (x, t) ¢ Y. We wish 
to show that J is closed in Z. Consider a limit v of a net inJ; say r,— h*(zx,,t,) 
~— v where « ranges over some directed set. Since [0,1] is compact and h* Y is 
obviously relatively compact, we may assume that t,— ¢ € [0,1] and A*(z,, t,) 
+w€E. But then z,>v + w, and since h* is continuous it follows that 
h* (x,, t,) > h*(v + w, t). Consequently 

v=v+w—AhA*(viw,t)cd, 
and J must be closed. 

Since J is closed and 0 ¢ J there exists g €¢ Z ~ {0} such that [0,1] qc E ~ J. 
Now it can be verified that N x [0,1] = [0,1] Y, and in fact each point (zx, t) of 
N x [0,1] other than (0,0) admits a wnique expression in the form r(z, t) y(z, t) 
for r(x, t) € [0,1] and y(z, t) € Y. Specifically, 


0<t>uz t (a/t, 1) 
when 0< wr2t thenr(z,t)={ux and y(z,t)={(2/uz, tp), 
O0=t=yr 0 arbitrary ¢ Y 


where yu is the gauge functional of N. Now for each (z, t) ¢ N x [0,1] define 
h** (x, t) = (lL—r(z, t)) q + r(z, t) h*(y(z, d). 


Then A*c A** and it is easy to verify that A** is compact; that is, 
h**¢ C(N x [0,1], Z). 

Let Z denote the set of all x € N such that A**(x, t) = x-for some t € [0,1]. 
For a point z € N the condition that 


x= (1—r(z, t))q + r(z, t) h* (y(z, t)) 
implies respectively, for the three cases listed above in defining the functions 
r( , ) and y( , ), that 
Paes 
st a= Fa (Z, i) ed 


Spe 5. 8. saf.2.''-* 
ux {-..* (= es 


q=9, 


all impossible when ux=} by the fact that g+0 and [0,1]qc B~ J. 
Consequently Zc } N. For each x ¢ N let yx = 2 max(ux — }, 0). Then 7 is a 
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continuous map of N into [0,1] such that 7 = 0 on Z and 7 = 1 on B. For all 
(x, t) € N x [0,1], set 


h’ (x, t) = h**(x, 1 — (nz) (1—?)). 


Clearly h’'¢ C(N x [0,1], Z). When z ¢ B or t = 1 we have h’(z, t) = h*(z, t), 
so I—h, = f'>f and I—h, = g’. Now if h**(xz, 1 — (yz) (1 —t)) = z, then 
xz €Z, whence nx = 0 and h’(z, t) = A**(z, 1) = (I —g’) x. But g’¢€ D,(N, EB) 
so g’x + 0 and consequently h’(z, t) + xz. Thus to complete the proof of 1.2 it 
remains only to show that the mapping h’ is approachable. 

Since h and J —g’ are approachable by hypothesis, and since N x {1} is a 
retract of Y, it follows from Proposition 1.1 that h* is approachable. Now con- 
sider an arbitrary neighborhood U of 0 and let V be a neighborhood of 0 such 
that [0,1] V c U. Since h* is approachable, there is a compact mapping ¢* of Y 
into a finite-dimensional subspace L of EZ such that ¢*(z, t) € h*(x, t) + V for 
all (x, t) € Y. Now for each (z, t) € N x [0,1] define 


C** (zx, t) = (l—r(z, t)) q + r(x, t) C*(y(z, 2). 
Then ¢** maps N x [0,1] compactly into the subspace L + Rg, and 
C** (xz, thc (l—r(z, t))q + r(x, t) A*(x, t) + r(x, t) VCA**(z,t) + U. 


Consequently A** is approachable, and it is then easily verified that h’ is ap- 
proachable. Tne proof of 1.2 is complete. 

1.3 Corollary. Suppose E, N, and Bare as in 1.2, and § € CA(N, EB). Thenij 
E admits no fixed point in N, every member f of D,(N, EB) which is homotopic to 
I— & in D,(B, E) must admit an extension {' ¢ D,(N, EB). 

Proof. Let g = I— |B and g’= I—&. The conditions of 1.2 are satis- 
fied and {’ must exist as described. 

A function f € D,(B, EZ) will be called p-inessential provided fc f’ ¢ D,(N, EB); 
if no such f’ exists, / is called p-essential. 

1.4 Theorem. Suppose E is a Hausdorff linear space, N is a closed symmetric 
shrinkable neighborhood of 0 in E, N + E, and B is the boundary of N. Suppose 
f € D,(B, E) and for each x € B the point f x lies outside the segment [0,1] f(— =). 
Then f is 0-essential. 

Proof. Let J denote the set of all points of the form fz — t/(— x) for x€ B 
and ¢ € [0,1]. Consider an arbitrary point w € clJ. Since [0,1] is compact and 
(I — f) Bis relatively compact, there exist nets t, in [0,1] and z, in B (where « 
ranges over some directed set) such that t,>¢¢ [0,1], z,—/fz,>uéZ&, 
— x,—}f(— 2x,) > v € E, and fz,—t,f(— 2,)>w. And 

(fq q) — ty(f(— Zq) + %q) + (1 + ty) Ze= fX—e—tyf(— Z_), 
so it follows that x, q ¢ B, where q = (1 + t)-'(w + u— tv). Consequently 
w = fqg—tf(—q) € J and J must be closed. 

Now suppose /f is 0-inessential, whence {c/’¢ D,.(N, 2). By reasoning 

similar to that of the preceding paragraph, the set f/’N is closed. Since 


0¢J Uf'N, there is a neighborhood U of 0 such that U— [0,1] UCE~ 
~ (J Uf'N). Now since I— f’€ CA(N, £), there exist a finite-dimensional 
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linear subspace L, of Z and a continuous map ¢ of N into a relatively compact 
subset of L, such that (x € (I — f’) x + U for all x € N. Choose 6 € B and let L 
denote the linear extension of L, {b}, No= N 1 L, and for each x € N, let 
fox = x—(Cyx. Then f,¢ D(Ng, L). If {yx = 0 for x € Ny, then 


za=Cxe(I—f')x+ U=2—f'r+U, 


whence /’x ¢ U; since x € N, this contradicts the choice of U. Consequently 
fo€ Do(No, EZ). For each t ¢ [0,1] and z € B,= Br L (the nonempty boundary 
of N, relative to L) we have 


fox —tfo(—x) = x—Cx—t(—-x—C(—2)) 
€x—[I—f) 2+ UJ—t(—2—[U—f) (—2) + U) 
= fx—tf(i—2z)—U+tU. 


Hence if f,2 = t/,(— x) then J intersects the set U —tU, again contradicting 
the choice of U. Thus we have /,¢€ D,(No, L), and for each x € B, the point 
yx lies outside the segment [0,1] /,(— x). In short, the original problem has 
been reduced to a finite-dimensional one, since by [7] the set N, is a shrinkable 
neighborhood of 0 in L. 

Let yu /denote the gauge functional of N, at 0 in L. Then y is continuous, 
and we may extend /, to a function 7 defined on all of L by setting 


_ |fox when z€ N, 
se (ux) fo(z/ux) whenze L~N,. 


Now the set ¢ N is a compact subset of L, so L must contain a spherical cell C 
(in terms of a Euclidean norm for L) which is centered at 0 and is such that 
¢N — [0,1]¢Nc4C. Consider an arbitrary point x of the boundary of C. 
If x € int N, then clearly yz ¢ [0,1] n(— x). If x € Ny then nx = f, x, 4(— 2) 
= f)(— z), and thus if yz = ry (— x) forr € [0,1] it follows that fz = rf,(— 2). 
But fox <2—CN and f,(—2x)¢—2—CN, whence (1+r) e¢N—r0 NC HC, 
contradicting the choice of C (for x € bdry(C). 
Now for each x € bdryC and ¢ € [0,1] let 


A 1 t 
n(x, t) = mee = 7 ne— 74 2)- 


Then since always 7x ¢ [0,1] 7(— 2), it is clear that »,2 = 0. Since »( , ) is 
continuous and always 7,z € [0,1] 7C + [0,1] 4C, it is clear that n,. and 7, are 
homotopic in D,(bdry C, L)> But of course 7,= »|bdryC and 7, is an antipodal 
mapping — that is »,(— x) = —n, x. Since y)C n € Dy(bdryC, £), it follows by 
Theorem 1.2 (or by the original homotopy extension theorem of Borsvx) that 
n, can be similarly extended. But 7, must be essential by Borsux’s well-known 
theorem on antipodal mappings [3], and the contradiction completes the proof 
of 1.4. 

1.5 Corollary. With E, N, and B as in 1.4, suppose that y « CA(N, E) and 
that foreach x € B, x lies outside the segment [px,—y(—-x)]. Then there exists 
xy) © N ~ B such that px= 24. 
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Proof. Let { = I— p. Then f € D,(B, EB). Now if (for x € B) fx = tf(— 2) 
for ¢ € [0,1], then 2 = (1 + t)-'pax + t(1 + t)-"(—q(—2z)), contradicting the 
hypothesis. Thus / must be essential by 1.4 and the desired conclusion follows 
from 1.3. 

1.6 Corollary. With L, N, and B as in 1.4, suppose thal § € CA(N, EB) with 
EBCN. Then there exists xy¢€ N such that Ex,= xp. 

Proof. By hypothesis, § N lies in a compact subset of Z, and the same is 
therefore true of the set ZY. {€z, —&(—z)]. Thus for a sufficiently large k, 


Z is interior to the neighborhood kN. For x ¢ kN let us define 


_ fx forae N 
~ |alux forxekN~N. 


Then r is a continuous retraction of kN onto N. With Breplaced by kB and 
y by r&, the conditions of 1.5 are satisfied and therefore r & admits a fixed point 
2. But with r&x,= xz, we must have 2,¢ N. Now we claim §2,¢ N. For if 
Ex ¢ N then r&z,¢ B by the definition of r, whence z,¢ B and §2,¢ N by 
hypothesis. Since §z,¢ N we have r§x,= &z, and consequently z= xy. 

1.7 Corollary. Suppose E is a Hausdorff linear space and J is a compact 
retract of E which admits arbitrary small continuous displacements into finit: 
dimensional subspaces of E. Then J has the fixed-point property. 

Proof. Clearly there must exist a closed symmetric shrinkable neighborhood 
N of 0 in £ such that Jc N + E. Let r be a continuous retraction of £ onto J 
and r, the restriction of r to N. Consider an arbitrary continuous map » of J 
into itself, and let § = ry. Then the conditions of !.6 are satisfied by £, so & 
admits a fixed point and this is clearly a fixed point for 7. The proof of 1.7 is 
complete. 

The second property of J mentioned in 1.7 amounts to the condition that th: 
map I|J € C(J, E) is approachable. We shall express this more briefly by saying 
that J is approachable. Now consider the following two assertions about a 
compact convex subset K of a Hausdorff linear space Z: A,: K is a retract 
of E; A,: K is approachable. When E£ is locally convex, A, must be true 
(cf. Naaumo [15]) but A, may fail (cf. MicHaxE. [12] and Kuze [8}). Thus 1.7 
does not cover the fact that K must have the fixed-point property when £ is 
locally convex (TycHonorF [19]). However, when £ is locally convex and 
metrizable, A, must hold by a theorem of Dugunps1 [5], a more elementary 
argument due to Kakutani [14], or, when £Z is separable and normable, by an 
especially simple argument involving nearest-point: mappings. Thus 1.7 does 
cover SCHAUDER’s theorem [18] to the effect that a compact convex subset of a 
Barach space must have the fixed-point property. When £ is assumed merely 
to be metrizable, it is unknown whether A, or A, is true, and also whether K 
has the fixed-point property. (ScHAUDER’s proof in [18] makes implicit use of 
local convexity.) See [7] for further remarks on this problem. 

Now as in 1.4—1.6, let N denote a closed symmetric shrinkable neighborhood 
of 0 in a Hausdorff linear space £, with N + £, and let B denote the boundary 
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of N. Following Atrman [2], we say that a function f’ on N is a 0-mapping 
provided whenever 2,, x,€ N with /’x,= /{’ xg, then z,— 2, ¢ B. 

1.8 Proposition. Suppose N is a closed symmetric shrinkable neighborhood 
of 0 in a Hausdorff linear space E, N + E, and B is the boundary of E. Suppose 
f' € D(N, EB) and f' is a 0-mapping on N. Then f'0 ¢ f' B and the restriction f of 
}' to B is f' 0- essential. 

Proof. The fact that /’0 ¢ {’ B is immediate from the definition of a 0-map- 
ping. We assume without loss of generality that /'0 = 0. Now for each x ¢ B 
and ¢ € [0,1] let 


, r{—t 

h(z,t) = I—1')(744)—U—-1) (734), 
which is well-defined since [—1,1] Bc N. It is clear that hy = J —f, h is con- 
tinuous, and h(B x [0,1]) lies in therelatively compact set (J—/’) N—(I—f')N. 
And if h,z = , then f’ (54; 
d-mapping. It follows that if the mapping A is approachable, then / and J — h, 
are homotopic in D,(B, £). But it is easily checked that J — A, is an antipodal 
mapping and hence must be 0-essential by 1.4. From 1.2 it then follows that / 
is 0-essential. Thus to complete the proof of 1.8 it remains only to show that h 
is approachable. 

Consider an arbitrary neighborhood U of the origin in E, and let V be a neigh- 
borhood of 0 such that V— Vc U. Since J — jf’ is approachable, there exist a 
finite-dimensional linear subspace L of E and a compact mapping ¢ of N into L 
such that (x ¢ (I —f’) x+ V for all x¢€ N. For (z, t) € B x [0,1], let »(z, t) 


) =f’ ( eo a x) , an impossibility since f’ is a 








= ¢( a)-¢(F +7) . Then it is clear that ¢ is a compact mapping of 


B x [0,1] into L— L = L, and that always 
n(x, t) € h(x, th + V—Vch(z,t)+U. 


Thus h is approachable and the proof of 1.8 is complete. 

Now if G is an open subset of # and & ¢ D(G, E), then & will be called a local 
0-mapping provided for each p ¢ G there exists a closed symmetric shrinkable 
neighborhood N, of 0 such that p + N,CG, and such that if-z,, 2,.¢ p+ N, 
with §2,= &x,, then z,— x,¢ bdryN,. 

1.9 Theorem. Suppose G is an open set in the Hausdorff linear space E, 
€ ¢ D(G, E), and is a local 0-mapping. Then EG is an open subset of E. 

Proof. Consider an arbitrary point q¢&G; say q= &p for pe G. Let 
N (= N,,) be as in the above defin‘tion of local d-mapping, and for each x ¢ N 
let f’p = €(x + p). Let B denote the boundary of .V and / the restriction of 
f' to B. It is evident that /’¢ D(N, EZ), f’ isa d-mapping on N, and f’0 = Ep=q. 
Thus by 1.8, g ¢ F B and f is g-essential. Now / B is closed by the usual sort of 
argument, and thus there is a neighborhood W of 0 in Z such that g + [0,1] Wc 
CE ~{B. We will show that q+ Wc/N, whence g + Wc &G and it follows 
that €G is open. 

Consider an arbitrary point w¢ W. For each x¢€ B and ¢€ [0,1], let 
h(x, t)= (I—f) z+ tw. Clearly h is compact and approachable. And if 
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h(x, t)= x-—-gq, then /a=q+ tw and fx¢f/Br (q + [0,1] W), an impossi- 
bility. Consequently & « D,(B x [0,1], £), and J — hy and J — h, are homotopic 
in D(B, B). But 1—h =f, which is qg-essential, and thus J — h, is also q- 
essential by 1.2. Let g’x = fx—w for all 2 ¢ N. Then J —h,cCg'€ D(N, B), 
and consequently g’x = q for some x ¢ N. But thenfz = ¢ + wandg + we€fN. 
It follows that ¢q + WcC{/N and the proof of 1.9 is complete. 

1.10 Corollary. Suppose G is an open subset of the Hausdorff linear space E, 
& « D(G, EB), and § ia locally biunique. Then EG is an open subset of EB. 

Granas's homotopy extension theorem [6] was restricted to a Banach space 
but applied to arbitrary subsets rather than merely to shrinkable neighborhoods. 
We shall now indicate another easily proved generalization of this theorem. 
Consider a class ./ of subsets of a Hausdorff linear space 2, assumed always to 
be saturated (Ac S « «f implies A ¢ W). For a topological space 7’, let C(7’,.o/) 
denote the class of all continuous mappings of 7 into £ such that pT ¢ v. 
For X c E, let D(X. 7) denote the class of all mappings / of X into E such that 
I —f € O(X, of). The definitions of D,(X, «/) and of homotopy in D,(X, .9/) 
are analogous to those given earlier for D,(X, £). 

1.11 Theorem. Let o/ be a saturated class of subsets of a Hausdor{f linear 
space E, X' a subset of E, X a relatively closed subset of X, p€ E, and 
1,9 © D,(X, of). Assume that f and g are homotopic in D,(X, #) and 
gcg' © D,(X', of). Then each of the following additional conditions guarantees 
the existence of {'< D,(X', oA) such that fc f’ and f’ and g’ are homotopic in 
D(X’, &): 

1° X’ is normal and every member of sf lies in a member of of which is an 
extension space for the space X' x [0,1]; S, S'¢ of implies SU 8S'€ of; 

2° E is locally convex and X' is metrizable; S, S’« of implies SU S'€ 
and conv S € @/; 

3° E is complete, metrizable, and locally convex; o/ is the class of all relatively 
compact subsets of E; 

4° E is complete, metrizable, and locally convex; & is the class of all subsets 
of weakly compact subsets of E. 

Sufficiency of 1° is immediate from the reasoning of Granas [6]. That 2° 
implies 1° follows from Dueunps1’s extension theorem [5], that 3° implies 2° 
from a theorem of Mazur and Boursaki [4], and that 4° implies 2° from a 
theorem of Prax [16]. 

2. Admissible spaces. In connection with the material of § 1, it would be of 
interest to know exactly which Hausdorff linear spaces EZ have the following 
property : 

P, — whenever T is a topological space and ¢ is a compact mapping of 7' 
into Z, then @ is approachable. 

This condition is clearly equivalent to 

P, — every compact subset of Z is approachable. 

A space E which has properties P, and P, will here be called admissible. 
It is well-known that every locally convex space is admissible (cf. Nagumo [14]) 
and we shall establish the admissibility of certain spaces which are not locally 
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convex. However, we do not know whether all Hausdorff linear spaces are ad- 
missible. It would be of special interest to know about admissibility of the space 
of all measurable real functions on [0,1], in the topology corresponding to 
convergence in measure. 

We do not know whether the completion of an admissible space must be 
admissible. However, we are able to prove 

2.1 Proposition. If E is-a dense linear subspace of an admissible Hausdor{f 
linear space F, then E is also admissible. 

Proof. Consider a compact subset X of Z and a neighborhood U of the origin 
in F. Let V be a neighborhood of 0 such that V + Vc U. By hypothesis there 
exist a finite-dimensional subspace M of F and a continuous map ¢ of X into M 
such that 2 € 2 + V for all x ¢ X. Let n denote the dimension of M and let W 
be an open neighborhood of 0 in E such that V contains the set of all sums of the 


n 
form >” t,w, for |t,| < 1 and w,¢€ W. Since the set Y = ¢X is a compact subset 
0 


of M, and since E is dense in F,, there exists an n-dimensional linear subspace 
L of E such that y + W intersects L for all y ¢ Y. Now for each y € Y let Dy 
denote the convex hull of the set (y + W) 7 L. It is easily verified that @ is 
lower semicontinuous and, by use of Caratheodory’s theorem on the represen- 
tation of convex hulls, that yc y + V for each y € Y. Since L is finite-dimen- 
sional and Y is perfectly normal, a theorem of MicHaxEt [13] guarantees the 
existence of a continuous selection for the carrier ®; that is, there is a continuous 
mapping g of Y into L such that py ¢ Dy for each y € Y. Then the mapping 
n = ~¢ is a continuous mapping of X into L, and for each x ¢ X we have 


nxe=plxe@lxclx+Vc#+V+Vcxr+U. 


It follows that X is approachable and the proof of 2.1 is complete. 

We shall now establish the admissibility of some spaces which are not locally 
convex. Following W. RoBErtson [17], a topological linear space (Z, c) is said 
to be ultrabarrelled provided a is finer than every topology t under which (E, r) 
is a topological linear space admitting a fundamental system of o-closed neigh- 
borhoods of 0. A Schauder basis for a Hausdorff linear space E is a sequence b, 


in E such that for each x ¢ X there is a unique sequence x* in R for which 
n 


x= lim )’ x‘b;. From Roperrson’s version [17] of the Banach-Steinhaus 


n—+o 1 
theorem it follows that Schauder bases in ultrabarrelled spaces behave much 
as they do in Banach spaces. In particular: 


2.2 Proposition. Suppose b, is a Schauder basis for an ultrabarrelled Haus- 
n 
dor{f linear space E and x, is the associated sequence of projections (x, z=) xb.) 
1 
Then the sequence x, is equicontinuous on every compact set and converges uni- 
formly to the ider ‘ity mapping. 


For complete metric linear spaces, the result 1.2 is attributed by NrkoL’skII 
[15] to MaRKouCcHEviITz [11]. Mrs. RoBERTson’s result is stronger, for she ob- 
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serves that every topological linear space of the second category is ultrabar- 
relled. 

2.3 Corollary. If an ultrabarrelled Hausdorff linear space admits a Schauder 
basis, then it is admissible. 

From 2.3 it is easy to deduce the admissibility of an arbitrary complete 
metric linear space which admits an unconditional basis (possibly uncountable). 
In particular, the space 1*x must be admissible for every p> 0 and every 
cardinal x; for p< 1 and x = xo, this space is not locally convex. Admissibility 
of 1?x can also be deduced from the following result. 

2.4 Proposition. Suppose E is a Hausdor{f linear space,0 < B < co, and ¢ )is 
a continuous function on E such that (0)=0, (rz) < (x), and a +ys 
< Bx) + By) whenever x, y ¢ E andr € [0,1]. Suppese L is a finite-dimensio- 
nal linear subspace of E and P is the set of all p € E such that (pp — p) = inf 

€L 


<y— p) for a unique point pp ¢ L. If the transformation y: P + L is disconti- 
nuous at a point p,€ P, then there exists z¢ L ~ {0} such that (sz) < B® (ppo— po) 
+ B*(pq) for all s = 0. 

Proof. By hypothesis there is a net p, in P (« ranging over some directed set) 
such that p, is convergent to p,¢ P but pp, is not convergent to pp,. We may 
assume without loss of generality that mp, converges toa point v,¢ L’ = L {oo}, 
the one-point compactification of L. If v,¢ L it follows from continuity of < ) 
and the definition of g that 


(Vo— Po) = lim<pp,— Pz) = lim pPo— Pz) = <P Po— Po) - 
But this contradicts the uniqueness assumed for gy, since v,¢ L ~ {pp} and 
(Up— Po) = ~ <y — Po). Thus vg= oo and (replacing p, by a suitably chosen 
subnet but stalin the original notation) there must exist a point z ¢ L ~ {0} 


and a net t, of positive numbers such that t, > 0 and t, pp, > z. Let s be an arbi- 
trary positive number. Then eventually st, < 1 and we have 


(sz) S B<sz— st, pp.) + BXPPa) 
S B{sz— st, pp.) + B(PP.— Po) + PPX Po) - 
Since ¢ ) is continuous and (0) = 0 it follows that 


(82) S B(@Po— Po) + B?XPo) ; 
completing the proof of 2.4. 
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Structure theory for a generalised Boolean ring 
By 
N. V. SuBRAHMANYAM in Waltair, India 


To Professor V. Ramaswami 


§ 0. Introduction 


0.0: Let R be any (associative) ring, in which 

P,: each element has a minimal idempotent duplicator in the centre of R; 
i.e. if a € R, there exists an idempotent a° in the centre of R such that (i) aa®°=a, 
and (ii) for every idempotent e which satisfies ae = ea = a, must a®%e = a°. 

Such a ring R seems to be a natural generalisation for a Boolean ring (in 
terms of its lattice structure) and it includes all the known generalisations 
for ({3]) Boolean rings, the regular rings of von NEUMANN with identity and 
without non-zero nilpotent elements etc., and further the so-called associate 
rings of Irvine Sussman [3] which embrace all these classes of rings and also 
the biregular rings of ARENs and Kap.ansky etc. For these rings, the author 
has extended [2] the lattice theory [3] of Sussman for associate rings and has 
also shown, by means of examples, that a P,-ring (i.e. a ring with property P,) 
actually belongs to a wider class than the class of associate rings; and it was 
shown in [2] that a P,-ring (and hence an associate ring) is composed of certain 
maximal sets, which are distributive lattices (Boolean rings), all isomorphic 
to one another: precisely, we have proved (see theorem 5 [2]) that each element 
of a P,-ring is contained in a maximal set which is lattice isomorphic to the 
set R, of idempotents in it; and we were tempted to conjecture (which we shall 
disprove in this paper) to the effect that all the maximal sets are lattice iso- 
morphic'to one another (see Cor. 10.2 [2]). Further, a P,-ring was shown to be 
isomorphic to a subdirect sum of subdirectly irreducible rings, each with unity 
element and (so) without other non-zero idempotent elements. 

0.1: In the present paper, we examine the principal ideal structure of a 
P,-ring satisfying the atomistic condition (see below for definition) and show that 
such a ring is isomorphic to a “special” subdirect sum of the ideals generated 
by its atomic idempotents, with further specialisations under additional 
conditions. These results extend those of Invinc Sussman [4] for associate 
rings (to P,-rings) which were obtained under the complete atomistic condition 
and thus present improvements even in this case; also we shall show that many 
of our structure theorems cannot be improved. Finally, we obtain conditions 
on a P,-ring which are necessary to render it an associate ring, and also present, 
in the last section, an example which seems to suggest certain directions in 
which the author’s lattice theory for P,-rings may be extended. 
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I wish to record here my very deep obligations to Professor Invine SussMan, University 
of Santa Clara, California for sending me a copy of [4] prior to its publication. 


§ 1. Preliminaries and the Basic Theorem 


1.0: We recall from [2] the following definitions and lemmas for P,-rings, 
needed in the present paper (unless specified otherwise, R will denote, through- 
out this paper, a P,-ring): 

Definition 1: (i) a < 6 if and only if a°b = a (enclosure), 

(ii) a ~ b if and only if a°b = ab® (compatibility ). 

It may easily be verified that the above definition (ii) is equivalent to the 
following 

Definition 2: Two elements of R are said to be compatible if and only if 
they have a.common majorant. 

Obviously, 0° = 0; and we also have the following lemmas from [2]: 

Lemma 1: All the idempotents of R belong to the centre of R. 

Lemma 2: If e? = e, then (ae)® = a%e for every a and e in R. 

Lemma 3: If a < b, then a°< 6°; and a® = 6° together with a < 6 implies 
a= b. 

1.1. Now, we give the following definitions and lemmas of the present paper : 

Definition 3: An element a in B is called an atom if and only if (i) a + 0, and 
(ii) z < a implies either x = 0 or x = a. 

We have immediately, 

Lemma 4: An element a in R is an atom if and only if a° is an atom. 

Proof: Suppose a is an atom; then obviously a° + 0 and let 0 +e < a®. 
Then e°a® = e + 0 and hence, by lemma 2, a®e + 0. Further e is an idempotent 
and hence, again by the same lemma, ae + 0. But ae < a and this is a contra- 
diction unless ae = a (since a is an atom), in which case e = a°e = a® so that a® 
is an atom. 

Conversely, if a° is an atom and a is not an atom, then there exists an element 
x +0 such that x <a and x +a; then however, x°< a® and x°+ 0 so that 
x® = a°. But this implies x = a, which is a contradiction to the choice of z and 
hence a is an atom. Q. E. D. 

Definition 4: A P,-ring R is said to be atomistic if and only if each non-zero 
element in R contains an atom. 

We now prove the following theorem which shows that, in order to verify 
a P,-ring for the atomistic condition, it is enough if we examine the set of all its 
idempotents. 

Theorem I: A P,-ring R is atomistic if and only if Ro, the set of all its idem- 
potents, is atomistic. 

Proof: We observe that if e is an idempotent and e’ < e, then e’ is also an 
idempotent ; hence if R is atomistic and e ¢ Ry, then every atom contained in e 
is in R, and so R, is atomistic. 

Conversely, suppose that R, is atomistic and let a be any element of R, 
which is not an atom. Then a° cannot be an atom by lemma 4, and let e be an 
atom contained in a°. We assert that ae is an atom, which is contained ob- 
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viously (we may assume a + 0) in a. To this end, we notice that ae + 0, since 
(ae)® = a®e = e + 0; and let 0 + x < ae. Then 0 + x°< a%e = e€; but, e being 
an atom, this implies z°=e and hence z°= (ae)®; and this, together with 
x < ae, implies z = ae. Thus ae is an atom. Q. E. D. 

We have proved in [2] that each element of a P,-ring R is contained in a 
maximal compatible set, which is a distributive lattice (lattice) isomorphic to Ry. 
It is obvious now that for a P,-ring to be atomistic, it is sufficient if one such 
maximal set is atomistic. ; 

Definition 5: (i) An ideal (two sided) generated by an idempotent in R is 
called an idem-ideal ; and (ii) an idem-ideal generated by an atomic idempotent 
is called an atomic ideal. 

We have immediately the following obvious 

Lemma 5: Every idem-ideal of an atomistic P,-ring contains an atomic 
ideal. 

Prooj{: Let (e) be any idem-ideal and let e’ be any atom contained in e; then 
e’e = e’ so that e’ ¢ (e). Hence the atomic ideal (e’) is contained in (e). Q. Z. D. 

It is natural to wonder at this stage how an idem-ideal is related to the 
itomic ideals contained in it; we shall, however, postpone this discussion to a 
latter section (see theorem V below) and prove the following theorem now, 
basic for further results of this paper: 

Theorem II: An atomistic P,-ring R is isomorphic to a “special” subdirect 
sum of its atomic ideals. 

1.2: We divide the proof of this theorem into the following lemmas: 


Lemma 6: To each a in an atomistic P,-ring R corresponds an atomic 
idempotent e such that ae + 0, unless a = 0. 

Proof: If a + 0, then a® + 0; and let e be any atom contained in a®. Then e 
is an atomic idempotent and a%e = e + 0 so that ae + 0. Q. E. D. 

Lemma 7: If (e,) and (e,) are distinct atomic ideals in a P,-ring R, then they 
have no non-zero element in common. 

Proof: Since e, and e, are atoms e,e, = 0. Now if a is an element of both 
(e,) and (e,), then ae, = a = ae; and hence a = 0. 

Lemma 8: Every idem-ideal of a P,-ring (in fact, any ring) R is a direct 
component of R. 

Proof: Since each idem-ideal has the unity element, this follows by 
lemma 2 of [1] (page 872). Q. E. D. 

In fact, if (e) is any idem-ideal (we shall suppose that, in the case of any 
ring, e is also a central element), then the set of all elements of the form z — xe 
(which we shall denote by R,) is a two sided ideal of R, and R = (e) @ R,. We 
also require 

Lemma 9: If J is the set of all the atomic idempotents of an atomistic 
P,-ring R, then the intersection of all the ideals R,, e in J, is the zero ideal (0). 

Proof: If x € R,, then xe == 0 and hence this lemma follows from lemma 6 
above. Q. E. D. 
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We observe that a P,-ring R has no non-zero annihilator; and now the 
above theorem II is a consequence of the lemmas 7, 8 and 9 above, and the 
following theorem 15 of [1] (page 873): 

Theorem: Let R be a ring with no non-zero annihilator; and let {B,} be a set 
of two sided ideals in R. Necessary and sufficient conditions that R be isomorphic 
to a “‘special’’ subdirect sum of the ideals B,, are 

(i) B, 7 B; = (0) for i + j, 

(ii) for each i, B, is a direct component of R, that is, there exists a (unique) 
two sided ideal A; in R such that R = B; ® A;, and 

(iii) JT A,= (0). 

We have only to take the atomic ideals (e) for the B;, and the ideals R, for A,. 

Q. E. D. 

Since each atomic ideal is a special P,-ring (see [2]), we have at once, 

Corollary II: An atomistic P,-ring is isomorphic to a special subdirect sum 
of all the special P,-rings contained in it. 

It is obvious that the converse of this theorem also holds, since any special 
subdirect sum of rings R;, each with identity and without other non-zero 
idempotents satisfies the atomistic condition. In other words, a P,-ring is 
atomistic if and only if it is (isomorphic to) a special subdirect sum. 

Note: It is not necessary that a special subdirect sum of rings, each with 
unity element and without other non-zero idempotents should be a P,-ring. 
To see this, consider the set of all real (or complex) sequences {a,} such that 

» |a,| < co, with component wise addition and multiplication. 
n=l 

1.3: Now, the various steps used in the proof of theorem IT can easily be 
modified to prove the following theorem for a general P,-ring: 

Theorem III: Every P,-ring is isomorphic to a subdirect sum of all its idem- 
ideals. 

Thus in the case of a P,-ring satisfying the atomistic condition, we have a 
minimal representation in terms of its atomic ideals; and in the following 
section we turn to P,-rings satisfying a certain minimum condition. 


§ 2. Finitary P,-Rings 

2.0: Definition 6: A P,-ring is said to be finitary if and only if every 
strictly descending sequence of its elements is necessarily finite. (We shall also 
write b > a instead of a < b.) 

We might at once prove, along the lines of theorem I, the following: 

Theorem IV: A P,-ring is finitary if and only if the lattice of all its idem- 
potents satisfies the descending chain condition. 

We omit the proof of this theorem and, instead, prove 

Lemma 10: Each idempotent element of a finitary P,-ring contains only 
a finite number of atoms; thus a finitary P,-ring is also atomistic. 

Proof: We shall first show that each idempotent of a finitary P,-ring 
contains an atom. Let us assume that e is an idempotent which contains no 
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atom, so that every idempotent contained in e also does not contain any atom. 
Let 0 + e,< e, 0 + e,< e — ¢,, etc. We then have e > e— e, > e— e,— &, >***. 

We may suppose that the choice of the idempotents ¢,, ¢,, €,,.. . is such, 
as to ensure strict enclosure everywhere and thus we have an infinite strictly 
descending sequence of elements, contradicting the finitary character of the 
P,-ring. Hence e necessarily contains an atom. Thus, by theorem I, a finitary 
P,-ring is also atomistic. 

Next, let e be any idempotent and e, an atom contained in e, e, an atom 
contained in e—e,, €¢, an atom contained in e—e,—e,, and so on. Since 
e>e—e,>e—e,—e,>***, we must have, for some finite integer n, 
€ =, + €g +*** + @. If now e’ is any atomic idempotent contained in e’, 
e’ = e’'e = e'(e; + €g + *** + €y) = ee, + C2 + +++ + €’e,. However, for eachi, 
e’e, = 0 or e’; and hence e’ must be one and exactly one of the atoms 
es 5 Sr. Q. £. D. 

In view of lemma 4 above, we have at once the following corollary to 
lemma 10: 

Corollary 10.1: Each element of a finitary P,-ring contains only a finite 
number of atoms. 

2.1: We next prove a necessary and sufficient condition that a P,-ring may 
be finitary : 

Theorem V: A P,-ring is finitary if and only if each of its idem-ideals is the 
union of (minimal ideal containing ) all the atomic ideals contained in it. 

Proof: Suppose R is a finitary P,-ring. If (e’) be any atomic ideal contained 
in the idem-ideal (e), then e’e = e’ and hence e¢’ is one of the atoms contained 
in e. But there are only a finite number of atoms contained in e, and hence 
only a finite number of atomic ideals (e;) contained in (e). Also e = e, + @g + *** 

- + é€,, and thus e belongs to the union of all these atomic ideals, which there- 
fore contains (e). The reverse inequality is obvious and hence (e) is the union 
of all the atomic ideals coniained in it. 

Conversely, let (e) be the unicn of all its atomic ideals {(e,)}, so that 
€=2%,+ +++ + 2, with z;, in (e,,). Then however, e,,e = ¢,,2; = x, and hence 
a, = e,, for i= 1,2,3,...,”. Thus e,, ¢,,, €,,,@,,. +--+) @z, are all the atoms 
contained in e and hence the ring is finitary. (Note: we have tacitly assumed 
in proving the converse that the ring is atomistic.) Q. E. D. 

It is obvious that, in the above, (e) = (e,) @ +--+ ® (e,,). Hence we have the 

Corollary ¥.1: Each idem-ideal of a finitary P,-ring is the direct sum of its 
atomic ideals; hence, a finitary P,-ring with unity element is the direct sum 
of all its atomic ideals. . 

2.2: We shall next prove the main theorem of this section: 

Theorem VI: Every finitary P,-ring is isomorphic to a discrete direct sum of 
its atomic ideals. 

Proof: Since a finitary P,-ring is atomistic (see lemma 10 above), it is 
enough, in view of theorem II above, if we show that each element of the ring 
is annihilated by all but a finite number of atomic idempotents; and this is 
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easy, since each a is annihilated by all the atomic idempotents not contained 
in a° and a® contains only a finite number of atoms. Thus the proof is completed. 
Q. E. D. 

Since any P,-ring satisfying the minimum condition on its two sided ideals 
is finitary (the converse is obviously false), we also have 

Corollary VI.1: A P,-ring satisfying the minimum condition on its two sided 
ideals is isomorphic to a discrete direct sum of its atomic ideals. 

2.3: It is quite natural that one should ask at this stage, whether a “dual” 
definition of finitary rings in terms of ascending chain conditions would not 
yield parallel results. But, surprisingly enough, we have the following theorem, 
whose converse is at once shown to be false by example 1 [2]: 

Theorem VII: A P,-ring in which every strictly increasing sequence is 
necessarily finite, is finitary. 

Proof: It is enough if we examine the set of idempotents; and let 


€,, €g, €3,--- be any strictly descending sequence of idempotents. Then, 
€, — Cg, € — €3, €y — q, -- - is a strictly increasing sequence of elements and 
hence, for some integer mn, €;— €, = €;—€n41= €;—€n4q--- 80 that 
€1, €g, €g, €g, - - - i8 a finite sequence. Thus the ring is finitary and the proof is 
completed. Q. E. D. 


We now specialise the P,-rings in the following section in another direction. 


§ 3. Complete P,-Rings 


3.0: Definition 7: We shall call a P,-ring complete if and only if every 
subset in it of mutually compatible elements has the least wpper bound; i.e. if M 
is any compatible set in a P,-ring R, there exists an element u in R such that 
(i) a < wu for all a in M, and (ii) if a < x for alla in M, then u < z. (See Defini- 
tion 2 above.) 

We do not require that u should belong to M ; however it follows that in a 
complete P,-ring every maximal set has the uni-element (which, by definition 
belongs to it) and hence we have 

Theorem VIII: In a complete P,-ring all the maximal sets are isomorphic 
(as lattices or as Boolean rings) to each other. 

Proof: For, if u is the uni-element of a maximal set M in a complete P,- 
ring R, then M = wR,, where R, is the set of all the idempotents in R. 

Q. E. D. 

We observe that the converse of this theorem is not true, as is shown by the 
example 1 [2], nor can we omit the condition of completeness in the above 
theorem (even in the presence of atomistic condition) as the following example 
shows; and this incidentally disproves a conjecture made by the author (see 
Cor.: 10.2 [2]) about the c-isomorphism of a maximal set into the set of 
idempotents : 

Example 1: Let R be the set of all integral sequences (a,, ay, a, . . .) where 
the set.of all the distinct integers a; is only finite; then, under the component- 
wise addition and multiplication, R is an atomistic P,-ring with unity element. 
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We notice that R is not complete, although the set R, of all its idempotents is a 
complete atomistic Boolean Algebra; for, if M is a subset of R consisting of all 
the elements a = (a, Gg, G3, . . .) Where a, = i in a finite number of places and 
zeroes elsewhere, then M (i) is a maximal set in R, (ii) has no uni-element and 
(iii) is not o-isomorphic (in the sense of [2]) onto Ry. 

We finally remark that this ring R is actually an associate ring and hence, 
even in the case of associate rings, all the maximal sets are not necessarily 
isomorphic to one another. Also the analogue of theorem I is not true in the 
case of P,-rings satisfying the condition of completeness. Further, it is not 
difficult to modify this example suitably to show that, even for an infinite 
cardinal 8, 8-completeness cannot replace completeness in the above theorem. 

3.1: We shall now prove the following basic theorem of this section: 

Theorem IX: An atomistic P,-ring R is complete if and only if every subset A 
of pairwise disjoint atoms in R has the least wpper bound. (We shall call a, and a, 
disjoint if and only if aa? = 0.) 

Proof: .We observe that, since the atoms in A are disjoint in pairs, A is a 
compatible set; and hence follows that in a complete P,-ring, A has the least 
upper bound. 

Conversely, suppose that every subset of pairwise disjoint atoms in R& has 
the least upper bound; and let M be any subset in R of mutually compatible 
elements. Further suppose that A is the set of all atoms in R each of which is 
contained in at least one element of M; we shall show, first of all, that the 
atoms in A are disjoint in pairs. For this, let a,,a,¢ A; and suppose that 
a, < b,, ag< b, with b, and b, in M, so that we have a, = a{b,, a, = a}b,, and 
also b9b, = b,b$. Then, 


aa, = (a9b,)°(a$b,) = af bfalb, = afb, a$b2 = (afb,) (a$b,)°= a,a$ 


so that a, ~ a,. Also, since a, and a, are atoms, a? and a are also atoms (see 
lemma 4) and either a$a$ = 0 or a} = a$. However, if a{a} = 0, a, and a, are 
disjoint ; and if a? = a$, a, = a, since a, ~ a. Thus A is indeed a set of pairwise 
disjoint atoms and let u be the least upper bound of A. We assert that wu is also 
the least upper bound of M. 
To prove this, let us write, for an arbitrary but fixed ain M, z = a—a®u. 
If now e is any atom contained in a®, then ae is an atom contained in a, and 
hence, by the construction of u, ae<u so that ae = (ae)°u=a%euw and 
hence ze = ae — a°ue = 0. Again, if e is an atom not contained in a®, a®°e = 0 
so that ae = 0; therefore xe = 0. Thus ze = 0 for every atomic idempotent and 
so x = 0 (in view of lemma 6). Hence a = a®°u or a < u for all a in M, or in 
other words, u is an upper bound of M. 
Finally, if a < x for all a in M, then for every atom a’ in A, a’ < z so that 
u < x; and the proof is completed. Q. E. D. 
“3.2: We now extend, in the following main theorem of this section, the 
well known result on the representation of complete atomistic Boolean rings: 
Theorem X: A complete atomistic P,-ring is isomorphic to the (full) direct 
sum of its atomic ideals. 
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Proof: This theorem easily follows from the above theorem and the 
‘ theorem II; but we shall give an apparently different and direct proof: 

Let {(e,)} be the set of all the atomic ideals in a complete atomistic P,-ring R 
and let EZ be the (full) direct sum of all these ideals. We shall define a mapping 
y of R into E, by y(a) = {ae,} for a in R. (We notice that for each i, ae; €(e;).) 
Now if {a,} is any element of Z, where for each i, a,¢ (e,), then each a, is an 
atom or zero so that the elements a, form a compatible set in R and let a be the 
least upper bound of this set. Since a? = e, for each i, we have ae, = aa? = a, 
for all ¢, and hence g(a) = {ae,;} = {a,} so that we have o(R) = E 

Also, if p(a) = (6), then ae, = be, for every atom e, and hence a = 6; and 
thus ¢ is one-one. It is now easy to verify that is actually an isomorphism, 
and this completes the proof. Q. E. D: 

Since a finitary P,-ring is both complete and atomistic (complete, because 
each maximal set is finite) when endowed with the unity element, the corollary V1.1 
is also corollary X.1. 

3.3: We notice that a full direct sum R of rings R;, each with unity element 
and without other non-zero idempotents, is a complete atomistic P,-ring; also 
in such a ring R, all the maximal sets are isomorphic (as lattices or as Boolean 
rings) to each other. One might then be tempted to ask whether a P,-ring R, 
in which all the maximal sets are lattice-isomorphic to each other, is at least 
atomic (it need not be complete, as the example 1 [2] shows); but the answer 
is at once provided, in the negative, by a non-atomistic Boolean ring. Thus, the 
preceding two theorems do not seem to admit any improvements. Also, by the 
example I of this section, the theorem 5 [2] is the best possible in thet dire tion 
(even when restricted to associate rings). 

3.4: Finally, we remark that the completeness condition placed by Suss- 
MAN [4] for associate rings is distinctly weaker than the completeness condition 
placed in this paper on P,-rings (see example I of this section), but much more 
stronger than the atomistic condition we have imposed (see theorem I). 
Nevertheless, Sussman’s weaker conditions do not yield any results comparable 
to those of the present section (under our stronger condition of completeness), 
nor do they give any results (once again, by the example of this section) stronger 
than those, obtained in this paper under merely the atomistic condition. 

We shall, in the following section, turn to a class of rings, which seem to be 
immediate generalisations over Sussman’s associate rings. 


§ 4. Multiplicative-domain Rings 

4.0: To begin with, we shall try to give an insight into the extent to which a 
P,-ring generalises the concept of Sussman’s associate ring, by constructing 
a P,-ring R with unity element, which is a subdirect sum of domains of integrity 
(each with unity element), but not an associate ring ; thus, we shall show that an 
associate ring is not merely a P,-ring (with unity element) which is a subdirect 
sum of domains of integrity (although this looks pretty obvious) : 

Example 2: Let R be the set of all ordered triads (1, m,n) where 1 is an 
integer, and m,n are even integers; we shall define addition component wise, 
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and multiplication by (l,m,n)(l’,m’,n’)= (UU ,lm' +l m+ mm’,ln'+l'n+nn’). 
Then, this ring R (which, it can be verified directly, is isomorphic to the 
minimal ring with unity element and containing the direct sum of a pair of 
rings, each identical with the ring of even integers) is a commutative ring with 
unity element (1,0,0) and without other non-zero idempotent elements. 
Further, it contains no non-zero nilpotent elements and hence, by a well 
known theorem of N. H. McCoy (see for e.g., theorem 4 [1]; page 860), is iso- 
morphic to a subdirect sum of integral domains, each with unity element. This 
is, however, not an associate ring, since in such a ring a® = 1 implies that a is 
a non-0-divisor, while in this ring R (which is at once seen to be a P,-ring) a°= | 
for every a + 0 and R is not free of zero-divisors. 

4.1: We shall now introduce a sub-class of P,-rings by the following: 

Definition 8: A P,-ring R is called a multiplicative-domain ring (or simply, 
an m-domain ring) if and only if (ab)® = a°b® for all a and 6 in R. 

In an associate ring (a subdirect sum of domains of integrity R,, each 
with unity element), (ab)? = 1,¢ R, if and only if (ab), + 0,¢ R, and hence, 
if and only if both a, + 0, and b + 0,, so that a°b? = 1,¢ R,; thus an associate 
ring is clearly an m-domain ring. Also, the example 1 [2] shows that every 
m-domain ring is not necessarily an associate ring; and now the question arises 
whether the generality claimed for an m-domain ring (we notice that such a ring 
contains no non-zero nilpotent elements) goes beyond the mere absence of the 
unity element in an associate ring. Now, the following example shows that an 
m-domain ring need not be an associate ring, even in the presence of the unity 
element (see the remarks following the example) : 

Example 3: Let R be the set of all ordered couples (x, y) where z is an 
integer, and y = 0 or 1 in the two-element field (2) of residue classes modulo 2, 
according as z is even or odd; and let addition and multiplication be defined 
in R component wise. Then, R, being isomorphic to the ring of integers, is free 
of zero-divisors, has no non-zero idempotent elements other than its unity 
element and hence an m-domain ring. But this is not an associate ring, since for 
e.g. (2, 0)° is (1, 1) and not (1, 0) (an element which does not exist in R). We 
finally remark that R is a subdirect sum of the ring of integers and the two- 
element field (2), both of which are integral domains; thus an m-domain ring, 
even if given to be a subdirect sum of domains of integrity and is endowed with 
the unity element, need not be an associate ring. 

4.2: We observe that the representation of a ring R, as a subdirect sum of 
rings R,, is by no means unique; and it might be argued that the above ring may 
be capable of a representation as a subdirect sum of integral domains, which 
exhibits it as an associate ring. In fact, the above ring R, being free of zero- 
divisors, is itself an integral domain and hence (!) an associate ring (a contra- 
diction ?). But, in the opinion of the author, it is the subdirect sum represen- 
tation that counts, since, even in the commutative case, an associate ring (as 
forinstance in the above example 3) may not contain, with each a its “‘as- 
sociated idempotent” a°, if given a different representation as a subdirect sum 
of domains of integrity, even with unity elements granted to each of them. 
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(See also [3]; page 328.) Further, this example shows that even an isomorphic 
image of an associate ring is not necessarily an associate ring; and this seems 
to be very much disappointing. , 

Hence, we would be advised to ask only for conditions under which a 
P,-ring (an m-domain ring) is isomorphic to (i.e. can be exhibited as) an asso- 
ciate ring; and this we shall mean in asking when a P,-ring is an associate ring. 
But, whether an m-domain ring with unity element is not (apart from this 
logical distinction) an associate ring, remains an open question. (See theorem XII 
below.) 

On the other hand, every isomorphic image of any P,-ring is also a P,-ring. 
For, if o(R) is the isomorphic image, under the mapping o, of a P,-ring R, then 
a (a) o(a°) = o(a), and if u(a) o(e) = o(e) (a) = o(a) then ae = ea = a 80 that 
a°e = a° and hence a(a*) o(e) = o(a°) and ‘thus o(R) is a P,-ring. Also, if an 
m-domain ring is a special P,-ring then it is a domain of integrity. Finally, 
let o: a’ = o(a) be a homomorphism of a P,-ring R into another P,-ring R’. 
It follows easily that (a’)®< ‘(a®)’ so that if a < b, then (a’)®b’ = (a’)®(a®)’b’ 
= (a’)°(a°b)’ = (a’)°a’ = a’ and hence a is order-preserving. If further o is an 
isomorphism, we have, since o~'{a(a)} = a, also 


a® = {a-"(a')}° < o-1{(a')} < o-1{(a°)’} = a? 


so that (a’)® = (a°)’ and we may denote the enclosure in both the rings by the 
same symbol. Thus we have proved: 

Theorem XI: Jf o is a homomorphism of a P,-ring R into another P,-ring R’, 
then o is also order-preserving ; and if o is actually an isomorphism, we have, in 
addition, a(a°) = {a(a)}° for each a in R. 

4.3: We shall now see, in the rest of this section, that m-domain rings 
share with the associate rings many of their agreeable properties (see [4]): 

Lemma 11: Every atomic ideal of an m-domain ring is a domain of 
integrity. 

Proof: We observe that for each a + 0 in the atomic ideal (e), a® = e so 
that whenever a + 0, b + 0 in (e) of an m-domain ring, (ab)® = a°b° = e +0 
and hence ab + 0. Q. E. D. 

Following Sussman [4], we shall now make the following 

Definition 9: An idem-ideal of a P,-ring is called an ideal-domain if and 
only if it is also a domain of integrity; and a P,-ring is said to satisfy the ideal- 
domain condition if and only if each of its idem-ideals contains an ideal-ddmain. 

We are now ready to prove the following main theorem of this section: 

Theorem XII: Under the ideal-domain condition, a P,-ring is isomorphic 
to a special subdirect sum of all the ideal-domains contained in it. 

Proof: We prove, first of all, that a P,-ring R is, under the ideal-domain 
condition atomistic. For this, let e be any idempotent in R, and (e’) an ideal- 
domain contained in (e). Then e’+0 and if g<e’, then g= ge’ so that 
g(e’—g) = 0 and hence g = 0 or e’; thus e’ is an atom which is obviously 
contained in e. So R is atomistic. Hence, by the theorem II, R is isomorphic 
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to a special subdirect sum of all the ideal-domains contained in it (since each 
atomic ideal is an ideal-domain and conversely). Q. E. D. 

We observe that, in the above, if R, = (e,) are the ideal-domains contained 
in R and a is any element of R, then a°%e, = e, if and only if ae, + 0 so that the 
subdirect representation of a® consists of 1,¢ R, in each place in which a, + 0 
and zeroes elsewhere ; and since each R, is a domain of integrity, it is now easy 
to deduce that R is an m-domain ring. Hence we have, 

Theorem XIII: Under the ideal-domain condition, a P,-ring (with unity) 
is an m-domain ring (an associate ring). 

We notice that the converse of this theorem is by no means true, as is shown 
by a non-atomistic Boolean ring; and if in a P,-ring R, satisfying the ideal- 
domain condition each idem-ideal is the union of all the ideal-domains con- 
tained in it, then R is finitary (see theorem V) and hence, in this case R is a 
discrete direct sum of the ideal-domains contained in it. Also, if R is complete 
and satisfies the ideal-domain condition, then it is the (full) direct sum of its 
ideal-domains. 

4.4: We now list, in the following theorem, a few properties of m-domain 
rings, which they share with the class of associate rings (see [4]): 

Theorem XIV: Jn any m-domain ring R, 

(i) for each idempotent e, the set {x: x° =e} is a multiplicative domain 
(i.e. a semigroup in which both cancellation laws hold) with “local” unity e; 

(ii) the multiplicative domains described in (i) decompose the elements of R 
imto mutually disjoint sets, no set containing two distinct elements of the same 
compatible set ; 

’ (iii) each idem-ideal (e) in R is the logical join of all the multiplicative domains 
contained in it; and , 

(iv) for each a in R, the set N, of all the annihilators of a is precisely the 
set N.» of all the annihilators of its minimal idempotent duplicator a°, and hence 
is a two sided ideal in R; and it is a logical join of multiplicative domains of R. 

Proof: (i) Write S, = {x: 2° = e = e*}; obviously, S, is a semigroup with 
local unity e; and if a,b,c¢ 8, and ab=ac, then a(b—c)=0 so that 
e(b— c)® = 0 and hence e(b — c) = 0. However, this implies b = be = ce = ¢, 
and the other cancellation law follows similarly. This proves (i). 

(ii) Obviously, each element of R belongs to some S,; and if a € 8S, S,, 
then e = a® = f/ so that S, = S,. Also, if a,b € S,, then a® = b° so that a ~ b 
implies a = 6; and so we have (ii). 

(iii) If e’?= e’€ (e), then for each a in S,, ae = aa®°e = ae’e = ue’ =a, 
so that S,-c (e); and if S,-C (e), obviously e’ < e. Hence (e) is the logical join 
of all the multiplicative domains of R, each of which is determined by an 
idempotent element contained in e; and so (iii) follows. 

(iv) In any P,-ring, if za® = 0, then za = 0 so that N.C N,; also it is 
not difficult to verify that N,. is a two sided ideal in R, since a° is a central 
element. Now, in any m-domain ring,.xa = 0 implies 2°a° = 0 and hence 
xa® = 0so that N,c N,. and thus NV, = N,,. Further, if ca = 0, then z°a = 0 
and hence for any y in (x°), ya = yx°a = 0 so that (x°)c N,. Thus N, is the 
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logical join of all the idem-ideals (e) where ae = 0 so that the last part of (iv) 
follows from (iii); and this completes the proof of the theorem. Q. E. D. 

We remark that if an m-domain ring R contains the unity element “1”, 
then the maximal elements in R are precisely the non-()-divisors in R; and 
if U denotes this set, then for each e, S,= Ue. Also in any P,-ring with unity 
element, V, = (1 — e) so that if R is also an m-domain ring NV, = (1 — @°). 
Now it is easy to see that the entire content of [4] extends to the case of 
m-domain rings. 

We shall now, in the next and final section, discuss certain problems 
relating to the lattice structure of a P,-ring and also prove a result which 
seems to have an interest of its own. 


§ 5. A Converse Problem 


5.0: If S is any set endowed with a binary reflexive relation ~ (not 
necessarily transitive), then Zorn’s lemma implies that each element of / is 
contained in a maximal ~ -set in Y; i.e. if a €¢ Y, then there exists a subset VM, 
containing a, in / such that x, y ¢ M implies that z ~ y, while any enlargement 
of M would deprive it of this property. 

5.1: Suppose now that S is any partially ordered set, and define: a ~ b 
(a and b are compatible) if and only if they have a common upper bound in S; 
then ~ is obviously a binary reflexive relation in S, and hence each element 
of S is contained in a (not necessarily unique) maximal compatible set. Now, 
if each element a of S can be assigned a maximal compatible set M,, containing 
it, such that all the sets M, are order-isomorphic to each other, we shall call 
the partial ordering in S, consistent, and S is said to admit a consistent partial 
ordering. 

5.2: Obviously, the former part of this definition is not vacuous; and it is 
easy to introduce, into an arbitrary set, a consistent partial ordering (for 
example, the trivial ordering). On the other hand, suppose now that R is an 
arbitrary (associative) ring and R, is the set of all its central idempotent 
elements. If a consistent partial ordering (<) of R agrees on R, with its natural 
partial ordering (see Introduction [2]), we shall say that “<<” is idem-con- 
sistent. It is now easy to see that, if R is not free from non-zero central idem- 
potent elements (i.e. if R, contains more than one element), then the trivial 
ordering of R is not idem-consistent; also, under every idem-consistent partial 
ordering in R, R, is a compatible set. 

5.3: Apart from the trivial case mentioned above, the question arises 
whether every ring admits an idem-consistent partial ordering; and the lattice 
theory we have developed in [2] for P,-rings may be summarised in a single 
sentence: “Every P,-ring admits an idem-consistent partial ordering.” We shall 
now construct an example of a ring which admits an idem-consistent partial 
ordering but is not a P,-ring; and this suggests the existence of a wider class 
of rings to which the author’s lattice theory for P,-rings, and hence Sussman’s 
lattice theory for associate rings, may be extended. 
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5.4: We first construct a ring R whose only central idempotent is its zero 
element, while it contains “‘plenty” of idempotents outside its centre: 

Example 4: Let R be the set of all ordered couples (x, y) of real numbers, 
with addition defined component wise, and multiplication by (2, y) (2’, y’) 
= (x[z’ + y’], y[x’ + y’]); then £ is an associative (but not commutative) 
ring and we shall now investigate the general form of a non-zero idempotent 
in R. 

Lemma: Every non-zero idempotent in R is of the form (x, 1 — z). 

Proof: For every x, (x, 1— x) is obviously a non-zero idempotent in R. 
Conversely, if (x, y) is a non-zero idempotent in R, we have x = (x + y)z, 
and y= (x + y)y so that 7+ y= 1. Q. BE. D. 

Lemma: No non-zero idempotent of £ is in its centre. 

Proof: We first observe that (1, 0) and (0,1) are idempotents in R both of 
which lie outside its centre, since (1, 0) (0, 1) = (1, 0) and (0, 1) (1, 0) = (0, 1). 
Also, if (x, 1— x) is any non-zero idempotent in R, (1, 0) (z, 1 — x) = (1, 0) 
and (zx, 1— 2) (1,0)=(z,1— 2) both together imply that (z,1— 2) is 
outside the centre of R if x + 1; and (1, 0) was shown to be outside the centre 
of R. Thus no non-zero idempotent in R is central. Q. £. D. 

Now this lemma implies that R contains no unity element; and if we 
embed R, by the usual standard process, in a minimal ring 7 with unity 
element, then 7',, the set of all the central idempotents of 7’, contains only the 
zero and the unity elements of 7’. Thus we have proved 

Lemma: There exists an associative ring with unity element, which con- 
tains plenty of idempotents (outside its centre) while its only non-zero central 
idempotent is its unity element. 

5.5: It would be convenient to make the following 

Definition: We shall call any ring of the type described in the preceding 
lemma, a T'-ring. 

We now construct the main example of this section: 

Example 5: Let R be the discrete direct sum of (any class) T-rings R,; 
then each idempotent in R is of the form {e,} where each e, is an idempotent 
of R; so that Ry, the set of central idempotents in R, consists of those and 
only those elements in R whose subdirect representations admit 0’s and 1’s 
(we shall not index these elements of R,’s) alone. We shall now write for 
each a in R, a® for the element in R,, whose i-th component is 1 or 0 in R, 
according as the i-th component of a is not equal or is equal to zero in R,; and 
we introduce a partial ordering “<” in R by defining: a < } if and only if 
a°b = a. Then it can easily be verified that this ordering in R is idem-con- 

_sistent; but R is not a P,-ring, since the idempotents of such a ring are all 
central, while this ring R has plenty of idempotent elements outside its centre. 

5.6: However, we notice that in this ring R, a° retains a certain minimum 
property in the sense that, whenever ae = a for a central idempotent e, then 
a°e = a°. This suggests a simple modification in the definition of a P,-ring, 
thus introducing a wider class of rings to which the author’s lattice theory can 
be extended, by minor modifications in the arguments through out; and this, 
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we leave to the reader. However, whether, apart from this minor modification, 
a P,-ring is completely characterised by its ability (which seems to be the 
minimum requirement for any ring which claims to generalise the concept of 
a Boolean ring) to admit an idem-consistent partial ordering, remains open, 
as well as the determination of all the idem-consistent partial orderings in 
a P,-ring, which the author hopes to answer in a subsequent communication. 

5.7: Finally, we shall prove the following theorem which seems to have an 
independent interest: 

Theorem XV: A ring R, in which each element admits a non-zero minimal 
central idempotent duplicator, is a special P,-ring. 

Proof: Since 0 is duplicated by every (idempotent) element, it follows 
that R contains a central idempotent e +0, such that for every non-zero 
idempotent e’ in R, e’e = e. If e’ + e, then e’ — e is a non-zero idempotent and 
hence e = e(e’ — e) = ee’ —e = 0, which is a contradiction. Thus R contains 
a unique non-zero idempotent e, and this is obviously the unity element in 2. 
Hence R is a special P,-ring. Q. E. D. 
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Functions with the Darboux Property 
and Functions with Connected Graphs 
By 
SoLomon Marcus in Bucharest 


1. Introduction 


_ It is known that there exists a close connection between “connectedness” 
and ‘“‘Darboux property”. In the case of real functions of a real variable, this 
connection transpires in two manners, as follows from the following well- 
known theorems: _ 

I. A real function, defined and continuous on the real set #, has the 
Darboux property on this set (ie. for a¢ Z, 6¢ HE and & such that a <b, 
f(a) < & < f(b) there is a point c ¢ Z such that a < c < b and /{(c) = &) if and 
only if Z is connected (i.e. if Z is an interval). 

II. If the graph of a real function /, defined on the real set Z, is connected, 
then Z is an interval and f possesses the Darboux property on Z£. 

This paper has its origin in theorem II above. We wish to exhibit, on one 
hand, some special properties which may be possessed by a function with a 
connected graph and, on the other hand, some unusual functions having the 
Darboux property and the graphs of which are not connected. 

Functions with connected graphs occur frequently in Analysis. A remarkable 
class of such functions, which contains all continuous functions, is that of 
functions which are finite derivatives. The graph of a finite derivative function 
is connected and this fact is a particular case of a more general phenomenon 
discovered by C. KuraTowski and W. Sierpinski: A real function of a real 
variable, of the first class of Baire, possesses the Darboux property if and only 
if its graph is connected. 

A function of Baire class greater than 1 can have the Darboux property, 
although its graph may be disconnected. (See, for instance, [7], p. 82.) 

Throughout this paper we shall frequently use the following statement due 
to C. Kuratowski and W. Srerprnski [9]: 

III. Every real perfect set contains 2” pairwise disjoint perfect sets. 


2. Functions with connected graphs 


I. HALPERIN has proved that there exists a real function of a real variable 
which takes, on each real perfect set, each real value. Then, in view of III, 
there exists a real function of a real variable which takes, on each real perfect 
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set, 2“ times each real value [3]. On the other hand, F. B. Jonzs has proved 
that there exists a discontinuous solution of Cauchy’s functional equation 


(1) f(z + y) = f(z) + fly) 


the graph of which is connected [5]. We shall prove that F. B. Jonszs’ function 
also possesses the property of I. HALPERIN’s example. We make use of the 
results of (5). 

Theorem 1. There exists a real function of a real variable which satisfies (1), 
possesses a connected graph and takes, on each real perfect set, 2% times each real 
value. 

Proof. By theorem 4 of [5], there exists a function f which satisfies (1) and 
the graph G@ of which intersects each perfect set in the plane which is not 
contained in a countable union of parallels to the y-axis. By theorem 2 of [5], 
G is connected and it follows from II that f has the Darboux property. We shall 
show that every real value is taken by / on each real perfect set. 

Let P be a real perfect set and y, any real number. Denote by P, the perfect 
set contained in the line y = y, and such that its orthogonal projection on the 
z-axis is the set P. Since P, is not countable, P, -\ @ is not empty. Let p be 
any point in P, -\ G. The ordinate of p is y, and its abscissa, x), belongs to P. 
Hence, f(z) = Ypo- 

Thus, we have proved that f takes, on each real perfect set, every real 
value. From III it follows that f takes, on each real perfect set, 2 times every 
real value. 

We recall that a set has the property of Baire if it is of the form (D— P) u R, 
where D is open and P and R are of the first category. 

We shall say, following I. Hatperm, that a set A in the plane is saturated 
non-measurable if, for every measurable set HZ, the set A -\ EZ has inner measure 
equal to zero and outer measure equal to the measure of EZ [4]. E. MarczEwskI 
has given an example of a function which satisfies (1) and such that its graph 
is saturated non-measurable and fails to possess the property of Baire on every 
plane interval [13]. In the follows we shall show that there exists a function 
which possesses all properties of Marczewski’s function and which, moreover, 
possesses a connected graph. 

Theorem 2. There exists a real function defined on (—co, co), satisfying (1) 
and such that its graph is connected, saturated non-measurable and fails to possess 
the property of Baire on every plane interval. 

Proof. Consider F. B. Jones’ function used in the proof of Theorem 1. 
The graph G of / is connected and, being intersected by each parallel to the 
y-axis in a single point, has plane inner measure equal to zero. On the other 
hand, each set of positive plane measure contains a perfect set-S also of positive 
plane measure. S cannot be contained in a countable union of parallels to the 
y-axis and thus, since G Sc Gn E, Gr E is not empty. This proves that G 
is saturated non-measurable, since in the contrary case it would exist a set of 
positive plane measure which does not intersect G, but we have seen that this 
is impossible. 
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In order to prove that G fails to possess the property of Baire on every plane 
interval, first let us show that G is of second category on each plane interval. 
Suppose the contrary holds, that is there exists a plane interval J such that 
Gr) I is of first category. Then there is a set Lc J of first plane category and 
of type F,, such that L>Gr\ I. Hence, the set J — L is of type G, and of 
second category. Moreover, J — L, being a Borel set, possesses the property of 
Baire. We shall now use the following result: If 7' is a set of second plane 
category and possesses the property of Baire, then there exists a parallel to the 
x-axis such that its intersection with 7 is a set of second linear category (see, 
for instance, Proposition 3 of [12], p. 539). Take for 7' the set J — L. There is 
a parallel to the z-axis, such that its intersection with J — L is of second 
category, hence non-countable. On the other hand, this intersection is a Borel 
set (a G, set). By a known theorem, any Borel non-countable set contains a 
perfect set and this perfect set is here disjoint of G, but this is a contradiction. 
Thus, G@ is of second category on each plane interval. 

Now suppose that G has the property of Baire on some plane interval J. 
By a known theorem (see, for instance, [6], p. 56) there exists, in this case, 
a plane interval K c J such that either G or its complement is of first category 
on K. Since, as we have shown above, G is of second category on K, it follows 
that the complement of @ is of first category on K. But then, using a result 
of [10], it follows that there is a parallel to the y-axis which has in common 
with G a linear residual set; but this is not possible, since G is the graph of a 
function. Hence, G fails to possess the property of Baire on every plane interval. 

Remark. F. Bacemrat has recently given an example of a function the 
graph of which is saturated non-measurable and fails to possess the property 
of Baire on every plane interval [1]. The graph of Bagemihl’s function is not 
connected, but it presents an interesting singularity, namely it intersects 
every straight line in the plane at most in two points. 


3. Non-measurable functions with the Darboux property 
and with disegnnected graphs 


Theorem 3. There exists a real function, defined on (—co, co), with dis- 
connected graph and which takes, on each real perfect set, 2%* times every real 
value. ; 

Proof. Let f be the function the existence of which is asserted in Theorem 1. 
Let 

0, if w=f(z) and «+0; 
p(x) = 41, if «=0; 
. f(z), if 2+ f(z). 


The graph G, of ¢ is obtained from the graph G, of f by merely replacing 
every point in G@, situated on the first bisector of the axes by the point having 
the same abscissa but of ordinate equal to zero. Only the point (0, 0) in G, 
makes exception; it is replaced, in G,, by the point (0, 1). 
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Let & be any real number, § + 0. The sets {z; f(x) = &} and {z; p(x) = §} 
differ by a single point at most. Since {x; f(z) = 0, x + 0}c {z; p(x) = 0} and 
since, for each real z, the set {x; f(z) = z} intersects each real perfect set in 2“ 
points, it follows that the set {x; g(x) = z} also has this property, and there- 
fore g takes, on each real perfect set, 2": times every real value. Of course, 
G, is dense in the plane and disconnected, since it is separated by the first 
bisector of the axes, which has no point in common with G,. 

Theorem 4. There exists a real function defined on (—co, co), which takes 
every real value 2”: times on each real perfect set and such that its graph is totally 
disconnected. 

Proof. Let w, be the smallest ordinal with cardinal number 2”. Let 


O = &,, &, ..., Ea... (a < Mg) 


be a sequence of type a», formed by all real numbers. Consider a decomposition 
of the real line in 2“ pairwise disjoint sets, such that each set of the decomposi- 
tion intersects each real perfect set. (Seé, for instance, [4] or [2].) Let Z, be a 
set of the decomposition which contains no rational number. Further, let EZ, 
be a set of the decomposition which contains no number of the form r’ &;+ r”’ 
(«= 1,2; r’ and r”’ rational numbers), Z, + H,. Such a set there certainly 
exists in the considered decomposition, since the set of the numbers of the form 
r’—,+ r’’ is countable, while the decomposition contains 2” sets. 

Consider now an arbitrary ordinal « < w»,. Suppose that we have chosen, 
for each B < «, a set E, of the decomposition which contains no number of the 
form r’&,+ r (y < B,r’ andr” rational numbers), Z, + E, for y < B. Since w, 
is the smallest ordinal of cardinal 2” and since « < wo, it follows that the 
cardinal of « is less than 2“. Then, by a theorem of Kénig asserting that a set 
which may be represented as a countable union of sets of cardinal less than 2“ 
also has cardinal less than 2” (see, for instance, [14]) the set of the numbers 
of the form r’&,+ r’ (8 < a, r’ and r” rational numbers) has cardinal less 
than 2”, Since the decomposition contains 2” sets, there exists, in the de- 
composition, a set Z, which contains no number of the form r’&,+ r” (8 < a, 
r’ and r” rational numbers), Z, + E£, for B < a. 

Now define, on (—oo, oo), a real function /, as follows: if there is an a < w, 
such that 2 ¢ #,, then {(z) = é,; if x belongs to none of the sets HZ, defined 
above (this arises, particularly, for each rational x), then f(z) = 0. 

Consider now an arbitrary real £. There is an ordinal « < w, for which 
& = &,, hence f(x) = & for each 2 ¢€ E,. But EZ, being a set of the above con- 
sidered decomposition, intersects each real perfect set. It follows then from III 
that f takes the value € 2” times on each real perfect set. 

Consider now a line of equation y = az + 6b, a and b being rational numbers, 
a + 0. This line contains no point of the graph of /, with the possible exception 
of a point of zero ordinate. Indeed, if it would exist a real & such that f(&) 
= a&+6+0, then, denoting by a the ordinal for which = &,, we should 
obtain /(€,) = 4&,+ 6 +0. Let &,= a&,+ 6. It follows &,¢ Z,. On the other 
hand, E, contains no number of the form r’£,+ r” (8 < 6, r’ and r”’ rational 
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numbers), therefore Z, does not contain the number (l/a)&,— (b/a) = é,. 
Thus we obtain a contradiction which proves that each one of the lines 
y = ax + b (a and b rational numbers, a + 0) intersects the graph of { at most 
in a single point (of zero ordinate). Since each subset of the graph of f which 
contains at least two points is separated by at least one of the lines y = az + 6 
(a and 6 rational numbers, a + 0) it follows that the graph of / is totally 
disconnected. 

Remark. The functions the existence of which is asserted in Theorem 3 and 
Theorem 4 are not measurable in Lebesgue’s sense and do not possess the 
property of Baire. Indeed, we have the following 

Proposition. Any real function defined on an interval I C (—oo, 00) which 
takes, on each perfect set contained in I, each real value, ts not measurable in the 
sense of LEBESGUE and fails to possess the property of BATRE. 

Proof. We reason by contradiction. Any measurable function admits, 
by a well-known theorem of Luzin, a continuous restriction on some bounded 
perfect set P. Hence, f is bounded on P and so cannot take on P every real 
value, and this contradicts our assumption. Thus, f is not measurable in the 
sense of LEBESGUE. 


A function which possesses the property of Barre admits, by a known 
theorem (see, for instance, [6], p. 306) a continuous restriction on a residual set. 
A residual set contains a residual G,-set R ((6], p. 49). From a known theorem, 
which asserts that each non-countable Borel set contains a perfect set, it 
follows that R contains a bounded perfect set S. But f/ is bounded on S and so 
cannot take on S every real value, in contradiction to our assumption. Thus, 
/ fails to possess the property of Barre. 


4. Measurable functions which are not Borel functions, 
possessing the Darboux property and having totally disconnected graphs 


Lemma. There exists a collection of x, pairwise disjoint perfect sets, the 
union of which is dense in (—oco, cc) and has measure equal to zero. 

The proof is obvious. 

Theorem 5. There exists a real function defined on (—oo, co) and such that: 
| it is measurable in the sense of LEBESGUE; 2° it is not a Borel function; 3° it 
tukes each real value 2” times in each real interval; 4° its graph is totally dis- 
connected. 

Proof. Let P,, P,,... ,P,,... be a sequence formed by the sets of the 
collection the existence of which is asserted in the preceding Lemma. Let 


90 


H U P,. H is dense in (—oo, co) and its measure is zero. 
¢ 1 


Let us define, on (—oo, cc), a real function f, as follows: If there is an 
ordinal « < w, such that 2 ¢ Hm E, (wg and E, being defined as in the proof 
of Theorem 4) then we set {(x) = &, (&,, having the same meaning as in the proof 
of Theorem 4); if such an ordinal does not exist, then we set f(z) = 0. 
22* 
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The statement 1° is obvious, for f is zero at each point not belonging to H, 
that is f vanishes almost everywhere. 

To prove the statement 2°, we shall use the following property due to 
I. Maximov: Any real Borel function defined and possessing the Darboux 
property on (—oo, co) is, at each point x € (—oo, co), continuous with respect 
to some perfect set containing x [11]. We will show that this property does not 
hold for the function f defined above. Let x be a real for which f(x) + 0. Such 
a real certainly exists, since H -\ E, is not empty. Let P be a real perfect set 
such that « ¢ P c H. Since each portion of P contains a perfect set, f takes, 
on such a portion, every real value 2“ times. Therefore, f cannot be continuous 
at x with respect to the set P. Now let T' be a real perfect set containing xz and 
such that, in each neighborhood of x there are points of 7’ which do not belong 
to H. f cannot be continuous at x with respect to 7’, since it vanishes on the 
intersection of 7’ with each neighborhood of x, while f(z) + 0. Hence, 2° is 
proved. 

Now let us prove 3° Since HZ, intersects every real perfect set, we have, 
for each n, P,, -\ E,, + 0. Then, it follows from III that, for each perfect subset 
Pc P,, the set Pr £, has cardinal 2” for any « such that 1 < a < mw». On 
the other hand, H being dense in (—>o, oo), each real interval contains either 
some set P,, or a portion of such a set, hence a perfect subset P Cc P,,. Therefore, 
for each « < @ , the sét H r\ E, has in common with each real interval 2” 
points. Consequently, the value £, is taken by / 2“°times in each real interval. 
But the sequence {,} contains all real numbers, therefore f takes, in each real 
interval, 2“ times every real value and so 3° is proved. 


Finally, to prove 4° it is enough to remark that both the set Hm ( ~ U E,) 
a @, 
and its complement are dense in (—oco,oo) and that the graph of f may be 


obtained from the graph of the function used in the proof of Theorem 4 by 
merely replacing each point the abscissa of which does not belong to 
Hn “ U E,) by the point of same abscissa but of ordinate equal to zero. 
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Gefilterte Summation von Filtern 
und iterierte Grenzprozesse. I*) 
Von 
GERHARD GRIMEISEN in Stuttgart 


Der fiir die klassische Analysis so wichtige Begriff der Folge ist bekanntlich 
von der neueren Mathematik in zwei Richtungen verallgemeinert worden. 

Die eine — vornehmlich durch E. H. Moore und H. L. Smrra, G. Brrx- 
HorF, J. L. KELLEey vertretene — Richtung hielt an der Vorstellung der Folge 
als einer durch eine Abbildung verkniipfte Zweiheit von Indexbereich und 
Wertebereich fest und verallgemeinerte mit dem Indexbereich die zwischen den 
Indizes bestehende Anordnung zu einer beliebigen Richtungsrelation: es 
entstand die Moore-Smith-Folge. Die andere — vor allem von H. Cartan und 
durch die Bourbaki-Schule vertretene — Richtung verzichtete ganz auf den 
Abbildungsbegriff: sie verallgemeinerte die mengentheoretische Struktur, die 
dem Indexbereich der Folge durch das System der Enden aufgepragt und die 
durch die Abbildung in den Wertebereich projiziert wird, zum Begriff des 
Filters tiber einer beliebigen Menge. 

Von der Theorie der Grenziibergange aus gesehen, sind nach G. Bruns 
und J. Scumipt') Moore-Smith-Folge und Filter in einem prazisen Sinne 
miteinander dquivalent. 

In den jiblichen Konvergenztheorien treten als wichtige Satze solche tiber 
Doppelfolgen, Doppelreihen, Doppelintegrale u. 4. auf, die — in einer unmiB- 
verstandlichen Matrixsprechweise ausgedriickt — unter Voraussetzung der 
_Existenz der ,,Zeilenlimites‘‘ einmal aus der Existenz des Limes der Zeilen- 
limites schlieBen auf die Existenz des ,,Limes der gesamten Matrix‘‘ oder 
zumindestens einer gewissen Diagonale der Matrix, ein andermal aus der 
Existenz des Limes der gesamten Matrix schlieBen auf die Existenz des Limes 
der Zeilenlimites*). Als eine modifizierte Verallgemeinerung der Aussagen 
erster Art ist anzusehen der sog. Satz vom iterierten Limes*), der besagt, dab 

*) Erster Auszug aus der Dissertation ,,Uber die gefilterte Summe von Filtern‘ des 
Verf., Stuttgart 1958. 

1) Bruns-Scumipt [12]. 

*) J. Scumipr [33], S. 441 (FuBnote 4), deutet Aussagen erster bzw. zweiter Art — 
die bei Interpretation des Limesbegriffes als transfinite Operation auch in der Ordnungs- 
theorie vorkommen — als solche iiber Beseitigung bzw. Einfiihrung von Kiammern, 
d.h. als Assoziativgesetze. — Als Beispiele hierher gehériger Saétze erwihnen wir den 
Satz vom iterierten Limes“ von Haupt-AuMANN-Pauc [17], S. 137, der sowohl eine Aus- 
sage erster als auch eine (verscharfte) Aussage zweiter Art enthalt, ‘““The Moore theorem” 
bei Graves [15], S. 100, mit Aussagen erster und zweiter Art, den ,,Satz von der totalen 
Konvergenz* von Haupt-AumMann-Pauc [17], S. 134, als eine Aussage zweiter Art. 

*) Terminologie von Ke.iey [18], 8. 279, und [19], S. 69, “Theorem on iterated limits’’. 
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man — bei Zugrundelegung der oben beschriebenen Verallgemeinerungen des 
Folgenbegriffs — hintereinandergeschachtelte Grenziiberginge in topolo- 
gischen Raumen stets zu einem einzigen Grenziibergang zusammenfassen kann, 
kurz: daB man jeden iterierten Limes in einen einfachen Limes verwandeln 
kann, als Verallgemeinerung der Aussagen zweiter Art dessen in regulaéren 
Raumen geltende Umkehrung. Der Satz vom iterierten Limes und seine Um- 
kehrung sind in der Sprache der Moore-Smith-Folgen erstmals von G. Brrx- 
HOFF, er selbst alsdann von J. L. KELLEY bewiesen worden*). In der Sprache 
der Filter gab es bisher kein wirkliches Analogon®). Diese Liicke schlieBt Verf. 
mit Hilfe einer neuen Operation im Bereich der Filter, der gefilterten Summation 
von Filtern (und ihres Spezialfalls, des ordinalen Produkts). 

Das (cartesische, direkte) Produkt von Filtern BourBakis *) liefert wohl ein 
erheblich abgeschwachtes Analogon zur Umkehrung des Birkhoff-Kelleyschen 
Satzes vom iterierten Limes’), nicht aber ein Analogon zu diesem Satze selbst ; 
es ist dem Vorgang einer Iteration schon dadurch nicht angepaBt, daB unter 
seinen Faktoren keiner besonders ausgezeichnet ist. Im Falle endlich vieler 
Faktoren erweist es sich auBerdem als fiir die erstrebte Anwendung im Sinne 
des Bourbakischen Feinheitsvergleiches von Filtern zu grob, als eine i. a. echte 
Vergréberung des ordinalen Produkts. Die gefilterte Summe hingegen eignet 
sich in gleichem MaBe zur filtertheoretischen Formulierung des (allgemeinen) 
Satzes vom iterierten Limes und seiner Umkehrung; in dieser Fassung kann er 
dann herangezogen werden zur Kennzeichnung der einstufigen Topologien unter 
den mehrstufigen Pratopologien*), seine Umkehrung zur Kennzeichnung der 
reguléren unter den Hausdorffschen Raéumen’®). 


*) Brmxuorr [4], 8. 43, theorem 5 (Satz vom iterierten Limes), dort in Hausdorffschen 
Raumen; 8. 44, theorem 7a (Umkehrung). Ketiey [18] und [19], loc. cit. 

‘) Abgesehen von der von Kowatsky [21], 8. 311-313, entwickelten Theorie der 
,,Diagonallimitierungen“ und der darin enthaltenen Technik der Bildung gewisser ,,Diago- 
nalfilter“, einer Technik, die aber meines Erachtens, wegen der Beschrankung auf Filter 
iiber dem Raume Z£, fiir die Anwendungen, die Bediirfnisse einer umfassenden ,,Folgen‘- 
Theorie, nicht geniigend elastisch ist: wir werden in Teil II dieser Arbeit als allgemeinen 
,.Folge“-Begriff den von Nésetine [25], 8. 54, eingefiihrten Begriff der ,,gefilterten 
Familie‘ — Oberbegriff sowohl des ,,Filters iiber dem Raume 2“ als auch der ,,Moore- 
Smith-Folge“‘ — zugrunde legen, und die gefilterte Summation von Filtern erweist sich 
als genau das angemessene technische Hilfsmittel fiir eine allgemeine Theorie der Doppel- 
folgen im Rahmen der gefilterten Familien. 

*) Boursaki [6], 8. 68—69. 

7) Boursaki [6], 8. 69, proposition 8. Dieser ,,Satz vom Doppellimes“ ist ein un- 
mittelbares Korollar der filtertheoretischen Formulierung der Umkehrung des Satzes vom 
iterierten Limes (siehe Teil II dieser Arbeit) und als solches in technischer Hinsicht, bei 
vorgegebener verallgemeinerten Doppelfolge, als eine erhebliche Abschwachung dieser 
Umkehrung anzusehen. Dem widerspricht nicht, daB er nach Boursakt-Drevponné [9] 


‘ebenso wie die diskutierte Umkehrung (siehe Teil II dieser Arbeit) zur Kennzeichnung der 


regularen unter den Hausdorffschen Topologien herangezogen werden kann, daB also beide 
Satze — nicht bei fest vorgegebener verallgemeinerten Doppelfolge — logisch &quivalent 
sind. — Vgl. auch Appert [1]. 

*) NOBELING [24] sagt ,,mehrstufige Topologie“ statt ,,Pritopologie“. In anderer Be- 
deutung wird der Terminus ,,Pratopologie’‘ von Pauc [26] verwendet. 
*) Fiir Moore-Smith-Folgen bei Brrxuorr [4], 8. 44, theorem 7a. 
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In dem vorliegenden ersten Teil der Arbeit wird die gefilterte Summation 
von Filtern eingefihrt und auf ihre wichtigsten Eigenschaften hin untersucht. 
In § 1 stellen wir die verwendeten, Arbeiten von J. Scumipt!®)‘entnommenen, 
Hilfsbegriffe zusammen. Dazu gehéren vor allem die Begriffe der aufsteigenden 
Hiille und der Verzahnung eines Mengensystems sowie des zum Filter dualen 
Rasters; als bisher noch nicht iiblichen terminus technicus fiihren wir den 
Begriff des Stapels, einen Oberbegriff fir Filter und Raster, ein. Als zweck 
méaBig erweist sich eine genaue Analyse der Cantorschen oder direkten Summe 
von Mengen, und zwar auch fir nichtdisjunkte Summanden (§ 2). Uber dic 
direkte Summe von Stapeln von Bruns-Scumipt"™) (§ 3), eine Verallgemei- 
nerung der direkten Summe von Mengen, gelangen wir in § 4 durch nochmalige 
Verallgemeinerung zur gestapelten Summe von Stapeln, von dieser durch 
‘Spezialisierung zur gefilterten Summe von Filtern und gerasterten Summe von 
Rastern. Als im Rahmen dieser Arbeit wichtigste Eigenschaft der gestapelten 
Summe sehen wir ihre ,,Invarianz gegeniiber dem Verzahnungsoperator® 
(Satz 16) an. Diese Eigenschaft kommt insbesondere dem ordinalen Produkt, 
wie wir die gestapelte Summe im Falle gleicher Summanden nennen, (§ 5) zu; 
dem nach dem Vorbild des Filterprodukts Bournaxis gebildeten kardinalen 
(cartesischen, direkten) Produkt von Stapeln fehlt diese Eigenschaft. Darin 
liegt es, daB das ordinale, nicht aber das kardinale Produkt von Ultrafiliern 
Ultrafilter ist. In § 6 wird auf den Zusammenhang der in Birkhoffs Satz vom 
iterierten Limes verwendeten Konstruktion im Bereich der gerichteten 
Mengen mit der gefilterten Summe, ferner auf den Zusammenhang des x-Sektors 
von Havpt-AuMann-Pavc!*) mit dem ordinalen Produkt eingegangen. 

Auf das ordinale Produkt und die gefilterte Summe von Filtern stieB Verf. 
bei der Beschaftigung mit dem Problem, eine jede Bairesche Funktion kon- 
struktiv mit Hilfe eines geeigneten Filters iiber der Menge der stetigen Funk- 
tionen zu approximieren. Fir den Hinweis und die ersten Anregungen zu diesem 
Problem ist der Verf. Herrn Prof. Dr. G. N6spetine zu Dank verpflichtet, den 
Herren Prof. Dr. Ca. Pavc und Dr. J. Scumupr fiir zahlreiche Anregungen bei 
dér Abfassung dieser Arbeit. 


§ 1. Aufsteigende Hiille und Verzahnung eines Mengenaystems 
Es sei Z irgendeine Menge und a ein System von Teilmengen von £, wir 
sagen: ein Mengénsystem (iiber E )**). Erfillt a die Bedingung 
(ll) wenn X€a und XCYCE, so YéEa, 


so nennen wir a mit J. ScumiptT") aufsteigend. Ist a aufsteigend und von der 
Potenzmenge $F als auch vom leeren System o verschieden, so heiBe a ein 


1°) J. Scumipr [30] und [31]. 
4) Bruns-Scumipt [13], S. 141. 
18) Haupt-AumMANN-Pavc [17], 8S. 136—137. 

’ 48) Mengensysteme sind — nach dem Vorgang von Kowatsky [20] — im Rahmen dieser 
Arbeit ausgesprochene ,,RechengréBen“ und werden hier im allgemeinen mit kleinen 
deutechen Buchstaben bezeichnet. 

4) J. Scumipr [31], 8. 215. 
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Stapel (iiber E). Ein Mengensystem ist also genau dann ein Stapel, wenn es 
aufsteigend und nichtleer ist und nur aus nichtleeren Mengen besteht. (Existenz 
eines solchen setzt Z + O voraus.) 

_Spezielle Stapel sind die (eigentlichen) Filter und (eigentlichen) Raster. 
Ein Filter ist bekanntlich ein Stapel a mit der Eigenschaft 
(1.2) wenn X¢€a und Yea, so XN VYéEa. 

Unter einem Raster verstehen wir mit J. Scumipt"*) einen Stapel a, der die 
Bedingung 

(1.3) wenn XUYéEa, so Xé€a oder Yea 

erfiillt'*). 

Jedem Mengensystem a 14Bt sich ein aufsteigendes in natiirlicher Weise 
zuordnen. Als die aufsteigende Hiille, kurz: die Hille, #a, genauer 3H ga, 
von a (beziiglich E) bezeichnen wir mit J. Scummpt’’) das System aller Teil- 
mengen Y von £, die wenigstens eine Menge X ¢ a enthalten. #a ist auf- 
steigend und es gilt 
(1.4) ac #a; 

a ist genau dann aufsteigend, wenn #a = a; insbesondere gilt 
(1.5) H Ha= Ha. 
Der Operator # ist voll vereinigungstreu, 
(1.6) H UVa,= U #2, 
ier ier 


[(a,jicr eine beliebige Familie von Mengensystemen], insbesondere monoton, 
(1.7) wenn aCb, so #aCc Hb 


(a, 6 Mengensysteme). Genau dann, wenn #a ein Stapel ist, wollen wir a eine 
Stapelbasis nennen. Ein Mengensystem ist also genau dann eine Stapelbasis, 
wenn es nichtleer ist und nur aus nichtleeren Mengen besteht. (Existenz einer 
solchen setzt Z + O voraus.) Liegt ein Stapel a vor, so hejBe jede Stapelbasis b 
mit #6 = a eine Basis von a. (Wir sagen dann auch, da8 a durch 6b erzeugt 
werde.) 

Spezielle Stapelbasen sind die Basen der Filter und Raster, die Filter- und 
Rasterbasen, diejenigen Stapelbasen also, deren Hiille Filter bzw. Raster ist. 
Hiernach und nach (1.2) bzw. (1.3) sind die Filter- bzw. Rasterbasen genau alle 
Stapelbasen a mit der Eigenschaft 


(1.8) wenn X €a und ¥ €a, so existiert cin Z€¢amitZ¢ XY 
bzw. 
(1.9) wenn X U Y €a,so existiert einZ ¢€amitZ¢ X oderZ¢ Y. 


4) J. Scumipt [31], 8.220. Der Begriff geht zuriick auf Cuoguer [14]: «grille». 
N6éseEtine [25]: ,,Gitter“. 

1*) Zu den Filtern rechnet man gelegentlich — siehe J. Scumipt [30] — auch noch die 
Potenzmenge PF als uneigentlichen Filter; als uneigentlichen Raster hitte:-man ent- 
sprechend — siehe J. ee er genoa © SE. Wir wollen 
hier nur eigentliche Filter und Raster betrachten 

%) J. Scummpr [31], 8. 215. 
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Sind a und 6 Mengensysteme (iiber 2), so sagt man, a sei feiner als b, 
b grdber als a™*), wenn b ¢ #a. Genau dann ist a feiner als b, wenn #6 C #a. 
Ist a feiner als 6 und 6 feiner als a, d. h. #a = #b, so sagt man, a sei ebenso 
fein wie b**). 

Die Mengensysteme tiber E werden durch die Aquivalenzrelation ,,ebenso 
fein wie“ in elementfremde Klassen eingeteilt. In jeder Klasse liegt genau ein 
aufsteigendes Mengensystem ; dieses ist das gr6Bte Mengensystem der Klasse. 
Die aufsteigenden Mengensysteme reprasentieren also genau alle Aquivalenz- 
klassen; jeder Stapel reprasentiert so die Menge aller seiner Basen, das leere 
Mengensystem o reprasentiert {0}, die Potenzmenge DE die Menge aller 
Mengensysteme, die die leere Menge O als Element enthalten. 

Neben dem Operator # fiihren wir einen zweiten Operator mit dem 
gleichen Definitionsbereich ein. Zunachst nennen wir mit J. Scumipt®*) die 
Teilmengen X und Y von E verzahnt, wenn sie einen nichtleeren Durchschnitt 
haben. Sei a ein beliebiges Mengensystem (iiber £). Das System aller derjenigen 
Teilmengen X von E, die mit jedem A € a verzahnt sind, heiBe mit J. Scammpt*) 
die Verzahnung Ya, genauer Y,a, von a (beziiglich E). Die Verzahnung von a 
ist aufsteigend, 


(1.10) Ga=HGa. 


9a ist genau dann ein Stapel, wenn a eine Stapelbasis ist. Der Operator 9 
ist voll vereinigungsdual, 

(1.11) 9 Va= no Ga; 

[(a,);<, eine beliebige Familie von Mengensystemen], insbesondere monoton 
fallend, 


(1.12) wenn afb, so YbC Ga 


(a, 6 Mengensysteme). 

Im folgenden stellen wir einige bekannte Eigenschaften der Verzahnung Ya 
und der Hiille #a zusammen”). Der Ubergang von einem zum anderen beruht 
auf (sei X ¢ EZ) 

Satz 1. X ¢ Ya gilt genau dann, wenn E— X «PE— Ha. Anders aus- 
gedriickt: entweder gilt X « Ga oder E— X ¢ H a. 

Dies folgt unmittelbar daraus, daB die Aussage ,,X verzahnt mit A‘ (A ¢ 2) 
aquivalent ist mit A ¢ E— X. 

Mittels Satz 1 erhalt man wegen (1.10) 

4) Fiir Filter und Filterbasen bei BourBakr [6] (1. Aufl.), S. 20ff.: «a plus fin que 6, 
b moins fin que a». 

#*) BourBak1 [6] (1. Aufl.), 8. 24: «a équivalent b». 

2°) J. Scumrpt [31], S. 202. 

") J. Scumipt [31], 8. 217. Ist a ein Filter, so nennt Cuoqver [14] 9a «la grille 
associée avec le filtre a». 

*2) Die im folgenden zitierten Satze sind als Nebenergebnis einer Theorie der Galois- 


Korrespondenzen bei J. Scumipt [31], zum Teil (fiir Filter und Raster) bei Cooqvet [14] 
zu finden. 
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Korollar 1. 99a = # a. 

Denn X € Y Ga ist nach Satz 1 und (1.10) gleichwertig mit ZF — X ¢ Ya, 
diese Aussage nach Satz 1 gleichwertig mit X ¢ #a. 

Mittels Korollar 1 ergibt sich, als Verschairfung von (1.12), das 

Korollar 2. Fiir Stapel a und 6 gilt a ¢ b genau dann, wenn 9b ¢ Ga. 

Die Menge aller Stapel iiber (nichtleerem) E bildet beziiglich der mengen- 
theoretischen Inklusion einen vollstandigen Verband. Infimum einer nicht- 
leeren Familie von Stapeln ist deren mengentheoretischer Durchschnitt, 
Supremum deren mengentheoretische Vereinigung. Null- oder kleinstes 
Element — und damit zugleich das Supremum der leeren Familie von Stapeln — 
ist der nur aus der Grundmenge E bestehende Stapel {£}, Eins- oder gréBtes 
Element — und damit zugleich das Infimum der leeren Familie von Stapeln — 
der aus allen nichtleeren Teilmengen von £ bestehende Stapel DZ — {0}. 
Da der Operator Y aus dem Verbande aller Stapel iiber Z nicht herausfihrt, 
liefern die beiden Korollare zu Satz 1 den zusammenfassenden 

Satz 2. Die Abbildung 9, eingeschriinkt auf Stapel, ist ein involutorischer 
Anti-Automorphismus des Verbandes aller Stapel iiber E. 

Satz 2 enthalt die fir beliebige nichtleere Familien (a,);-; von Stapeln 
geltende, zu (1.11) duale Regel 


(1.13) G9 Na,= U Ga,. 
ier iel 


Der Verzahnungsoperator 9 stellt einen unmittelbaren Zusammenhang: 
zwischen Filtern und Rastern her. Mit Hilfe von Satz 1 und den De Morganschen 
Formeln erhalt man namlich 

Satz 3. Hin Stapel a ist ein Filter genau dann, wenn Ya ein Raster, ein 
Raster genau dann, wenn Ya ein Filter ist. 

Satz 4. Ist a ein Filter, 30 a SC Ya. Ist a ein Raster, so YaCa. 

Die erste Aussage hierin ist eine unmittelbare Folge der Definitionen, die 
zweite ist nach Korollar 1 zu Satz 1 und Satz 3 mit der ersten aquivalent. 

Die maximalen Elemente in der beziiglich der mengentheoretischen 
Inklusion (teilweise) geordneten Menge der Filter®*) nennt man Ultrafilter. 
Ultrafilter lassen sich bekanntlich™) folgendermaBen kennzeichnen: 

Satz 5. Hin Filter a ist genau dann ein Ultrafilter, wenn Ya = a; oder wenn a 
zugleich ein Raster ist. 

Neben der Grundmenge £ sei nun eine Menge E’ gegeben. Die Operatoren 
H# und ¥Y sind in folgendem Sinne vertauschbar mit (eindeutigen) Ab- 
bildungen von Z auf £’: 

Satz 6. Fiir eine beliebige Abbildung y von E auf E' und ein beliebiges 
Mengensystem a iiber E gilt p# ya = Hy pa und pGra= Gy ya. 

Beweis. Auf Grund des Korollars 1 zu Satz 1 geniigt es, die zweite 
Gleichung zu beweisen. g 9za ¢ Gy ya folgt daraus, daB bei der Abbildung p 
miteinander verzahnte Mengen stets in verzahnte Mengen iibergehen. Um- 


2) Bourpakr [6], 8. 33. 
4) J. Scumiprt [31], S. 228. 
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gekehrt sei X € Gy wa. Ferner sei A € a. Nach Wahl von X sind die Mengen X 
und @A, also auch die Mengen g-!X und A miteinander verzahnt. Dies gilt 
fiir jedes A € a, also p-'X € Gga, folglich X = pg X € p¥Fga. 

Nun iberfiihrt die Abbildung g aber nichtleere Teilmengen von £ in 
nichtleere Teilmengen von EZ’; nach der ersten Aussage von Satz 6 gehen also 
bei der Abbildung » Stapel tiber Z in Stapel iiber Z’ iiber. Da bekanntlich 
vermoge der Abbildung ¢ Filterbasen in Filterbasen tibergehen, entstehen also 
aus Filtern tiber Z Filter titber Z’. Hieraus folgt auf Grund von Satz 3 mittels 
der zweiten Gleichung in Satz 6 und des iiber Stapel Gesagten, daB vermége p 
auch Raster in Raster iibergehen. Beniitzt man auBerdem Satz 5, so hat man 
insgesamt 

Korollar 1. @ set eine Abbildung von E auf E’. Ist a ein Stapel bzw. Filter 
bzw. Raster bzw. Ultrafilter iiber E, so entsprechend pa iiber E’ 

In .den Anwendungen wird es nun nicht immer der Fall sein, daB der 
Definitionsbereich D = D(q) der Abbildung g mit dem gerade betrachteten 
Originalraum FE zusammenfallt; mit anderen Worten: gelegentlich wird man 
Abbildungen aus EF — DCE —, nicht notwendig von FE — D=E — 
zu betrachten haben*). Dieser Fall 148t sich auf den der Abbildung von 
durch sog. Spurbildung zuriickfiihren. gy 14Bt sich namlich zusammensetzen 
aus der identischen Selbstabbildung der Menge D, gedeutet als Abbildung 
aus E auf D, und der Abbildung 9, gedeutet als Abbildung von D auf £’. 
Wendet man @ auf ein beliebiges Mengensystem a iiber EZ an, so gilt also 
ya = y(ap), unter ap die Spur von a in der Menge D, d.h. die Menge aller 
Durchschnitte A /-\ D mit A €a verstanden. Da stets (#’,a)p= # pap, fiir 
Filter a (iiber Z) im Falle D € a auch (¥ga)p= Ypap gilt, liefert Satz 6 das 

Korollar 2. Fiir eine beliebige Abbildung py aus E auf E’ und ein beliebiges 
Mengensystem a iiber E gilt pH’ 2a = # y pa. Ist a ein Filter bzw. Raster iiber E, 
8o gilt im Falle D(q) € a bzw. D(p) € Gza auch pGza = Ge qa. 

Die Aussage iiber Raster ist auf Grund von Satz 3, Korollar 1 zu Satz 1, 
Beziehung (1.10) und ‘der ersten Gleichung in Korollar 2 mit der iiber Filter 
aquivalent. 

Ist das Korollar 2 als ein — in gewisser Weise verscharfender — Zusatz 
zu Satz 6 anzusehen, so haben wir in Verschaérfung von Korollar 1 das 

Korollar 3. g sei eine Abbildung aus E auf E’, a ein Stapel iiber E; dann 
ist das Bild pa genau dann ein Stapel (iiber FE’), wenn D(y) € Gya. In diesem 
Falle ist dann mit a auch pa Filter bzw. Raster bzw. Ultrafilter. 

Beweis. Aus der ersten Gleichung in Korollar 2 folgt: das Bild ga eines 
nichtleeren aufsteigenden Mengensystems. a (iiber Z) ist ein nichtleeres auf- 
steigendes Mengensystem (iiber Z’) — und ist insbesondere (per definitionem) 
genau dann ein Stapel, wenn O ¢ ya, also genau dann, wenn D€¢ Yga. In 








**) Unter dem (durch @ vermittelten) Bild g A der Menge A verstehen wir, wie tblich, 
die Menge aller Bildelemente ga mit a € A; ausdriicklich lassen wir es zu, daB A nicht im 
Definitionsbereich von ¢ enthalten ist. Vgl. Bournsaki [7], S. 72, définition 3, J. Scummpt’ 
[31], 8. 200. 
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diesem Falle ist bekanntlich**) die Spur ap eines Filters a (iiber Z) ein Filter 
(tiber D), folglich nach Korollar 1 ya ein Filter (iiber Z’). Die Behauptung iiber 
Raster reduziert man etwa, mittels der Saitze 3 und 4, der zweiten Gleichung 
in Korollar 2 und des iiber Stapel Gesagten, auf die Behauptung iiber Filter, 
diejenige tiber Ultrafilter mittels Satz 5 auf die iiber Filter und Raster. 


§ 2. Direkte Summe von Mengen 


Sei (K,);-; eine Familie von irgendwelchen Mengen K,. Um Triviales aus- 
zuschlieBen, nehmen wir ein fiir allemal den Indexbereich I als nichtleer an, 
wohingegen wir die Swummanden K; auch gelegentlich leer sein lassen werden. 
Unter der direkten Summe der Mengenfamilie (K,);-;2") verstehen wir die 
Menge 

: S K,; 
ier 
aller geordneten Paare (i, k) mit + ¢ J, k ¢ K;. Um die Beziehungen zwischen 
dieser Menge und dem Indexbereich J wie den Summanden KX, technisch 
bequem zu beherrschen, fiihren wir wie tiblich gewisse Abbildungen ein. Unter 
der ersten bzw. zweiten Projektion des Elements (i, k) verstehen wir das Elemert 


p(i,k)=t baw. gli, k)=k; 
der erste Projektionsoperator p ist also eine eindeutige Abbildung von S KX, 1. 
(ja, falls alle XK; nichtleer sind, auf) den Indexbereich J, der zweite Projektions.- 


operator q eine eindeutige Abbildung von S K, auf die Vereinigung der Sum- 
manden, U K;,. 

Es ist bequem, auch noch, fiir ein jedes j ¢ 7, die Einschrankung gq, von q 
auf die Menge 


K, = {i} x K, = $ K, 


i€ {j} 
zu betrachten; dieser zu j gehdrige eingeschriinkte zweite Projektionsoperator ist 
offenbar eine eineindeutige Abbildung von K, auf K,, deren Umkehrung g;"', 
k—> q7*k = (j, k) (k ¢ K;), 
man auch als die (zu j gehdrige) kanonische Abbildung von K, in S K, bezeichnet 
(K, = qj K;, ist also das kanonische Bild von K,). 
Mit den Abbildungen p, q, q; ist nun auch, fiir jede Teilmenge BC SK,, 
die erste bzw. zweite Projektion der Menge B**) 


pB bzw. qB, 
sowie die hinfort als j-te Komponente von B bezeichnete Menge 
(2.1) q,B = q(Br K;) 


erklart. Mit den Komponenten von B ist uns tibrigens umgekehrt auch die 


2) BourBakt [6], 8S. 39, proposition 7. Das vorstehende Korollar 3 enthalt diesen Satz 
wie auch proposition 8 aus Boursakt [6], 8. 40, als Spezialfall. 
*?) BoursBaki [7], 8S. 99: «comme d’une famille d’ensembles». 
*8) BourBaki [7], S. 71: «premiére» bzw. «deuxiéme projection d’un graphe». 
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volle zweite Projektion gegeben, hat man offenbar doch 
(2.2) qB= ¥ q,B 


(die Vereinigung der Definitionsbereiche K, der qg, ist ja gerade die ganze 
Summe S K,, der Definitionsbereich von gq, q ist also die ,,Vereinigung der 
Abbildungen q,). Auch die erste Projektion 148t sich auf Grund von 


(2.3) + ¢€ pB genau dann, wenn q,; B+ 0 


auf die Komponenten q; B zuriickfiihren. 
Zur Veranschaulichung betrachten wir zwei wichtige Spezialfalle : 
1. Fir alle Indizes i gelte K, = K; dann ist 
iel 
das iibliche cartesische Produkt der Mengen J und K; in diesem Spezialfalle 
sind die Projektionsoperatoren p und g von jeher im allgemeinen Gebrauch. 


2. Wir bemerken: die kanonischen Bilder K, sind ja paarweise fremd. 
Genau dann, wenn die K, selbst schon paarweise fremd sind, ist der zweite 
Projektionsoperator g eineindeutig. Man wird in diesem Falle auf Grund dieser 
natiirlichen eineindeutigen Zuordnung g die Summe S K, mit der Vereinigung 


U K,, also auch das kanonische Bild K, mit dem Summanden K, element- 
weise identifizieren; gemaB (2.1) wird dabei die j-te Komponente q; B mit dem 
Durchschnitt Br K; identifiziert. Sind nun die K,; auBerdem nichtleer, so ist 
das System der K; eine Klasseneinteilung von U K, nach einer Aquivalenz- 
relation R, und + K, (i ¢€ J) ist eine eineindeutige Abbildung des Index- 
bereiches J auf diese Klasseneinteilung U K,/R = {K,\i¢ J}. Auf Grund 
dieser eineindeutigen Abbildung wird man dann auch noch den Indexbereich J 
mit der Klasseneinteilung U K,/ R identifizieren diirfen. Nach beiden Identi- 
fizierungen ordnet der erste Projektionsoperator p schlieBlich dem Element 
‘ke UK, (eigentlich: dem Paar (i,k) ¢S K,) die von ihm reprasentierte 
Aquivalenzklasse modulo R, K,, zu (eigentlich: den eindeutig bestimmten zu- 
gehérigen Index 4). 

Betrachten wir wieder den allgemeinen Fall! Die Bezeichnung von q; B als 
,j-te Komponente von B“ (BC S K,) wird eigentlich erst gerechtfertigt durch 
die fast selbstverstandlichen Gleichungen 
(2.4) B= $4q,B 

icl 
und (fiir eine beliebige Familie von Mengen B, ¢ K,) 


(2.5) q; S B; = B; ’ 
ict 


die wir inhaltlich zusammenfassen in dem 
Satz 7 (unbeschrinkt ausfiihrbare, cindeutige Komponentenzerlegung). 
Jede Menge BCS K, ist auf eine und nur eine Weise in der Form B= S B; 


ier 
mit B,C K, darstellbar; dabei ist B; = q, B. 
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Etwas abstrakter: (B,);-; > B = S B, ist eine eineindeutige Abbildung von 
dem cartesischen Produkt der Potenzmengen J K, auf die Potenzmenge 
$ S K,, mit der Umkehrung B = (q,B);-;. Da aber beide Abbildungen, bei 
der Festsetzung 


(B) ¢(C,) genaudann, wenn B,C C, fiirjedes i¢] 
offenbar die Inklusion erhalten, 
(2.6) wenn (B,)¢C(C;), so SB,cCSC,; 
(2.7) wenn BCC, so (9,B)¢ (4,C), 


so hat man sogar den genaueren 

Satz 8 (Isomorphiesatz). Der volistiindige Verband TS K, ist, vermége 
B- (q,B), dem kardinalen (cartesischen, direkten) Produkt®) P93 K, der voll- 
stiindigen Verbiinde BK, isomorph. 

Auf Grund dieses Satzes rechnet man hinsichtlich Vereinigungs-, Durch- 
schnitts-, Komplementbildung mit den Teilmengen von S K, ,,komponenten- 
weise“; insbesondere gilt 


(2.8) g(BAC)=q BGC, 


der Operator qg, ist (im Gegensatz zu p und q) durchschnittstreu. 
Wir bemerken iibrigens noch, daB man, nach Streichung aller leeren Kom- 
ponenten q,; B, jedes nichtleere B ¢ S K,; auch in der ,,kiirzesten“ Form 
(2.9) B=%$4q,B 
icpB 
darstellen kann [beachte die Aquivalenz (2.3)!]. 


§ 3. Direkte Summe von Stapeln 


Die im vorigen Paragraphen eingefiihrte Operation der direkten Summation 
von Mengen — im Prinzip wohlbekannt, wenn auch im allgemeinen nicht so 
sorgfaltig behandelt — lat sich auf Stapel ,,fortsetzen“. In der Tat lassen sich 
die (nichtleeren) Teilmengen B einer Grundmenge E mit den ihnen einein- 
deutig zugeordneten Hauptstapeln (Hauptfiltern®)) 4 ,{ B} identifizieren; so 
betrachtet, -wird zunadchst der Begriff des (beliebigen) Stapels zu einer Ver- 
allgemeinerung des Begriffs der (nichtleeren) Menge. 

Von nun an seien neben dem Indexbereich J auch die Mengen K,(é € J) 
nichtleer; sei (6,);-,; eine Familie von beliebigen Stapeln 6, tiber K,. Unter der 
direkten Summe der Stapelfamilie (b,);-; verstehen wir mit G. Bruns und 
J. Scumipt das System 

S b, 
ier 
aller Teilmengen X von S K, derart, daB g,X ¢ 6, fiir alle i ¢ J; per definitionem 
ist die direkte Summe von Stapeln wieder ein Stapel (iiber S X,). Zufolge Satz 8 


%) Bourpaki [8], S. 7—8: «produit des ensembles ordonnés». 
3°) J. Scumipt [30], 8. 365. 
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‘ ist die direkte Summe der Stapel 6, nichts anderes als das System aller.direkten 
Summen bd B,; von Mengen B, ¢ 6,**). Allgemeiner gilt 


Satz 9 (Basiskonstruktion). Ist zu jedem Index icl eine Basis 6; des 
Stapels b,; gegeben, so bilden die direkten Summen S B; mit B; ¢ 6; eine Basis des 
Stapels S b,;. fel 

' Der Begriff der direkten Summe von Stapeln ist eine ,,Fortsetzung“ des 
Begriffs der direkten Summe von Mengen; sind namlich die 6; Hauptstapel, 
erzeugt von Mengen B,C K,, 6; = #,{B,} (#; bezogen auf die Grund- 
menge XK,), so hat man zufolge Satz 9 


(3.1) S #{B,} = #{S Bi} 


(das # der rechten Seite bezogen auf die Grundmenge S K;,). 

Bei dieser Verallgemeinerung gilt nun allerdings Satz 7 nicht mehr in vollem 
Umfang: die ,,Komponentenzerlegung der Stapel 6 tiber S K; ist zwar nicht 
mehr unbeschrankt ausfiihrbar, aber jedenfalls immer noch eindeutig : 

Satz 10 (eindeutige Komponentenzerlegung). Jeder Stapel b iiber S K, ist 
auf héchstens eine Weise in der Form b = S b, mit Stapeln b, iiber K, darstellbar, 
nimlich mit b; = q,6**). see 

Anders ausgedriickt: man hat, fiir einen beliebigen ,,Vektor, d. h. eine 
beliebige Familie von Stapeln 6, iiber K,, die — fast unmittelbar aus (2.5) 
flieBende und dazu analoge — Gleichung 


(3.2) q; Sb; =b;; 


deswegen wird man auch hier wieder ¢,b als die j-te Komponente des Stapels 
b = Sb, bezeichnen diirfen. [Dagegen ist nicht jeder Stapel 6 tiber S X, in der 
zu (2.4) analogen Form b = S q,b darstellbar. } 

In abstrakter Form besagt Satz 10: (b,);-;—> S 6, ist eine eineindeutige 
Abbildung von der Menge aller solcher Vektoren (b,), dem cartesischen Produkt 
der Verbande aller Stapel iiber den K,, in (nicht auf) den Verband aller Stapel b 
iiber S K,, mit der Umkehrung 6 > (q,6);-7. DaB hier keine Abbildung ,,auf“ 
vorliegt, folgt schon aus der zu pS K, = J analogen Gleichung 
(3.3) pSb, = {1}; 
hiernach ist 6 héchstens dann direkt zerlegbar, d.h. in der Gestalt 6 = S b, 

ier 
darstellbar, wenn pb = {J} ist**). (In §5 wird durch ein Beispiel belegt, daB 
diese Bedingung nicht hinreicht.) 

Wie im vorigen Paragraphen kénnen wir aber den Satz von der eindeutigen 
Komponentenzerlegung zu einem (vom Leser zu formulierenden) ordnungs- 
theoretischen Isomorphiesatz verschaérfen: die Abbildungen (6,)— S b,, 


#1) Dies die Definition von Bruns-Scumipt [13], 8. 141. 

%*) Per definitionem ist g,6 das System aller g,B mit B €b. 

33) Zum Beispiel erweist sich — bei mindestens zweielementigem . I — schon der von 
einem K, iiber SK, erzeugte Hauptstapel (Hauptfilter) 6 = # (h) als nicht in der 
Form 6 = Sb; mit Stapeln b, darstellbar. 
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b + (g,b) sind immer noch monoton, d. h. analog (2.6) und (2.7) gilt: 
(3.4) wenn (b,)C(¢), so Sb,oSc¢,*); 
(3.5) wenn 6Cc, 80 (qb) (qc). 


Nach G. Bruns*) lat sich die direkte Summe von Stapeln iibrigens ver- 
bandstheoretisch deuten: geht man vom Stapel b, (+ ¢ J) zu seinem kanonischen 


Bild 6, = qj 'b,, also einem Stapel iiber K,, iiber, von diesem zur aufsteigenden 
Hiille #b, beziiglich der Menge S K,, einem Stapel iiber S K,, so erhalt man 


Satz 11 (verbandstheoretische Darstellung). $6,= N #, (# bezogen auf 
die Grundmenge S K,). 


Beweis. Seij ¢ J und X ¢ S K,. Gilt ¢,X € b,, so q7*q,X € b,; andererseits 
hat man q71q,X ¢ X, folglich X € #b6,. Hat man umgekehrt X ¢€ #6, so hat 


man q,X ¢€ 6,;, da nach Korollar 2 zu Satz 6 qb, = #54, 6, = b, (der Hiillen- 
operator #, bezogen auf die Grundmenge X,). 

Fir die topologischen Anwendungen, bei denen man es mit Filtern anstelle 
beliebiger Stapel zu tun hat, ist die Tatsache wichtig, daB die direkte Summen- 
bildung aus dem Bereich der Filter nicht hinausfihrt**). Genauer haben wir 
sogar, als unmittelbare Folge von (2.8), (3.2) und Korollar 3 zu Satz 6, den 

Satz 12. Die direkte Summe der Stapel b, ist dann und nur dann ein Filter, 
wenn jeder Summand b, ein Filter ist. 


§ 4. Gestapelte Summe von Stapeln, gefilterte Summe von Filtern, 
gerasterte Summe von Rastern 


Der Umstand, daB nicht alle Stapel tiber S X, im Sinne des vorigen Para- 
graphen direkt zerlegbar sind, verliert an Gewicht, da es gelingt, den Bereich 
der ,,zerlegbaren“‘ Stapel durch Graduierung der ,,direkten“ zur ,,gestapelten“ 
Summe betrachtlich zu erweitern. 

Von jetzt ab werden wir naémlich den Indexbereich J — eine abstrakte 
(strukturlose) Menge — durch Einfiihrung eines Stapels a tiber J, des Indezx- 
stapels, mit einer gewissen Struktur versehen, anstelle der abstrakten Menge I 
die gestapelte Menge (I,a) zugrunde legen. Zu unserer Bequemlichkeit ver- 
abreden wir, in Verallgemeinerung einer bekannten klassischen Redeweise, 
folgendes. Sei H(i) eine Aussageform in der Variablen i, sinnvoll fir alle 
Elemente i ¢ J. Gibt es nun eine Teilmenge A ¢ J mit A ¢ a derart, daB H(i) 
fiir alle i ¢ A gilt, oder, was wegen der Stapeleigenschaft von a auf dasselbe 
hinauslauft: gehért die durch H(i) definierte Teilmenge von J zum Stapel a, 

{i| H(i} €a, 
4) Die Enthalt insrelation zwischen zwei Vektoren werde wie in § 2 komponenten- 
weise erklart. 

%) Bruns [10], S. 27, dort jedoch nur fiir Filter. 

%*) Die direkte Summation von Filtern findet Verwendung bei der Strukturunter- 
suchung gegebener Filter (in topologischer Interpretation: bei Untersuchung der in den 
Umgebungsfiltern verankerten punktalen Raumstruktur). Siehe Bruns-Scumipt (12) und 
[13], Bruns [10] und [11]. 

Math. Ann. 141 
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. 80 sagen wir: H (i) gilt fiir a-fast alle ¢ € I*"). Indem wir in Satz 1 E = J setzen, 
kcnnen wir ihn wie folgt wenden: entweder gilt die Aussageform H (i) fiir a-fast 
alle i € I, oder ihre Verneinung “non H(i)” fiir Ya-fast alle i ¢ I. 

AuBer den Stapeln 6b, tiber den K, (+ € J), den Summandenstapeln, sei jetzt 
also noch ein Indexstapel a iiber J gegeben. Unter der durch a gestapelten 
Summe der Stapelfamilie (b,;);-; verstehen wir das System 

"$b; 

ier 
aller Teilmengen X von S K, derart, daB ¢g,X ¢ 6; fiir a-fast alle i¢ J; die 
gestapelte Summe ist ein Stapel iiber der direkten Summe S K,. Gilt fiir jedes ¢ 
K,=K und 6b; = b, so bezeichnen wir °S 6; auch als das ordinale Produkt 
a @ b von a und 6**); das ordinale Produkt ist ein Stapel tiber dem cartesischen 
Produkt I x KX. 

Offenbar ist die direkte Summe der 6; nichts anderes als die durch den 
grébsten Stapel a = {I} gestapelte Summe, 


(4.1) ‘DS 6, = Sb, 


Von praktischer Bedeutung ist die folgende Verallgemeinerung von Satz 9, 
Satz 13 (Basiskonstruktion). Set a’ eine Basis des Indexstapels a iiber I, 
seien die b; Basen der Summandenstapel 6; iiber den K,. Dann bilden die direkten 
Summen S B; mit A’¢ a’ und B; €-b; (i € A’) eine Basis der gestapelten Summe 


ie A’ 
°§ b,. 
Beweis. Ist Y = 2 B; mit A’ ¢€a’ und B; € 6; (zu jedem i € A’), so gilt 


q, ¥ = B; ¢ 6; fir alle j ‘ A’, mithin, da laut Voraussetzung a’ ¢ a und 6; ¢ 6,, 
Y €°S b,. Umgekehrt sei X ¢ °S 6,. Dann gibt es eine Menge A € a derart, daB 
q,;X € 6, fiir alle j € A. Da a’ eine Basis von a ist, enthalt A eine Menge A’€¢ a’; 
es sei i € A’. Da bj eine Basis ist von 6,, enthalt g,X eine Menge B; ¢ bj. Die 
durch Y = E B; definierte (Auswahlaxiom!) Menge Y ist, da zu jedem Index 


iéT gilt q, y ¢ q,X, in der Menge X enthalten (vgl. Satz 8). Insgesamt haben 

3?) Wenn aus dem Zusammenhang unmiBverstandlich klar ist, um welchen Stapel a 
es sich gerade handle, so sagt man auch einfach: fiir fast alle i ¢ J. Im klassischen Spezial- 
fall ist J die Menge der natiirlichen Zahlen, a der Fréchet-Filter (das System der Kom- 
plemente der endlichen Mengen). Wird die Menge J durch eine (aéu8ere) MaBfunktion uv zu 
einem MaBraum (J, 4), so verstehe man unter a das System (den Filter) der Komplemente 
der u-Nullmengen; statt des ausfiihrlicheren ,,H (i) gilt fiir a-fast alle i ¢ J“* pflegt man hier 
meist kiirzer ,,H (i) gilt fast iiberall o. 4. zu sagen. Wird J durch eine Ausrichtung (rich- 
tende Ordnung) S zu einer gerichteten Menge (J, <), so verstehe man unter a den Per- 
finalitatefilter (J. Scumipt [32], S. 275), das System der perfinalen Teilmengen von J; 
hier, aber auch m. E. wohl nur hier, empfiehlt sich neben der klassischen die Haupt- 
Nobelingsche Redeweise ,,H (i) gilt fiir schlieBlich alle i € I‘ (= ,,fiir a-fast alle i € J‘) als 
auBerst suggestiv (HaupT-AUMANN-Pavc [17], S. 170; bei N6pexrne [25], S. 53, fiir be- 
liebige Filter a). 

%*) Naheres iiber dieses Produkt (das sich iibrigens induktiv auch fiir endlich viele 
Faktoren erklaren laBt), insbesondere iiber seinen Zusammenhang mit dem «produit de 
filtres» von BourBaAkI (6), findet der Leser in § 5. 
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wir: Das System aller direkten Summen S$ B; mit A’¢€ a’ und B; € 6; (i € A’) 
ie a’ 

ist ebenso fein wie °S b,, somit eine Basis von °S 6,. 

Wahlt man insbesondere a’ = a und, zu jedem Index i, b; = 6,, so liefert 
Satz 13 (auf Grund der Vorbemerkung zu Satz 9) eine Darstellung der ge- 
stapelten Summe mit Hilfe gewisser direkter Summen von Stapeln: 

Korollar. Die Vereinigung aller direkten Summen S 6, mit A € a ist eine 


i€A 
Basis der gestapelten Summe °S b,: 


"Sbh,=# U Sb, 
A€aicA 
(der Hiillenoperator # bezogen auf die Menge S K;,). 

Dieses Korollar fihrt die allgemeine gestapelte Summe auf die direkte 
Summe zuriick, auf denjenigen extremen Spezialfall (4.1), bei dem der Index- 
stapel a zum grébsten Stapel {J} spezialisiert ist. Wir betrachten jetzt noch den 
anderen extremen Spezialfall, bei dem der Indexstapel a vdllig beliebig, hin- 
gegen die Summandenstapel 6; zu den grébsten Stapeln {K,} spezialisiert sind. 
Die allgemeine gestapelte Summe °S 6, setzt sich in einfacher Weise aus der 
direkten Summe 


NS b, = Sb, 
und dem ,,Zylinderstapel‘ 
*S {K;} 
zusammen : 
Satz 14. °Sb, ist die Menge aller Durchschnitte X r\ Y mit X ¢ Sb, und 
Y € %S {Kj}. 


Beweis. Einerseits besteht u = S b,; aus allen direkten Summen S B, mit 


iel 
B;¢€6;, wie vor Satz 9 bemerkt wurde. Andererseits ist nach Satz 13 die 
Menge p aller ,,Zylindermengen“ S$ K, mit A €a eine Basis von *S{K,}. Da 


aca 
auf Grund von Satz 7 und (2.8) fiir alle A € a und alle B;¢ 6, (i € I) die Identitat 
SB,=SBnS K, 


aca iel acA 
besteht, bildet nach Satz 13 die Menge aller Durchschnitte U ~ V mit U € u 
und V €»v eine Basis w von °S 6,. Dies liefert nach Ubergang zu den (auf- 
steigenden) Hiillen von u, » und w beziiglich S K, (u stimmt mit seiner Hille 
tiberein) die Behauptung. 

Hieraus folgt iibrigens, daB °S 6, ein Filter ist, wenn a und samtliche 6, 
Filter sind. Denn die direkte Summe §S 6, ist dann nach Satz 12, der Zylinder- 
stapel °S {K,} deswegen ein Filter, weil seine Basis v offenbar eine Filterbasis 
ist. Nach Satz 14 aber ist °Sb, gerade die Filtersumme im Sinne von 
J. Scumiptr**) der Filter $ 6; und °S {K;}. 

In Verallgemeinerung der Durchschnittsdarstellung der direkten Summe 
von Stapeln (Satz 11) erhalten wir eine rein verbandstheoretische Darstellung 


%) J. ScuMipt [30], S. 362, Satz 2. Offenbar laBt sich die Bildung der Filtersumme 
auf Stapel ausdehnen. 


23° 
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der gestapelten Summe. Geht man wieder, fiir jedes i, vom Stapel 6, zu seinem 
kanonischen Bild g71b; = 6, einem Stapel tiber dem kanonischen Bild K, von 
K,, tiber, von diesem zu seiner aufsteigenden Hiille # 6, (beziiglich $ K,), einem 
Stapel iiber S K,, so hat man 
Satz 15 (verbandstheoretische Darstellung). 
Sb,= UN #6, 
A€a ica 

(der Hiillenoperator # bezogen auf die Menge S K;). 

Der Beweis ergibt sich, wie schon der von Satz 11, daraus, daB q;X ¢ b,; mit 
XC H# 6, aquivalent ist; man kénnte Satz 15 aber auch, mit etwas Rechnung, 
unter Benutzung des Korollars zu Satz 13, auf Satz 11 zuriickfiihren. 

Im Hinblick auf die im Stapelverband, d. h. im Verband aller Stapel iiber 
einer (nichtleeren) Grundmenge, in Gestalt des Verzahnungsoperators 9 vor- 
liegende Dualitat (§ 1) ist fiir uns wichtig der 

Satz 16 (Verzahnungsinvarianz). 9°S 6; = %°S Yb, (dabei beziehe sich der 
Operator G allemal auf die Grundmenge desjenigen Stapels, auf den er gerade 
angewandt wird). 

Beweis. Nach Satz 1 ist X ¢ 9°S b; mit H— X ¢°S 6; (Z = S K,) gleich- 
bedeutend, und das bedeutet per definitionem, daB nicht K,;— q,X 
= q,(E — X) € 6, fiir a-fast alle i ¢ J, anders ausgedriickt, daB K,— q,X ¢ 6; 
oder, was nach Satz 1 dasselbe besagt, g,X « 9b, fiir Ga-fast alle + ¢ J, und das 
ist per definitionem nichts anderes als X ¢ 9¢$ Yb,. 

Wir driicken den Inhalt von Satz 16 auch so aus, die gestapelte Summe von 
Stapeln sei , ,verzahnungsinvariant' ‘ 

Es erhebt sich nun, im Hinblick auf die eindeutige Komponentenzerlegung 
der direkten Summe von Stapeln (Satz 10), die Frage, inwieweit der Stapel 
b = °*S b, den ,,gestapelten Vektor“‘ (6;), eindeutig bestimmt. Zunichst: der 
Indexstapel a wird — in Verallgemeinerung von (3.3) — durch 6 eindeutig 
festgelegt auf Grund von 

Satz 17. p°S 6b; =a. 

Was die Summandenstapel 6, betrifft, so sind diese fiir alle Indizes i aus 
dem Durchschnitt MA von a in der friitheren Weise -— (3.2) — aus 6 = °S 6, 
als ,,Komponenten“ konstruierbar, die tibrigen Summanden hingegen lassen 
sich so gewiB nicht mehr berechnen, auf Grund von 

Satz 18. 

b, (falls j¢ NA), 
PK; (sonst) . 


Beweis der Satze 17 und 18. Ist y die im Korollar zu Satz 13 angegebene 
Basis von °$ b,, so ist auf Grund der Gestalt der Mengen Y € » (siehe Be- 
merkung vor Satz 9) klar, daB 


q;°S 6; = 


qo = 6, (falls 7 € NA), 


py=a, 
O€q;> (sonst) . 
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Mittels Satz 6 (Abbildung p) und des Korollars 2 hierzu (Abbildung q;) erhalt 
man daraus unmittelbar die Behauptungen der beiden Satze. 

Tatsachlich ist der Vektor (b,) durch 6 = °S 6, iiberhaupt nicht mehr ein- 
deutig bestimmt. Bei Beschrankung auf gefilterte Summen, d. h. auf gestapelte 
Summen mit einem Filter als Indexstapel, gilt namlich 

Satz 19. Sind a, a’ Filter iiber I, b; und 6; Stapel iiber den K, (i € 1), 80 gilt 
"S$ 6, C *'S bi genau dann, wenn aC a’ und b, ¢ b; fiir a’-fast alle i. 

Beweis. Sei zunichst °S 6; ¢ *S 6;. Nach Satz 17 ist dann a ¢ a’. Jedem 
Index i ¢ I mit 6; ¢ 6; ordnen wir eine Menge B,¢ 6, — 6; zu (Auswahlaxiom!), 
fiir alle iibrigen Indizes + sei B,; = K,. Man hat dann S B,¢ *S 6; und damit 
S B,< “S bi, d. h. B,€ b; und damit 6, ¢ 6; fiir a’-fast alle i ¢ J. Soweit haben 
wir noch keine Filtereigenschaften bendétigt. Sei nun umgekehrt a ¢ a’ und 
b,; ¢ bj fiir a’-fast alle i ¢ J. Sei X € °S b,, d. h. g,X € 6, fiir alle i ¢ A mit einer 
Menge A ¢€ a. Nach Voraussetzung ist aber 6; ¢ 6; fiir alle ¢ einer Menge A’€ a’. 
Wegen a ¢ a’, und da a’ Filter ist, hat man A > A’€¢ a’, und fiir alle i € A > A’ 
gilt g,X € 6;, mithin X ¢ *'S bj. 

Dieser Satz ist im wesentlichen das, was bei der Verallgemeinerung von der 
direkten Summe von Mengen (§ 2) iiber die direkte Summe von Stapeln (§ 3) 
zur gestapelten, genau: zur gefilterten Summe von Stapeln vom Isomorphie- 
satz 8 iibriggeblieben ist. Zweimalige Anwendung liefert uns, als Ersatz fiir die 
eindeutige Komponentenzerlegung (Satz 7, Satz 10), das 

Korollar (Eindeutigkeitssatz). Sind a,a’ Filter iiber I, b,, 6; Stapel iiber 
den K, (i € 1), 80 gilt "Sb; = %S bi genau dann, wenn a= a’ und b, = bj fiir 
a-fast alle i. 

Die Beschrankung dieses Korollars auf gefilterte Summen ist nach dem 
folgenden Satz die denkbar schwichste. 

Satz 20. Sei a ein Stapel iiber I mit folgender Eigenschaft: fiir jede Mengen- 
familie (K,);c, und jedes Paar (b;);-7, (bj)ic , von Familien von Stapeln iiber 
den K, gelte °S b, = °S b; allemal dann, wenn b, = 6; fiir a-fast alle Indizes i € I. 
Dann ist a ein Filter*). 

Beweis. Besteht die Menge J nur aus einem einzigen Element 4, so ist 
nichts zu beweisen : der einzige Stapel a = {J} ist dann ein Filter. J bestehe aus 
also mindestens zwei Elementen. Sei nun A,, A,¢ a. Wir setzen alle K, gleich I 
und definieren eine Menge X ¢ S K,; = I x I so, daB q,X = I bzw. {i}, je nach- 
dem i € A, A, oder t ¢ A, 1 Ag. Ist also b, der von I bzw. {i} erzeugte Haupt- 
filter tiber IJ, je nachdem i ¢ A, oder i ¢ Ay, so gilt g,X ¢ 6; wenigstens fir die 
Indizes i € A,, wegen A,¢€a also X €°S 6,. Indem wir aber fiir alle Indizes 
b; = {J} setzen, haben wir 6, = 6; wenigstens fiir die Indizes + € A,, wegen 
A,€ a also, nach Voraussetzung, “S 6; = °S b; und damit X € °S 6;; es gibt also 
ein A € a derart, daB g,X € bj, d.h. g,X = J fiir alle i ¢ A. Nach Definition 


4°) Durch eine Modifikation des nachfolgenden Beweises l4Bt sich der Satz dahin- 
gehend verscharfen, daB eine feste Familie von — allerdings mindestens zweielemen- 
tigen — Mengen K;, zugrunde gelegt wird (bei dieser Modifikation mu8 man allerdings das 
Auswahlaxiom benutzen). 
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von X muB, da J mindestens zweielementig ist, dann A ¢ A, ™ A, und damit 
A, (\ Az € a eintreten: a ist ein Filter. 

Zusammenfassend ist zu der oben aufgeworfenen Eindeutigkeitsfrage, 
bei — nach Satz 20 unvermeidlicher! — Beschrankung auf gefilterte 
Summen, folgendes zu sagen: der Indexstapel a ist (Satz 17) durch °S 6, ein- 
deutig, der Vektor (6;) zwar nicht absolut, aber (Korollar zu Satz 19) doch 
wenigstens ,,modulo a“ eindeutig bestimmt; umgekehrt andert sich der Stapel 
b = °S b,; bei einer Abanderung ,,modulo a“ des Vektors (6;) — d.h. indem 
man auf einer Menge J — A mit A € a die b, durch vdllig beliebige Stapel b; 
tiber K; ersetzt — nicht. Offen bleibt — im Gegensatz zu den Verhaltnissen 
bei der direkten Summe — die Frage, wie man zu gegebenem 6 = “S 6; den 
modulo a bestimmten Vektor (b,;) zu konstruieren habe: der Eindeutigkeitssatz 
(das Korollar zu Satz 19) liefert — im Gegensatz zur friiheren eindeutigen 
Komponentenzerlegung — keine Konstruktion eines solchen Vektors (b,); 
dieses Versagen wird durch Satz 18 auffallig beleuchtet. 

Unbeantwortet bleibt auch die Frage, wann ein beliebiger Stapel b iiber 
S K, in der Gestalt b = “S 6b; mit Stapeln a iiber J, 6, iiber KX, darstellbar sei; 
in §5 werden wir sehen, daB nicht jedes 6 eine solche Darstellung besitzt. 


Das Vorangegangene lit schon die besondere Rolle der gefilterten 
Summe von Stapeln erkennen; vollends kommt sie darin zum Ausdruck, daB 
der Bereich der Filter, wie schon nach Satz 14 bemerkt, gegeniiber der Bildung 
der gefilterten Summe abgeschlossen ist; genauer gilt, in Verallgemeinerung 
von Satz 12, der 

Satz 21. Die gestapelte Summe °S b; ist genau dann ein Filter, wenn der 
Stapel a sowohl wie a-fast alle Stapel b; Filter sind. 

Beweis. Der Indexstapel a und alle Summandenstapel 6; seien Filter. 
Da dann auf Grund von (2.8) fiir je zwei Mengen X und Y aus ‘S 6; die Aus- 
sage q,(X 1 Y)=q,X q,Y €b, fiir a-fast alle i gilt, ist auch °S 6, Filter. 
Nach den Bemerkungen zum Eindeutigkeitssatz laBt sich hierin die Voraus- 
setzung, daB alle 6; Filter seien, zu der, da8 a-fast alle 6, Filter seien, ab- 
schwachen. 

Umgekehrt sei die gestapelte Summe “S 6; der Stapel 6; ein Filter. Es sei C 
die Menge aller Indizes i ¢ J, fiir die 6; ein Filter ist. Wir definieren zwei 
Familien (Bj);-; und (B;’);-, folgendermaBen: ist i ¢ C, so sei Bi = By’ = K,; 
zu +¢€J—C wahlen wir das Paar (B;, B;’) so, daB B; «6; und B;'¢ b,, aber 
B; 7 By ¢ 6, gilt (Auswahlaxiom!). Die Mengen X’ = S B; und X”"= S By 

icl iel 
gehéren zum Filter *S 6;, also auch ihr Durchschnitt X’~ X”. Folglich gibt 
es eine Menge A € a mit g,(X’ -\ X”) = BL B;’ € b, fiir alle a € A [vgl. (2.8)]; 
nach Definition von X’ und X” gilt A ¢ C, folglich, da a Stapel ist, C € a. 
Somit sind a-fast alle 6; Filter. Nach Satz 17 und Korollar 1 zu Satz 6 ist a ein 
Filter. 

Korollar 1. Die gefilterte Summe von Filtern ist ein Filter. 

Die. Verzahnungsinvarianz der gestapelten Summe (Satz 16) liefert ein 
Dualitatsprinzip, das gestattet, mit Hilfe von Satz 3 jeden Satz tiber die 
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gefilterte Summe von Stapeln in einen mit ihm dquivalenten Satz iiber die 
gerasterte Summe, d.h. tiber die gestapelte Summe mit einem Rasier als 
Indexstapel zu iibertragen. Wir verzichten auf die Dualisierung von Satz 19 
einschlieBlich Korollar. Satz 21 bzw. dessen Korollar 1 ist aquivalent mit 
folgendem Korollar 2 bzw. Korollar 3. 


Korollar 2. Die gestapelte Summe °S b, ist genau dann ein Raster, wenn der 
Stapel a sowohl wie GYa-fast alle Stapel b, Raster sind. 

Korollar 3. Die gerasterte Summe von Rastern ist ein Raster. 

Hiernach ist der Bereich der Raster gegeniiber der Bildung der gerasterten 
Summe abgeschlossen. 

Die Verkniipfung des Satzes 21 mit seinem Korollar 2 liefert auf Grund von 
Satz 5 das 


Korollar 4. Die gestapelte Summe °S b, ist genau dann ein Ultrafilter, wenn 
der Stapel a sowohl wie a-jfast alle Stapel 6, Ultrafilter sind. 


Korollar 5. Die ultragefilterte Summe von Ultrafiltern ist ein Ultrafilter. 


§ 5. Kardinales und ordinales Produkt von Stapeln 


Wir wenden uns dem bereits als ,,ordinales Produkt“ eingefiihrten Spezial- 
fall der gestapelten Summe zu, bei dem alle Mengen K;, gleich ein und derselben 
Menge K, alle Summandenstapel 6, gleich ein und demselben Stapel 6 sind. 


Es seien also a und b Stapel iiber den (nichtleeren) Mengen J und K. Es 
geht uns vor allem um den Vergleich des ordinalen Produkts a @ 6 mit dem 
kardinalen Produkt") a x6, dem von der Stapelbasis aller Produktmengen 
Ax B mit A¢a, B¢b tiber ] x K erzeugten Stapel, welches fiir den Fall 
zweier*) Filter a und 6 von BoursBakr") als «produit de filtres» eingefiihrt 
worden ist. 


Ist p die Projektion von J x K auf den ersten, qg diejenige auf den zweiten 
Faktor"*) (vgl. § 2), so gilt 

Satz 22. p(axb)=a, g(axb)=b; p(a@b)=a, g(a @ b) = b. 

Beweis. Die Projektionseigenschaften des kardinalen Produkts sind eine 
unmittelbare Folge seiner Definition und des Satzes 6; p(a @ 6) = a folgt aus 
Satz 17. Ist X € a @ b, so gibt es eine Menge A € a mit g,X ¢€ 6 fiir alle a € A; 
fiir jedes a ¢ A, erst recht fiir wenigstens ein a gilt ¢,X ¢ qX (vgl. § 2), folglich 
gehért gX zu b. Ist umgekehrt B ¢ b, so gehért wegen I € a die Menge J x B 
zu a @ b, mithin wegen g(J x B) = Bdie Menge B zu g(a @ 6b). Damit hat man 
insgesamt g(a @ b) = b. 


"!) Die Terminologie ist der von G. Birkhoffs Lattice theory [5] nachgebildet: beim 
, kardinalen‘‘ Produkt kommt es, im Unterachied zum ,,ordinalen“ Produkt, auf die Reihen- 
folge der Faktoren (im wesentlichen) nicht an. 

*2) Ja endlich oder unendlich vieler. 

**) Boursakr [6], 8S. 68—69. 

#98) «Par abus de langage» pflegt man statt ,,Projektionsoperator’ auch kurz ,,Pro- 
jektion™ zu sagen. 
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Hieraus ergibt sich unmittelbar folgender Isomorphiesatz, in dem a’ ein 
Stapel iiber J, b’ ein Stapel iiber K sei: 

Korollar. Hs gilt a x 6 C a’ x b’ genau dann, wenn a C a’ und b C b’; (also) 
axb=a'xb’ genau dann, wenn a= a’ und b= 6b’. Es gilt a@bCca’@bdb’ 
genau dann, wenn aC a’ und b C b’; (also) a @ b = a’ @ b’ genau dann, wenn 
a=a’' und b=bd’. 

Was das ordinale Produkt anlangt, ist dieses Korollar eine Verscharfung 
des (auf das ordinale Produkt spezialisierten) Satzes 19 und dessen Korollars. 

Man bestatigt unmittelbar, daB das kardinale Produkt von Filtern ein 
Filter ist**). Nach Satz 22 und dem Korollar 1 zu Satz 6 sind zwei Stapel Filter 
bzw. Raster bzw. Ultrafilter, wenn ihr kardinales Produkt ein Filter bzw. Raster 
bzw. Ultrafilter ist. Damit hat man einen Teil von 

Satz 23. a x b ist genau dann ein Filter, wenn a und 6 Filter sind. Ist a x b 
ein Raster bzw. Ultrafilter, so sind a und b Raster bzw. Ultrafilter. a @ b ist 
genau dann ein Filter bzw. Raster bzw. Ultrafilter*), wenn a und b Filter bzw. 
Raster bzw. Ultrafilter sind. 

Die Aussagen iiber das ordinale Produkt sind Folgerungen des Satzes 21 
sowie seiner Korollare 2 und 4. DaB das kardinale Produkt von Rastern i. a. 
kein Raster ist, zeigt folgendes 

Beispiel. Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und a der Fréchet- 
Filter. Die Verzahnung Ya von a**) ist ein Raster iiber N (vgl. Satz 3); wir 
nennen ihn den Fréchet-Raster. Sei ¢ das System aller cartesischen Produkte 
GxH mit Ge Ya und Hé Ya. ¢ ist eine Basis des kardinalen Produkts 
Ga xX Ya. Wir zeigen, daB ¢ keine Rasterbasis, und damit auch, daB Ya x Ya 
kein Raster ist. Sei naimlich X die Menge aller geordneten Paare (n,m) ¢ N x N 
mit n = m, Y die Menge aller (n, m) mit n < m. Es gilt N x N = X U Y und 
N x N €¢, aber es gibt keine Menge C € ¢, die in X oder in Y enthalten wire. 
¢ ist also keine Rasterbasis [vgl. (1.9)]. 

Der Bereich der Raster ist also gegeniiber der Operation des kardinalen 
Produkts nicht abgeschlossen. Durch diese Bemerkung wird unmittelbar die 
Frage beantwortet, ob das kardinale Produkt a x 6 verzahnungsinvariant sei, 
d. h. ob etets Y(a x b) = Ya x Yb gelte. Sie ist zu verneinen, da man daraus, 
daB das kardinale Produkt von Filtern ein Filter ist, mit Hilfe der Verzahnungs- 
invarianz schlieBen kénnte, daB das kardinale Produkt von Rastern stets ein 
Raster ist. Allgemein kann man folgendes feststellen : 

Satz 24. Yax YbC Y(axb), Ga @® Yb = Yia@® b). 

Beweis. DaB das ordinale Produkt von Stapeln verzahnungsinvariant ist, 
folgt aus Satz 16. Sei X ¢ Ya x Yb; dann gibt es ein Y ¢ Ya und ein Z € Yb 
mit Yx ZC X. Sei V€axb; dann gibt es ein A¢a und ein BEb mit 








“) BoursBakI [6], loc. cit. 

) Bei BanascuewskI [3], S. 328, findet sich implizit die Bemerkung, daB das ordinale 
Produkt a @ 6 zweier Ultrafilter a und 6 ein Ultrafilter ist. BanascHewsx1 konstruiert 
a @ 6 verbandstheoretisch so aus a und 6, wie es Satz 15 vorschreibt. 

‘*) Wird nichts anderes vereinbart, so beziche sich der Operator 9 auf die Grund- 
menge desjenigen Stapels, auf den er gerade angewandt wird. 
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Ax BC V. Die Menge A ist mit Y verzahnt, die Menge B mit Z, also die 
Menge X mit V. Da V beliebig in a x 6 gewahlt wurde, gehért somit X zu 
Gia xb). 

In den vorstehenden Betrachtungen wurden kardinales und ordinales 
Produkt voneinander getrennt untersucht. Die Frage nach dem Zusammenhang 
beider Produkte wird beantwortet durch 

Satz 25. axbCa@b. 


Beweis. Die im Korollar zu Satz 13 angegebene Basis der gestapelten 
Summe °S 6; (vgl. auch die Vorbemerkung zu Satz 9) enthalt im vorliegenden 
Falle gleicher Summandenstapel 6;= 6 (und K,= K) das System aller 
Produktmengen A x B mit A € a und B € b, also eine Basis von a x b. Hieraus 
folgt, da der (auf die Grundmenge J x K bezogene) Hiillenoperator # monoton 
ist [vgl. (1.7)], die Behauptung. 

In Sonderfallen stimmen kardinales und ordinales Produkt tiberein, etwa 
fiir 6 = {K} bei beliebigem Stapel a, erst recht fiir a = {7} und b = {K}. Im 
allgemeinen aber sind a x6 und a @ 6 voneinander verschieden, wie schon — 
mit Riicksicht auf Satz 23 — obiges Beispiel lehrt. 

Hiermit kénnen wir nun auch die im Anschlu8 an Satz 20 aufgeworfene 
Existenzfrage negativ beantworten: bei gegebener Mengenfamilie (K,);-<; 
braucht sich nicht jeder Stapel (ja nicht einmal jeder Filter) m iiber S$ X, in der 
Gestalt m = °S b; mit Stapeln a iiber J, 6; iiber K, darstellen zu lassen. Es sei 
namlich K,= K fiir jedes i ¢ J; ferner sei ¢ der Filter {J}, } irgendein Filter 
iiber K. Angenommen der Filter m = ¢ x } ware in der Gestalt m = °S b, dar- 
stellbar. Nach den Satzen 22 und 17 ware dann ¢ = p(c x b) = p°Sb; =a; 
auf Grund der speziellen Wahl von c wiirde fiir jedes j « J gelten = q,(¢ x d) 
= q,; °S b; = b; (vgl. Satz 18). Die Annahme wiirde also die Gleichung ¢ x d 
= ¢@D liefern, die aber eben nicht immer gilt (beispielsweise dann nicht, 
wenn J die Menge der natiirlichen Zahlen, K = I und } der Fréchet-Filter ist). 


Wenn schon — siehe obiges Beispiel — das kardinale Produkt zweier Raster 
nicht immer Raster zu sein braucht, so kénnte dies doch wenigstens fiir Ultra- 
filter gelten. DaB auch dies nicht der Fall zu sein braucht, zeigt, den Unterschied 
zwischen kardinalem und ordinalem Produkt besonders auffallig beleuchtend, 
das - . 

Beispiel. Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen, ¢ sei der Fréchet- 
Filter, a ein Ultrafilter iiber N mit ¢ ¢ a (nach dem Satz von Zorn gibt es eine 
solche Ultraverfeinerung von ¢). Nach Satz 25 gilt a x a C a @ a; es gilt aber 


nicht a X a = a @ 4, folglich ist a x a kein Ultrafilter. Die Menge X = S (n, > { 
neNn 
gehort namlich zu a @ a, aber nicht zu a x a. Gabe es ein A € a und ein Bea 


mit A x BC X, so bestiinde fiir jedes a ¢ A die Inklusion B¢ (a, (; im 
Widerspruch hierzu ist der Durchschnitt der (a, + { leer, da A nicht endlich ist. 

Im folgenden geben wir noch einige Beispiele fir das kardinale und 
ordinale Produkt, die in den Anwendungen eine wichtige Rolle spielen, wenn 
dies auch in dieser Arbeit nicht so sehr zum Ausdruck kommen wird. 
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1. N sei die Menge der natiirlichen Zahlen, a sei der Fréchet-Filter. Das 
kardinale Produkt a xa wird iiber N x N erzeugt durch das System aller 
cartesischen Produkte {n, > { x {r, > { mit (n,r)¢ N x N. 

2. Ist allgemeiner N eine gerichtete Menge, d. h. eine (teilweise) geordnete 
Menge, in der jede endliche Teilmenge eine obere Schranke besitzt (wegen der 
Endlichkeit der leeren Menge ist jede gerichtete Menge nichtleer!), so nennt 
man den durch das System aller Hauptenden {n, - { in der Menge N (n ¢ N)*”) 
erzeugten Filter a(N) tiber N den Perfinalitétsfilter**). Ist R eine zweite ge- 
richtete Menge und a(R) der Perfinalitatsfilter iiber R, so wird das kardinale 
Produkt a(N) x a(R) iiber N x R erzeugt durch das System aller cartesischen 
Produkte (n, > { x (r, > { mit (n, r) € N x R. Das kardinale Produkt von a(N) 
und a(R) ist der Perfinalitatsfilter iber dem kardinalen Produkt**) der ge- 
richteten Mengen N und R. 

3. Das System aller (Haupt-) Enden (n, - { in der Menge N der natiirlichen 
Zahlen (n ¢ N) bildet eine Basis des Fréchet-Filters a. Ist n ¢ N und ¢ eine 
(eindeutige) Abbildung von N in sich, d. h. » €¢ N, so setzen wir 


S (ym, + (= Rin, ¢); 
mon 
hierin sei m € N. Nach Satz 13 ist das System aller direkten Summen R(n, ¢) 
mit n € N und 9 € N* eine Basis des Filters a @ a. 

4. Dieses Beispiel laBt sich auf eine beliebige gerichtete Menge N iiber- 
tragen. Das System aller wie im Beispiel 3 definierten Mengen R(n, gy) — wo 
nun <= die Richtungsrelation von N sei — ist eine Basis des ordinalen Produkts 
a(N) @ a(N) des Perfinalitatsfilters a(N) mit sich selbst. Ist R eine zweite 
gerichtete Menge und a(R) ihr Perfinalitatsfilter, so erzeugt das System aller 
Mengen R(n, gy) mit n ¢ N und @ ¢ R* nach Satz 13 den Filter a(N) @ a(R) 
iiber N x R. 

5. Der (oben definierte) Fréchet-Raster 6 (iiber der Menge N der natiir- 
lichen Zahlen) besteht aus allen unendlichen Teilmengen {n,, ng, ...} von N. 
Ist M eine unendliche Teilmenge von N und y eine (eindeutige) Abbildung 
von N in die Menge b, d. h. y € 6%, so setzen wir ; A dy = S(M, -y). Nach dem 


Korollar zu Satz 13 ist das System aller direkten teenie S(M, py) mit M ¢b 
und y € 6% eine Basis von b @ b. Nach Satz 24 ist der Raster b @ 6 mit dem 
Filter a @ a aus Beispiel 3 wegen Ya = b und Yb = a durch die Gleichungen 
b @b = Y(a @ a) unda @ a = Y(b @ b) verkniipft. 

6. Auch dieses Beispiel laBt sich auf eine beliebige gerichtete Menge N 
iibertragen. Der sog. Konfinalitétsraster 6(N) itiber N*°) besteht aus allen 
konfinalen Teilmengen M von N, d.h. aus allen Teilmengen M, die zu jedem 


*") Unter dem zu n gehérigen Hauptende (n, > { verstehen wir mit J. Scumipt [32], 
S. 274, die Menge aller n’ ¢ N mit n < n’ (< sei die Richtungsrelation). 

*) J. Scumipt [32], S. 275. 

**) Das kardinale Produkt zweier gerichteten Mengen (G. Brrkuorr [5], 8. 7) ist eine 
gerichtete Menge. 

5°) J. Scumipr [32], loc. cit. 
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n € N mindestens ein s € N mit s > n enthalten (< sei die Richtungsrelation). 
Das System aller wie im Beispiel 5 definierten Mengen S(M, y) — wo jetzt 
aber M € 6(N) und wp € 6(N)* sei — erzeugt nach dem Korollar zu Satz 13 den 
Raster 6(N) @ 6(N). Ist R eine zweite gerichtete Menge und 6(R) ihr Konfi- 
nalitétsraster, so erzeugt das System aller direkten Summen S(M, y) = - A iy 


mit M ¢6(N) und w¢ 6(R)* den Raster b(N) @ 6(R) tiber N xR (vel. ss 
Korollar zu Satz 13). Nach Satz 24 ist der Raster b(N) @ 6(R) mit dem Filter 
a(N) @ a(R) aus Beispiel 4 wegen Ya(N) = 6(N), Yb(N) = a(N) und der 
entsprechenden Bezichungen fiir R anstelle N durch die Gleichungen 
b(N) @ b(R) = Y(a(N) @ a(R)) und a(N) @ a(R) = Y(b(N) @ b(R))  ver- 
knipft. 


§ 6. Kardinales Produkt von gerichteten Mengen, x-Sektor 


Mit dem — expliziten oder impliziten — Auftreten der gefilterten Summe 
oder des ordinalen Produkts von Filtern ist — aus Griinden, die in Teil II 
dieser Arbeit hervortreten werden — jedesmal dann zu rechnen, wenn man es 
in dem in der Einleitung angedeuteten Zusammenhang mit sog. ,,doppelten‘‘ 
oder ,,iterierten‘‘ Grenziibergangen zu tun bekommt; dies gilt auch dann, wenn 
andere Techniken als die der Filter benutzt werden. Wir begniigen uns, dies 
an zwei in der Literatur vorhandenen Begriffsbildungen zu demonstrieren™). 

In der Theorie der iterierten Grenziiberginge von Moore-Smith-Folgen 
benutzt G. Birkuorr®) das kardinale Produkt einer gerichteten Menge J mit 
dem kardinalen Produkt einer (nichtleeren) Familie (K,);-; von gerichteten 
Mengen K;: 

G=IxP&K,; 
iel 
es ist dies eine gerichtete Menge, und zwar gilt per definitionem fir (7’, ¢’), 
(i, gp”) € G, dh. fiir i’, i’ € J und g’, py’ € PK, die Relation (#’, y’) < (#’, p”’) 
genau dann, wenn i’ < i” und g’ < @”, also genau dann, wenn #’ < i” und 
y (i) S p(s) fir alle i ¢ J gilt®). 

Ist M irgendeine gerichtete Menge, so sei a(M) ihr Perfinalitatsfilter 
(vgl. Beispiel 2 in § 5) und 6 (M) die aus allen ihren Hauptenden (m, > ((m ¢ M) 
bestehende Basis von a(M). Zwischen dem Perfinalitatsfilter a(@) und der ge- 
filterten Summe *“) § a(K,) besteht folgender natiirlicher Zusammenhang : 

ie! 


51) Unerértert bleibt hier etwa die mit der gefilterten Summation von Filtern eng 
zusammenhangende Konstruktion gewisser ,,Diagonalfilter“’ bei Kowausky [21], 8. 311 
bis 312 (vor Definition 8). Aus der Literatur iiber iterierte Grenziiberginge erwihnen wir 
zusammenfassend : PRINGSHEIM [27]; Lonpon [22]; Root [28] und [29], § 10; Hann [16]. 
IV, §9; Moore-Smirn [23], §7; Brrxnorr [4], 8. 43—44; Boursaki-Dievponne [9]; 
Havupt-Aumann-Pauc [17], 5.3; Boursaxtr [6], 8. 69—70; Aprrert [1]; Ketiey [18], 
S. 279—280; AuMANN [2],6.3; Kowatsky [21], 4.; Keccey [19], 8.69 u. 74; Graves [15], 
VIL.2; J. Scumipr [33]. 

%) Brrxuorr [4], S. 43 (vg!. Theorem 5), Ketvey [18], 8. 279, und [19], 8. 69. 

583) Wie iiblich schreiben wir, ohne Mi®verstandnisse befiirchten zu miissen, alle 
Richtungsrelationen mit dem gleichen Symbol sS. 
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Satz 26. Zu jedem (i, y) € @ sei x(i, p) = (i, pli). Fiir die so definierte 
,kanonische“ Abbildung x von G auf die direkte Summe S K, gilt x(a(G@)) 
ier 


= a(1) S a(K,). 
Beweis. Nach den Satzen 6 und 13 geniigt es zu zeigen, daB 7(6(G)) das 
System p» aller direkten ae > B, mit B¢ b(1) und B,¢ 6(K,) ist. 


Es sei X ¢ b(G), etwa sei x= = “UG. y), > { mit (¢, gy) € G. Wir setzen zur 
Abkiirzung 
S (y@),> (=F 
vai 
und behaupten yX = Y. Nach der Richtung von G ist yX ¢ Y unmittelbar 
klar. Umgekehrt sei (i’, &) ¢ Y. Ist i” = 7’, so sei p(t’) = k, ist #’ + 7° und 
i” ¢ I, so sei p(t”) = p(t’). Fiir die so definierte Abbildung y ist («’, y) « X 
und z(i’, y) = (#’, k). Somit ist yX = Y, wegen Y € yn gilt also 7(b(G@)) C np. 
Umgekehrt ist jede Menge Y ¢€ » von der Gestalt 
= $ (p('),> 
zi 
mit (+, m) € G; somit gilt auch yn C 7(b6(@)). 

Eine phe °(§ a(K,) gefilterte Abbildung™) « (,,Doppelfolge“‘) von S K, 
in eine Menge (topologischen Raum) £ erzeugt also in der Menge den gleichen 
Bildfilter wie die gerichtete Funktion x y (Moore-Smith-Folge) von G = I xP K; 
in E; beide Funktionen haben also, bei Vorgabe einer Topologie von E, in dem 
topologischen Raum E das gleiche topologische Verhalten, die gleichen Limes- 
und Adharenzpunkte. 

Damit haben wir ein implizites Vorkommen der gefilterten Summe in der 
Literatur nachgewiesen. Die Definition der gefilterten Summe kann man als 
eine Ubersetzung der Birkhoffschen Konstruktion zunachst in die Sprache der 
Perfinalitatsfilter und sodann in die Sprache der Filter ansehen. 

Ein anderes implizites Vorkommen der gefilterten Summe — allerdings 
in ihrer Spezialisierung zum ordinalen Produkt — stellt man bei Havuprt- 
AuMANN-Pauc*®) fest: Sei a der vom System aller offenen Intervalle }0, a{ mit 
a > 0 erzeugte Filter itiber der Zahlengeraden Z,. Das ordinale Produkt a @ a 
ist dann ein Filter tiber der euklidischen Ebene E£,. Nun sei 6 > 0 und f eine 
auf dem offenen Intervall }0, b{ der z-Achse definierte (eindeutige) Funktion 
mit positiven Werten und mit lim f(z) = 0. Die Menge R(), f) aller geordneten 


r—+0 

Paare (x, y) mit 0 < x< 6 und 0 < y < f(z) wird bei Haupt-Aumann-Pauc 
ein 2-Sektor, genauer der zu b und { gehorige z-Sektor, genannt. R(b, {) gehdrt 
zum ordinalen Produkt a @ a. 

Satz 27. Die x-Sektoren R(b, f) bilden sogar eine Basis von a @ a. 

Beweis. Es seic > 0 und g eine auf )0, c{ definierte Funktion mit positiven 
Werten g(x). Sei S(c, g) die Menge aller geordneten Paare (z, y) mit 0 < 4<c 
und 0 < y < g(x). Das System aller S(c,g) ist nach Satz 13 eine Basis von 


4) NOpELine [25], S. 54: ,,gefilterte Funktion“. 
58) Haupt-Aumann-Pavc [17], S. 136—137. 
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a @ a. Andererseits ist jedes R(b, f) ein S(c, g); ferner enthalt jedes S(c, g) ein 
R(b, f). Letzteres sieht man so: Sind c und g gegeben, so sei b = c und, fiir jedes 
a €j0, bf, f(z) das Minimum von z und g(z). Dann gilt ae 4 tr a 0 und 


R(b, f) ¢ S(c, g). Das System der x-Sektoren R(b, /) ist also danas fein wie das 
System der S(c, g), erzeugt also den Filter a @ a. 

Man kann somit die Definition des ordinalen Produkts von Filtern auf- 
fassen als eine Ubertragung des Begriffs der Gesamtheit der z-Sektoren in die 
Sprache der Filterbasen tiber dem Z, und sodann in die Sprache der Filter 
schlechthin. Wesentlich ist bei diesen Schritten die Aufgabe der Bedingung 


lim f(z) = 0 
z—+0 
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Ubertragung des Goldbach-Vinogradovschen Satzes 
auf reell-quadratische Zahlkérper* 
Von 
Orro K6OrNeER in Gottingen 


Einleitung 


Bekanntlich wurde die asymptotische Formel fiir die Anzahl der Dar- 
stellungen einer natiirlichen Zahl als Summe von r Primzahlen (r = 3) zuerst 
von Harpy und LitrLewoop im Jahre 1923 veréffentlicht [1]. Ihr Resultat 
hatten sie mit Hilfe der von ihnen entwickelten ,,Kreis-Methode“ gewonnen 
unter der Annahme, daB die Realteile aller Nullstellen der Dirichletschen 
L-Funktionen kleiner als */, sind. Diese verallgemeinerte Riemannsche Ver- 
mutung konnte bis heute nicht bewiesen werden. Erst imi Jahre 1937 gelang es 
VinoGRaDov, die Richtigkeit der asymptotischen Formel unabhangig von 
jeder unbewiesenen Hypothese sicherzustellen. Im Bereich der algebraischen 
Zahlkérper kann man eine ahnliche Entwicklung des verallgemeinerten Gold- 
bachschen Problems verfolgen. Im Jahre 1924 konnte RaDEMACHER die Hardy- 
Littlewoodsche Formel auf reell-quadratische Zahlkérper [3] und spater auf 
beliebige algebraische Zahlkérper [4] tibertragen, indem er seinen Betrach- 
tungen eine der Hardy-Littlewoodschen analoge Vermutung tiber die Hecke- 
schen ¢(s, 4)-Funktionen zugrunde legte. 1955 bewies Tatuzawa [8] ohne eine 
solche Annahme, daB in einem algebraischen Zahlkérper jede ganze Kérperzahl 
als Summe einer beschrankten Anzahl von Primzahlen des Kérpers darstellbar 
ist. Dieser Satz spricht fiir die Rademacherschen Ergebnisse. 

Die vorliegende Arbeit erbringt nun ohne Benutzung einer Hypothese einen 
Beweis der Rademacherschen Formel fiir reell-quadratische Zahlkérper. 

Der Beweis beruht auf einer Verbindung zweier Methoden zur Anwendung 
trigonometrischer Summen auf additive Probleme, einer von VINOGRADOV und 
einer von SrrceLt. Nach VrnoGrRapov machen wir einen Lésungsansatz mit 
endlichen trigonometrischen Summen itiber Primzahlen, und durch Uber- 
tragung einiger Schliisse aus seiner beriihmten Arbeit tiber das Goldbachsche 
Problem [9] fiihren wir diese Summen auf einfachere zuriick. Die eigentliche 
Abschatzung der vereinfachten trigonometrischen Summen und die geeignete 
Unterteilung des in Frage stehenden Integrationsgebietes, die der Farey- 
Zerschneidung im Fall des rationalen Zahlkérpers entspricht, geschieht nach 
einer Methode von Srecet, die er zur Lésung des Waringschen Problems fir 


* Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultaét der 
Universitat Géttingen als Dissertation angenommen. Herrn Prof. C. L. Srecet bin ich zu 
groBem Dank verpflichtet. Er regte mich zu dieser Arbeit an und gab mir viele wertvolle 
Ratschlage bei ihrer Abfassung. 
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_ algebraische Zahlk6rper [7] entwickelte und die eine Verfeinerung des von ihm 
frither [6] angegebenen Verfahrens darstellt. In den verallgemeinerten Farey- 
Gebieten kleinen Nenners approximieren wir in Anlehnung an Vinogradovsche 
Uberlegungen die zu betrachtenden Primzahlsummen mit Hilfe eines Theorems 
(s. Hilfssatz 12) iber die Verteilung der Primzahlen eines algebraischen Zahl- 
kérpers in einer arithmetischen Progression). — 

Im folgenden beschaftigen wir uns mit einem reell-quadratischen Zahl- 
kérper K der Diskriminante D. Es sei H die Klassenzahl im engeren Sinne 
(s. § 2) und ¢ > 1 Erzeugende der Gruppe aller totalpositiven Einheiten von K. 
Fir eine Zahl « aus K bedeute «’ die zu ihr konjugierte und Na = aa’ ihre 
Norm. Kleine deutsche Buchstaben werden fiir Ideale von K verwendet, und 
die Symbole Na, a|a, (a, 6), (a) haben die in der Zahlentheorie tibliche Be- 
deutung. Eine Zahl w aus K hei®t Prinizahl, wenn das von ihr erzeugte Haupt- 
ideal (w) ein Primideal von K ist. Bezeichne durchweg A eine totalpositive 
ganze Zahl aus K mit NA > 1, r eine natiirliche Zahl => 3 und A,(A) die Anzahl 
der Darstellungen von A als Summe von r totalpositiven Primzahlen aus K. 
Hiermit 148+ sich das Hauptresultat dieser Arbeit, die Rademachersche 
Formel, folgendermaBen fassen : 

Satz 1. Fiir alle 4 und alle r gilt 

D -(Nay-} (Nay- 
SPOT toetray &(8) + O (assays): 
Hierbei ist G,(A) die zu diesem additiven Problem gehérige ,,singulire Reihe“, 
und die O-Konstante hiingt nur von K und r ab. 

Uber die singulire Reihe G,(4) bewies RADEMACHER folgende Tatsachen : 
1. Die singulare Reihe @,(A) -verschwindet, wenn r und A nicht von gleicher 
Paritat sind. 

2. Sind r und A von gleicher Paritat, so ist 








D 
2-95) (Np —1y+ (—1y(Np—1) 
S,(A) = 2-2 oH. . to : 


wobei (3) das Kroneckersche Restsymbol und 
= 2 PD) 
ist. 


Die Produkte werden iiber alle Primideale p von K erstreckt, die die an- 
gegebenen Bedingungen erfiillen. Ferner gibt es in diesem Fall nur von K 
abhangige positive Konstanten c,, c, mit 

€,< G,(A) < ¢. 

Nach RADEMACHER ist der Begriff der’ ,,Paritat‘‘ folgendermaBen erklart: 
Sei 2 das Produkt aller Primideale p von K mit Np = 2 oder, falls keine 
solchen p in K vorhanden sind, sei 2 = 1. Die Zahl A heiBt gerade, wenn 
2|A und ungerade, wenn (2, A) = 1. Gleiche Paritaét von A und r liegt vor, 


1) Siehe Mrrsvur [2] und Scuutz-ArenstorrrF [5]. 
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wenn beide gerade bzw. wenn beide ungerade sind. Ist r gerade, A nicht gerade 
oder r ungerade und A nicht ungerade, so sind A und r von ungleicher Paritat*). 

Fir r = 3 liefert Satz 1 als Spezialfall die Aussage: 

Es existiert eine nur von K abhingige Konstante A, > 0 derart, daB jede 
ungerade ganze totalpositive Kérperzahl 4 mit NA > A, sich als Summe 
dreier totalpositiver Primzahlen aus K darstellen laBt. 

Dies ist offenbar das Analogon des Goldbach-Vinogradovschen Satzes. Mit 
Riicksicht auf diesen Satz werden wir die Gesamtheit der ungeraden A aus K 
etwas expliziter als oben angeben. Wir haben 


2=(2) fir D=1(mod8), 
2=(1) fir D=5 (mods), 
2? = (2) fir D=0(mod4). 
Im Falle D = 5 (mod 8) sind also alle ganzen Zahlen A aus K ungerade; in den 


anderen Fallen muB dazu noch (A, 2) = 1 sein. Als notwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir, daB A ungerade ist, ergibt sich hieraus leicht*) : 


2? = 1 (moa 2?* (2) 


§ 1. Formale Entwicklungen und verallgemeinerte Farey-Zerschneidung 
Sei 6 eine fest gewahlte reelle Zahl = 5, tiber die wir spater noch genauer 
verfiigen wollen. Wir fiihren folgende Abkirzungen ein: 


A=NiA, a=logA, h=VAa-**, t= a’®, 


Die Symbole 0,0 mégen sich im folgenden immer auf den Grenziibergang 
A -» co beziehen, und die O-Konstanten sollen nur von K,r und @ abhangen, 
Nur an einer Stelle, namlich bei Hilfssatz 12, weichen wir von dieser Kon- 
vention ab und geben dort eine andere Erklirung des O-Symbols. Fiir ein 
positives C bedeute 
B<€C, 
daB B= O(C) ist. Im folgenden ist es oft zweckmaBig, A als geniigend groB 
anzunehmen (was nicht immer besonders gesagt wird), d.h. A > Ay, wo Ay 
nur von K, r und 6 abhangt. Fiir zwei Kérperzahlen « und § bedeute 
a<f 6, 
daB £ — « totalpositiv ist. Fiir eine reelle Zahl x bezeichne [x] die gréBte ganz- 
rationale Zahl < 2, und es sei 
2— [zx] fir «—[z])<4 
8° cts fir z—[z]>}. 
Mit einem Paar é, &’ reeller Zahlen und einer Zahl « aus K bilden wir den 
Ausdruck 
S(aé) = a& + a’ § 

yh Siehe RapEmacHER [3], Seite 158. 

*) Die Bedingung in dieser Form verdanke ich einer brieflichen Mitteilung von Prof. 
C. L. Sreeg. 
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und die Summe 


TE. F— J Pee, 
0<@<A 


wobei  iiber alle Primzahlen aus K lauft mit 0 < w < A. Sei ferner 9D die 
Differente von K, d.h. 9 = (VD), und /;, M, eine fest gewahlte Basis von D-, 


etwa 


1 14+)D 
i er Te 





Das zugehérige Fundamentalparallelogramm F in der reellen &, £’-Ebene E 
definieren wir als die Menge aller Punkte (&, &’) mit 
& =" + T2hs 
EP = ri + Teme” 
Dann ist nach bekannten Uberlegungen‘): 


1 fh is 
—3<"S7t=1,2. 


(1 4,(a) =D ff wre, Bye800 aE ae 
F 
Zu A gibt es eine eindeutig bestimmte ganzrationale Zahl n mit 
g-t< rs = e*t?, aloo ct aay me. 


Da A,(A) = A,(Ae~") ist, kénnen wir im folgenden voraussetzen, daB 
ct<t<e, also yA< - <VA 


ist. Nun unterteilen wir das Integrationsgebiet F mit Hilfe der von Since. 
verallgemeinerten Farey-Zerschneidung®). Fir eine Zahl y aus K sei a = a, 
der Nenner von y yD, d.h. a= (i, y yD)-. Wir definieren B, als die Menge 
aller Punkte (, —’) aus E mit 


Max(h | — y|, t-1) Max(h |&’ — y’|, t-") < Na“. 
Offenbar ist B, leer, wenn Na > f* ist. Es sei V die Vereinigungsmenge aller B,,, 
wenn y alle Zahlen aus K durchlauft. Von Srecet [7], Seite 125 und 126 iiber- 
nehmen wir die folgenden zwei Hilfssatze : 
Hilfssatz 1. Sind y und 7 zwei verschiedene Zahlen aus K, 80 haben B,, und 
B; keinen Punkt gemeinsam. 


Hilfssatz 2. Ist (&, £’) ein Punkt aus E, der nicht in V liegt, so gibt es eine 
ganze Zahl « aus K und eine Zahl y aus D-' derart, daB 


(2) = ja&— ml < h-, Ja’ E’— 9'| < h-, O< fal Sh, O< |a'| Sh, 
(3) Max(h |a&— n|, |x|) = D~'*, Max(h |a’&’ — ’|, |a'l) > Do“, 
(4) Max ((a|, |a’|) >t, 

(5) N(a,» VD) < D'. 


‘) Siche RADEMACHER {3}. | 
5) Siehe Srecet [7], Seite 125—127. 
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Zwei Punkte (&,, £4), (€,, €;) aus Z sollen kongruent mod®-' heiBen, wenn 
&,— &, = 1, & — & = tr’ undraus 9-' ist. Jeder Punkt von Z ist dann mod 9-! 
genau einem Punkt von F kongruent. In der Menge aller Kérperzahlen y mit 
Na, < # werde ein festes Restsystem mod 9-! gewahlt und mit J" bezeichnet. 
Es sei 
B= }'B,. 
ver 
Nach Hilfssatz 1 ist der Durchschnitt 
FAV= JFOB= 2.( & Fn By+s) 
peK yer \ or 
Die Gebiete F ~ B,,, gehen durch die Translation § + tr &, &' + 1’ + &’ 
in die ihnen punktweise mod 9-! kongruenten Gebiete F, -\ B, tiber, wobei F, 
das Bild von F bei dieser Translation sei. Da F Fundamentalbereich fiir die 
durch die Zahlen aus 9~! definierte Translationsgruppe ist, so ist 
U (F,0 B,) = ( bs ot, ay la B,. 
>-'\r 9 \r 
Beachtet man noch, daB F/\ B, nur fir endlich viele f nicht leer ist, so 
erkennt man, daB F -\ V und B in je endlich viele Stiicke zerlegt werden, die 
paarweise kongruent sind. Definiert man G als die Menge aller Punkte aus F, 
die nicht in V liegen, d. h. 
F=FoV+G, 


so folgt also aus (1) wegen der Invarianz des Integranden gegeniiber Trans- 
lationen aus D-!: 
A,(a)=D & ff eg, evetsonde de’ + 
er ; 
(6) By 
“ yD If T*(é, &') e271 SAH ge dé’. 
G 
Der Beweis von Satz 1 lauft nun wie folgt weiter: In § 2 bis § 4 befassen wir 
uns mit der Abschitzung von 7'(é, ’) in G. Das Ergebnis dieser Unter- 
suchungen ist Satz 2. In § 5 leiten wir eine Approximation fiir 7'(é, &’) in den 
B, her, die in Satz 3 formuliert ist. In § 6 benutzen wir die tiber 7'(é, &’) er- 
haltenen Aussagen, um die Integrale in (6) auszuwerten und damit den Beweis 
des Hauptsatzes abzuschlieBen. 


§ 2. Vorbereitungen zur Abschiitzung von 7(&, &’) 
Zu einem ganzen Ideal 6 aus K definieren wir die Summe 
T(E, é’) oe > e2riS (BE) 
b|B 
0<B<A 
Hilfssatz 3. Sei h das Produkt aller Primideale p von K mit Np s VA, u(b) 
dié M dbiussche u-Funktion fiir Ideale. Dann gilt 
T(E, &') = Y w(b) Ty(g, &') + OVA). 
b\b 
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Beweis*): 
Y wd) TE. F) = wb) Y @ri seo 
bi bib 


b/p 
0<p<a 


= Zs e27t S(BE) » p(o) = x e27 iS (BE) T(E, &) + 0(VA) , 
1\6 6|(8, 5) 1\8 
0<p<A 0<p<A 
* (B,o)—1 
q. e. d. 
Zunachst untersuchen wir die Summen 7’, (é, &’). Es empfiehlt sich, in K 
die Idealklassen im engeren Sinne zu betrachten, d.h. wir nennen zwei Ideale 
a und 6 von K dquivalent im engeren Sinne (in Symbolen: a ~ 6), wenn eine 
totalpositive Zahl x aus K existiert derart, daB 


ab-! = (x) 
ist. 
Normiert man x noch durch die Bedingung 


x 
Ww =e, 


so ist x eindeutig durch a und 6b bestimmt. In jeder Klasse aquivalenter Ideale 
werde ein festes ganzes Ideal ¢ gewahlt. Die Gesamtheit der Ideale ¢ werde 
mit IM bezeichnet. M ist also eine nur von K (und unserer Festsetzung) ab- 
hangige Idealmenge, die aus genau H Elementen besteht. Die Auswahl der ¢ 
sei so getroffen worden, da8B auch das Einheitsideal (1) unter ihnen vorkommt. 

Nach dieser Festsetzung gibt es also zu jedem Ideal 6 + (0) von K genau 


ein ¢ aus M mit 





el< 


b~c} 
und damit genau ein x aus K mit 


be = (x), x > 0, etc se. 


Umgekehrt ist auch 6 durch das Paar c, x eindeutig bestimmt. Diese einein- 
deutige Zuordnung des Paares ¢, x zu 6 wollen wir durch die Symbole 


¢ = p(b), x = g(b) 
ausdriicken. Somit haben wir fiir jedes ganze Ideal b + (0): 
(7) T(E, &’) = Py e27t Silex é) : 
"le 
0<e<-4 
wobei ¢ = p(b), x = q(b). 

Fiir spitere Anwendungen (s. (23)) sei noch notiert, daB fiir ganze 6 das 
Ideal ¢ die Zahl x teilt, also x ganz ist. Von den Inversen aller Ideale ¢ aus M 
werde nun je eine Basis t,, t, fest ausgewahit. (In Symbolen: [r,, t,] = ¢~.). 
Sei # eine Zahl aus K und [r,, t,] = c~?, ¢ € M. Dann gibt es ganzrationale 
Zahlen a, (¢ = 1, 2) mit 

S(t, B&) =a,+d,, d, = {8(z, B&)}, ‘=1,2. 


*) Vergleiche hiermit Vinocrapov [10], Seite 30, Lemma 2. 





vr = one 
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Mit der zu 1,, t, komplementaren Basis o,,¢, — d. h. 
fir i=k 


o tr ¢op 84318 


8(t,0,) = 
— definieren wir 
vy = v(B, C) = a0, + 4,02, 
C=C(B,¢)=d,o,+d,o,, C’ =C'(B,¢) = do, + dyog. 
Nach Konstruktion von » und ¢ gilt 


(8) BE=r7+l, PR=v+0', cD |r, 
und es gibt eine nur von K abhangige Konstante c, > 1 mit 
(9) lea, blac 


fiir alle 8 aus K und alle ¢ € M; denn es ist |d,| < } und o,, 0, mit t,, T, fest- 
gelegt. 
Hilfssatz 4. Fiir jedes ganze Ideal b von K mit 1 < Nb < A gilt 


T(E, &') < Xe(x) , 


’ A “A oll 7 A. & 
X,(x) = Min (¥- , Vx Ter’ V4 tT ’ V*% vige| 


[- p(b), = q(b), ‘4 — C(x, ¢), ¢’ _ C’ (x, ¢) 


wobei 


und 


set. 


Beweis’): Sei [rt,, t,] = ¢~1, d, = {S(t,%€)}, dann folgt nach (7): 
T(E, E') 2S") — gai Slex®) — T(E, &") + o(] Zz). 


cle 
0<e-%<— 
tad 


Denn das Restglied ist héchstens von der GréBenordnung des Umfanges des 
Rechtecks, das aus allen Punkten (z, zx’) besteht mit 


0< n<i, 0< v<-., 
Also folgt mit der trivialen Abschatzung 
aa il 
T(E, &) <r 
und mit ¢, ¢’ < Max((d,|, |d,|) die Beziehung 


all A 1 Yo 1 
(8, 8") <Min (4, We "1° 4 wicy)< 


ff <i “A i Al . | A A ‘4 ft 
< Min (4. Ve al’ Ae yy) <Min (HE V we 4) 
= X,(x). q. e. d. 








*) Siehe Srecex [7], Seite 129, (25). 
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In diesem und den beiden nachsten Paragraphen setzen wir voraus, daB 
(é, &’) beliebig, aber fest aus G gewahlt sei. Seien « und 7 die nach Hilfssatz 2 
zu (&, &’) existierenden Zahlen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit unserer 
Uberlegungen kénnen wir annehmen, daB || < |«’| ist. 

Hilfssatz 5. Seien L,, L,,b reelle Zahlen, L = L,— L, und b positiv, g, g’ 
ein Paar ganzrationaler Zahlen und ¢,, ¢, zwei Ideale aus M. Ferner sei B eine 
Menge von Zahlen B, die in cz liegen und folgende Bedingungen erfiillen: 

g—} S2VDNeq |alC(B,4)<9+}, 
g —4<2YDN«, |a'| C'(B, )<9' +3, 
(11) Lspstl,, Ls pskl,, 
und fiir zwei beliebige Zahlen B, 8 aus B gelte 
IC(B, C2) — CCB, ¢)| sb. 
Dann haben wir fiir die Anzahl Z(g, 9’, b) aller Zahlen aus B die Abschitzung 


(10) 


(12) Z(9,9',0) <tyar +1 
und fiir den Fall |x| < D~*! noch die weitere 
L . De 
(13) Z(g,9'; b) <(a7 + aa7 + 1) (hb +1). 


Beweis: Durch (11) wird in Z ein abgeschlossenes Quadrat Q der Seiten- 
lange L definiert. Jede Seite von Q teilen wir in m gleiche Teile, wobei 


m= 1 + [ ;2-;] sei. Dadurch wird Qin m* verschiedene Quadrate Q’ der Seiten. 
lange 2 <ha- zerlegt. Bezeichne Z(Q’) die Anzahl der f aus %, die in einem 
abgeschlossenen Q’ liegen (d. h. (8, 8’) € Q’ abgeschlossen). Dann ist offenbar 
(14) - Z(g, 9’, b) < m* Max Z(Q’). 
@ 

Sei § eines von diesen 8 aus Q’. Setzt man 

6=at—7n, 6’ = a'f’— 7’, &=(B, es), & = 0'(B, ¢), 

v= v(B,¢), F=9(B,¢,) und g = a(v—%)—n(B—§), 
so erhalt man nach (8): 


(15) ' 9 =d(B— p)—a(e—6&) 
..und nach (10): 
(16) JaC—O<2(D NG), a’t’— 0) < 4 (DN), 


und nach (2) ergibt sich 
\6(B — p)|< A“ = = o(1),  |8'(p’— p< he = 


o(1). 








aB 
22 
rer 


ig 
ine 


ng 


n- 
ei 


n- 


ar 
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Hieraus folgt mit (15) und (16): 
lel<(DNq)-, |9'|< (DNa)-"*. 

Also ist 9 = 0, da (9 ¢,)-"| 9. Somit gilt 
(17) d(B—fp)=a—O, se —Py=a't'—0), 
(18) n(B— Bp) =a(v—%), 7 (B’—f’) =a'(r’—F’). 
Aus (18) folgt, daB « ein Teiler von (8 — B) n VD ist. Nach (5) oxtetiont dann 
eine nur von K abhangige natirliche Zah] v derart, da8 
(19) =1(6—p). 
Aus (19) folgt zunachst, daB Z(Q’) héchstens gleich der Anzahl aller Zahlen x 
aus K ist mit 

“in, bist, wise. 
Also 
(20) 2) <saway +}. 
Andererseits ist Z(Q’) nach (17) und (19) héchstens gleich der Anzahl aller 
ganzen x aus K mit 


¢— a5 9 Le 
=v Ma 
[x| 5 0 Max |& , Wists 


Beachtet man, daB im Falle |«| < D~‘ nach (3) die Abschitzung 6-! = O(h) 
gilt, so erhalt man hier 


(21) Z(Q') < (hb + )) (tw + 1). 


Aus (2), (14), (20) und (21) folgt die Behauptung des Hilfssatzes 5. Wir fiigen 
noch hinzu, daB, falls G nicht leer ist, nach (9) und (10) gilt 





lal<|of +1, |g] <la’. 
Hilfssatz 6. Es gilt 
1 
(é.8') Yoo’ ' 
wenn tiber irgendwelche 1(l > 1) verschiedenen Paare (g,g') natiirlicher Zahlen 


summiert wird. 
Beweis: Die / verschiedenen Paare lassen sich folgendermaBen darstellen: 


(9, g’) eat (9,» Im) 


< 2/1 + logt Vl, 


mit 


: n 
N<92<°**<Ga> 9v1 < Gra < °° * < Dor, (v= 1,2,...,”), a=. 


v=l 





2 SiVs aD" S 2/1 + logn yis 


< 21+ + logl yl. q. e. d. 
Nach diesen Vorbereitungen zerlegen wir gem&8 Hilfssatz 3 die Summe 
T(é, &’) wie folgt: 




















(22) T(é, &’) = 8, + 8,+O(VA), 
wobei 
8, = Pa (ob) T,(é,&), S,= Py p(b) 7, (&, &) 
weaear-™ Guowes 
ist. 


§ 3. Die Abschitzung von S, in G 
Nach (7) und Hilfssatz 4 ergibt sich 


(23) |8,| = | X *, u(b) T(E, &)| s > ~, \7',(&, &)| < 
y deneaert ~ estan 
<2 ( 2 X<()) - 
cEM \neN 


Hierbei sei N die Menge aller ganzen x aus K mit 
x>0, et< = se, Nx <= Ne Aa-®, 
Hilfssatz 7. Fiir alle ¢ aus M und alle x aus N mit Nx < # gilt 


Max (IE 6%, el OD) > 
Beweis: Nach (8) ist 
eth tess 


Da 9-"|y» und (€, é’) auBerhalb B, liegt, ist 


a 
x 


Max (|£ 











2) aye also Max((Cl, D> ~. qed. 


Wie durch (23) nahegelegt wird, halten wir im folgenden das Ideal ¢ aus M 
fest. Wir haben 


(4) eS afr st ys sas aia ne 


xEN. ‘ 
Nest eet le Nag ete+3 
Hierbei laufe s jeweils iber alle natiirlichen Zahlen s mit 


(25) e-*#< U2? < e1Nc Aa-**®, wobei U=e* sei, 
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und es sei definiert: 
R= 2) R= J X.(x), 


xED, 
Neer 
wobei 3, die Menge aller ganzen x aus K sei mit 
UsxseU, Usx su. 


Nach Hilfssatz 7 146t sich R folgendermaBen abschatzen: 


(26) R< x Ve Veh<VA ht =Aa-°. 
Nest 

Bei der Abschatzung von R, benutzen wir Hilfssatz 5 in der Spezialisierung 
G=(1l), qg=c, L=(e—1)U. 


Die Zahlenpaare (g,g’) mégen die in Hilfssatz 5 angegebene Rolle spielen. 
Dann ist offenbar 


R,= a X, (x) + a X, (%) + p > X, (x) + a X (x) 
SB, 


xeD, xed, xE@Bz, 
g=7=0 g=0,9'+0 g+0,97=0 o7 +0 


on RY + R® 7M RY) + RY P 
Wir treffen folgende PE: 
1 
Fall I: aD’ 
Im einzelnen folgt bei Beachtung von (12), (2), und (25): 


A Uv? 
RY s Z(0, 0, 2c) He < < (yar + 1)F a<te ~eaecalil -0. 








2) VA. |a’| Uta ya, , 
F< hin OOP A tl < (war +1) 4G iwla< 


<(U*a? + |a’|) La <Aa-*, 





A Utat A 
RP< DY 2,0, 2¢,) 14 tt <(qwer + 1) 4 aja-<Aa-*, 


0<|a| </a igl 
‘A [Wal 
RY < Z(g, 9', 24) “YH 
x \a| hee, U lool * 
0<\9'|\<\a’| 


Hier ist zu bemerken, daB fiir héchstens O(Min(|N a|, U*)) verschiedene Zahlen- 
paare (g, g’) die GréBe Z(g, g’, 2c,) nicht verschwindet; denn wegen |g| < |a|, 
\g'| <|a’| gibt es héchstens O(|Na|) solche Zahlenpaare, und andererseits 
enthalt G, héchstens O(U?) Elemente x. Also kénnen wir mit Hilfssatz 6 und 
(12) weiterschlieBen : 


RY < (ier + 1) i V\Na| Min(/|Na| , UV) ~a< 
<UaVA Va + VA Y|Na| Va < Aa®~*. 
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Fall II: |a|< 


1 
4¢,/D © 
In diesem Fall sind nach (9) und (10) die Summen R{ und R leer. Bei An- 


wendung von (13) erhalten wir 
ms 2 ( x a's x Xx) 














o<is | A A. 2 
¢,2-'- S<itise2-! \tlaca-* 
—it+1 a t -1 A 
< ZF _B(0,0,c,2-'+2) LE 2 + 200, 0, 2egh-2) A 
osts [ies] 
U | Uta? h VA U  Utat A 
<Any (et tet tot (er t er te 
osie[tt 
U . Ue yA. U_ , Uta A o 
<a( + hla’ + 1)h U + (7 + hle’| + l) je < Aa? wa 
Re s | px X, (x) = a x *) 
15 "3 les \a’|) xEDB, xB, 
A g=0,0'+0 0.97 +0 
nija’|-*st<(n + 1)\a’|-* —(n+ 1)\a’|-"*< fs —ala’|-' 
+ py X, (x) 
xEe@, 

g=0,9' +0 

ils la’|-* 
z (Z(0, 9’, |a’|-2) + 2-0, 9’, ary VA _let_ 

1saSlela'|] O<\071<|a'| met 
+ Z 260,92 ay LA lel 
0< #1 <\e"| Wi" 


Der obere Index i bei Z (0,g’,|a’|-*) soll hier die Zugehérigkeit von 
Z(0, g’, |x’|-*) zu einer von + abhangigen Zahlenmenge bezeichnen. Wir stellen 
wieder fest, daB wir wegen n < |a’|, g’ < |a’| tiber héchstens O(Min(|«’|?, U*)) 
verschiedene Paare (n,g’) zu summieren haben und erhalten deshalb mit 
Hilfssatz 6 und (13): 





mp<( ota t ay YA’ \q'| Min(\a’|, U) Va + 


U U*ta? h yA ’ ; 3-0 
+ (lett met + ero ele<ae 
Sowohl im Fall I als auch im Fall II ist also 
(27) R, < Aa-°. 


Bei Beachtung von: s <a und der Tatsache, daB MN nur H Elemente enthilt, 
folgt aus (23), (24), (26) und (27): 


(28) 8, < Aat~®. 
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§ 4. Die Abschitzung von S, in G 


Sei 6, = 120 + 6, P die Menge aller Primideale p von K mit a” < Np < V/A 
und Q, die Menge aller ganzen Ideale q, die 6 teilen und genau k Primteiler 
mit Norm > a® besitzen. Dann wird 


(29) 8S,= ~, W,, Wi= a u(b) T,(€, &’) . 


Hilfssatz 8. Ee ist W, = 0 fiir k = a. 
Beweis: Sei 6 ein Ideal aus Q, mit Nb< A. Dann ist a®* < A, also 
k < a. Somit ist W, fir k = a leer. 
Hilfssatz 9. Fiir die Anzahl Z, aller Ideale b aus Q, mit Aa~*®° << Nb< A 
gult 
Z,<Aa". 
Beweis: Sei b ein Ideal aus Q, mit Aa~** < Nb < A und s die Zahl seiner 
Primteiler. Dann ist 
(a®)* > Aa-*® 
und folglich fir geniigend groBes A: 
a — 26 loga a 
8>——@iloga > 20,loga * 
Deshalb ist die Zahl t(6) der Teiler jedes solchen 6: 
a log 2 1 
t(b) = 2* >2 26 loge — 4 20, loge ~ 4 30, loge | 
Mit der bekannten Abschatzung 
>» t(b)<Aa 


No<A 








erhalten wir 
1 - ewall —_ 
Zy A Ste < Aa = Aa-% A Shoes ght1 4 Tiloee < Ag-%A 5% bee ged. 


Nach Hilfssatz 4 und 9 haben wir also fir W,: 
(30) W< SF ee <tyat< Aa. 


Aa te vs <A 
Weiterhin sei k >0. Bildet man simtliche Produkte pq mit p € DB, q € Q,-,, 
so entsteht jedes 6 aus Q, genau k-mal und im Fall k > 1 noch jedes Produkt 
p*r mit p € DB, cr € Q,_., ptt genau einmal. Setzt man 


y= ZT pwat,(6 8) (&=1,2,3,..,), 
PED, qeECe-. 
Aa" <Nn(pqy<a 
so folgt mit Hilfssatz 4: 2 / 
’ A 
|kW, + V;| S p p> |Tp»e(€, €')| < py py Wr’ 
pep 1|e Pep ir P 
(31) Aa *<Npnca Neca 





Aa 
A 1-0; 
7 Xs Np —s 
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und es bleibt V, abzuschétzen. Gem&B der Zerlegung 


(32) V.= py Vics Vi = Pd a (q) Ty ql€, &’) 
CEM PED q€Qe-: 
: P~e* ga *< Nepay< A 
geniigt es, p auf die Klasse des festen Ideals c~' zu beschrinken. Nach den 
Uberlegungen in § 2 gilt somit 


Ve= Ema L taisend, 
~~" 0< e< 
qc*le 
Hierbei wird summiert tiber alle x mit 
(x)ceDB, x>O, ct<cse, 
und zu gegebenem x durchlauft q alle Ideale aus Q,_, mit 
Aa-*® Nc(Nx)-!< Nq. 
Nun wird (vergleiche den analogen SchluB bei (24)) 
(33) We=2E,, CIS LIL wlge*e"|. 
‘ qe 


Dabei lauft s tiber alle natiirlichen Zahlen s mit 
e-*Nea®< U*se4NcVA, U=et 
und x iiber alle ganzen Kérperzahlen mit 
Usxse8U, Usxwse#U, 


und in der inneren Summe liuft q iiber alle Ideale aus Q,_, mit} Norm 
> Aa-**Nc(Nx)-", sowie 9 iiber alle Kérperzahlen mit 


qc|0, O0< ex—. 
Nach der Schwarzschen Ungleichung ist 


(34) CR<U2 SY | ekri Slee 8) 
GWiG@n@s * rn) 
Hierbei wird summiert iiber alle Quadrupel (q,, q2, 0, @,) mit ¢ 


Gs €Qe-1, Na, > Aa-**Ne(etU*)-*,  qyc-*|9;, 
(35) A od ' 
und innen lauft x iiber alle ganzen K6rperzehlen mit 
P x . A Aa-*9*N¢ 

(36) Usxse8@U, Usx seu, 0<x<> > Nx>—yG 
(j= 1,2). 

Der Punkt (x, x’) liegt also in einem: Gebiet G, definiert durch (36), der Ebene £, 

das durch eine Hyperbel von einem Rechteck abgeschnitten wird. Die Lange 

des Randes von G ist O(U). Der Beweis von Hilfssatz 4 tibertragt sich fast 

wortlich auf 
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Hilfssatz 10. Fiir eine beliebige Zahl o aus K gilt 


by e2rt S(xo &) < Yo) ; 
(x, eG 


wobet 
und 

¢ = to, (1)) , % = t'(e, (1)) 
set. 


Hilfssatz 11. Zu einer gegebenen Zahl o aus K gilt fiir die Anzahl Z, aller 
verschiedenen Quadrupel (q,, qa, 01, Q2), die die Bedingungen (35) und die 
Gleichung 

o'= 0:— Os 
erfiillen: 

Aa*® 
1,<—r- U2 
Beweis: Die Anzahl der verschiedenen Paare (0,,0,), die (35) und 

o = 0, — 0, befriedigen, ist wegen 


A eae ; 
c\@;, 0<o<7F> nite dat. (j = 1, 2) 


héchstens von der GréBenordnung O(a :). Zu gegebenem 9, ist die Anzahl der q, 


héchstens O(a?*), Jedem solchen q, entspricht nimlich nach (35) eineindeutig 
ein ganzes Ideal u mit (g,)¢ = q,;u, und die Anzahl der verschiedenen u ist 
wegen 
1s Nu= age < a*® 
héchstens O(a?°). Hieraus folgt die Behauptung des Hilfssatzes. 
Nach (34), Hilfssatz 10 und 11-haben wir also 


(37) CO} <Aa°M,, M,= y Y(o), 
o€&, 


wobei €, die Menge aller Zahlen o aus ¢~! sei mit 
(38) lol<W, \'|<W, W=Max(Z,4). 
Die Abschatzung von M, verlauft nun véllig analog zu der von R, in § 3. Wir 
wenden Hilfssatz 5 an in der Spezialisierung 
G=c¢, ¢=(1l), L=2W 


und zerlegen: 


M,= & Yo)+ SY Yo+ YF Y¥o+ J Yo) 
g= he snar ee 40.9'=0 Pa 
a MY op M? + M®+ mM , 
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Wir treffen folgende Fallunterscheidung : 
Fall I: \a| = ta)DNe ; 
Mit (12), (2), (4) und (38) folgt : 
MY <Z (0, 0,2e,) 0? < (Tye Wer +1)0 





M® Z(0, 9’, 2c.) U 1%! uv ioe 

‘ <i 9,800 ie |a"|a<Aa 

MP Fig 2% 200) U et < (Tye +1) U lal a<done, 
0< |9| < |e! 





M%< SF 2G,9,2)U VPs 
0< ia) <|a igg'| 
O< |i <le'|. 
Hier ist wiederum zu bemerken, daB- man wegen (38) und |g| < |a|, |g’| < |«’| 
héchstens itiber O(Min(|N «|, W?)) verschiedene Paare (g,g’) zu summieren 
braucht. Nach Hilfssatz 6 und (12) erhalten wir somit 
Ww? 
Me <( Wel +1)U y\Na| Min(/|N al, W) Vo 


< WatU Va + UY|Na| Wa. <Aa-*. 
1 


In diesem Fall sind nach (9) und (10) die Summen M® und M‘) leer. Bei 
Anwendung von (13) erhalten wir 


MY%”= JF ( x a x Yo) 








ve =e 
a [ine eet tse! tistecn* 
< ZF 20,0, c,2-'+) U 2 + Z(0, 0, 2cgh-). VU? 
vate [it 
W Wa W Wat 
a 2 
‘ ea (et + Fer +}) vas (t+ apr t1)u 
sts [ie] 
W2a? W*a? 
<o(y + Fey +1I)hU+ (a + Fer +.1)U*<Aa 60 
M®<s pm Y (o) + ps Y(a)\ + 
a a= 09 +0 o- 00+ 0 
nja’|-*'S0<int Ia’|-* ~(nt Dla cts—nla'|-* 
+ YF Y(o) 
o€, 
g=0,¢' +0 
1s la’|-* 
< SF . F GMO, 9, |a'|-) +200, 9, fa’'|-9) Ze + 
1snS[eslx'|] 0<le'| <a’! yaig'| 


+ ZF 209.200 kt. 
0<\9'1< |e" ig'| 


Wit! 


Wir 
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Wir haben hier wegen (38) und n <|a’|, g’ <|a’| tiber héchstens O(Min (|a’|*, W*)) 
verschiedene Paare (n, g’) zu summieren und erhalten mit Hilfssatz 6 und (13): 
W*a* h Fy - 
M® <( tart eZ el Min(le|, W) Ya + 
tq? h 
* (ert apr +!) pe lel 
<(W +" )aU ya + (op + apr tl hUa<ao®, 
Somit haben wir sowohl im Fall I als auch im Fall IT: 
M,<Aa-*. 
Hieraus folgt nach (37): 
C, < Aa~® 
und damit aus (32) und (33) wegen s <a: 
V,. < Aa'-° 
und weiter aus (31): 
(39) W,<+ Aa'-° fir alle k>0. 
Lann ergeben (29), Hilfssatz 8, (30) und (39): 
(40) S, < Aa*-*, 
Nach (22), (28) und (40) haben wir damit folgenden Satz bewiesen: 
Satz 2. Fiir alle Punkte (&, &') aus G gilt: 


T(é, &') < Aat~®. 


§ 5. Die Approximation von 7(&, &’) in B, 


Hilfssatz 12. Seien b,, b, zwei beliebige, aber fest gewiihlte reelle Zahlen mit 
b, = 1,6, >0 und Y, Y’ ein Paar reeller Zahlen mit 
Tas, tan, 2t50)T, + 6&GP. 
Ferner sei 6 ein ganzes Ideal von K mit Nb = log” (Y Y’) und 0 eine ganze zu b 
teilerfremde Zahl aus K. Bezeichne o(b) die Eulersche Funktion fiir Ideale und 
a(b, 0, Y, Y’) die Anzahl aller totalpositiven Primzahlen w in K mit 


wz=omodb, w<Y, ow’<Y’. 
Dann gilt mit einer positiven Konstanten c: 


dudw’ , .—¢c Viog(¥¥") 
x(b, @, ¥, ¥')= aete ff OSs logan + O(Y¥'e ). 


Das O-Zeichen bezieht sich auf den Grenziibergang Y Y’+, wobei die 
O-Konstante und c nur von 6,, 6, und K, aber nicht von 6 und og abhangen. 

Dies ist der fiir unsere Zwecke umgeschriebene und spezialisierte Satz von 
Mrrsvr [2], Seite 35°). 


*) Siehe auch Scuutz-ARENsToRFF [5]. 
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Im folgenden sei (£, —’) aus B,,a=a,, Nas#, z= &—y, 2’ = f'—y’ 

und F, die Menge aller dieser Punkte (z, z’), d.h. das Gebiet, das durch die 

Translation y + 0, y’ > 0 aus B, hervorgeht. F, enthalt das Quadrat 


(41) le] < (ht, |e'| < (ht)? 
und ist enthalten in dem Quadrat 

(42) lel S(t), fe'| S (at), 
Offenbar gilt 


TE, f= YS &t%O,0/ F 1). 


Beziiglich der Abschatzung des Restgliedes ist zu bemerken, daB a héchstens 
O(log Na) verschiedene Primidealteiler besitzt und ein solcher Primidealteiler 
(w) von héchstens O(a) verschiedenen Primzahlen w mit 0 < w < A erzeugt 
werden kann. Wir kénnen also schreiben : 

(43) T(E, 8)= ES e804 O(a logNa). 


0<a@<A 
(@,a)=—1 


Sei 6, = 606. Die auf der rechten Seite von (43) stehende Summe teilen wir 
auf in Untersummen folgender Gestalt : 


T(E, é eo = = e2% tS(mé) 
tac s, 
So <4,’ 
(@,a)=1 


Hierbei sei ¢ ein Element der Zahlenreihie 


(0, 2,/A a-*, 2A a-%, 3 VA a-®, ae Frew yA a~®, a) , 


und a’ sei aus 


(0. A VA a-% 2 VA a-®, 3 VA ee Frew yA a~*, x) > 


Sei s, bzw. s, das auf s bzw. s’ in diesen Zahlenreihen als nachstes folgende 
Element. Die Anzahl der Summen 7'(£, ’),,, ist héchstens O(a*%). Jedes 
T (&, &’),, kinnen wir wiederum in der Form 


T(é, ),.7°= a T(é, 3 oe 


darstellen. Hierbei bezeichne T'(é, &’),,,,, den Teil von 7'(&, &’),,, der zu den 
Werten w = t moda gehért, und summiert werde iiber alle zu a teilerfremden 
ganzen t eines vollstandigen Restsystems moda. Die Anzahl U, , der Prim- 
-zahlen w, die die Bedingungen 
sso<s, #& Sw'<%, wetmoda, s22, s 22 
erfiillen, ist nach Hilfssatz 12: 


dud -cVa 
(44) Uys = Tige 9a) ff iogtway +? Ae ). 
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wobei die O-Konstante und ¢ wegen Na < # nur von K und 6 abhingen. 
Mit (42) erhalten wir 
e22tS(mz)__ erri(ezt "\<E js, — a| |2| + \s{ = s'| \z"| 
<VA a-%(\z| + |2"|) <a- i. 
Aus (44) und (45) folgt fir s > 2, s’ => 2: 


(45) 


, 1 tf dudw ee 
T(E, &)s,.0.2= H loge (a) If i ez tS(t y) + 2ri(ez+ ez’) + 


dudu’ -46, -cVa 
ols, ff — oe 


Im Integrationsgebiet des Integrals von (46) vollziehen wir die zu (45) analoge 
Abschatzung 





(46) 


erri(szt ) e2ri(uz oo “<a 7 g 0, 


und erhalten damit fiir s,s’ > 2 aus gh 
a i et xisiry) , ‘ iatesee’ *) 
(€, €").,¢.2= H loge 9(a) [f log(uu’) —du du’ + 
1 PP duaw - 46, -Ve 
+ ol sta If Tog (uw) a + Ae ). 


Dy eri S(ry) aa (a) 
tmoda 
(t,a)=1 


ist®), ergibt die Summation iiber die t: 


T (é, &'),,.7°= +t ate) ff en ate dudu’ + 





Da 








H loge (a) ; log (wu’) 
8, 8," 
¥’ off = a #4 acF el fir s,s'>2. 


Fiir s < 2 oder s’ < 2 schatzen wir 7'(£, &’),,, trivial ab durch 
T(E. E's, <VA- 


Nach Summation iiber alle Paare s, s’ erhalten wir hiermit nach (43): 


ax 
’ (a) etnitustw’s’) : 
T(é, g ) = H loge (a) / log (uu’) du du + 





‘aR 
+ol f mony? t+ Ae an), 


*) Siche RaDEMACHER @), Seite 116, (1.515). 


Moth. Ana. 1 141 25 
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und hieraus folgt mit der trivialen Abschaitzung 


dudu’ 
f i log(uw) <4 
der folgende Satz: 


Satz 3. Fiir alle (&, &’) aus B, gilt 


T(E 8) = gore J) +0(4a *), 
wobet 


a 
. etmitustu’ 2) 
Jaei= ff log(uw’) dudu' 


sei. 
§ 6. Die Auswertung der Integrale und der Beweis des Hauptsatzes 


Hilfssatz 13"). Fiir alle reellen u’ = 1 und alle reellen z mit |z| < A-* ist 
A 


etnius yA l 
i Tog(un’) du < Min (2 aa): 


Beweis: Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten. 


a 
e2nius » yA 
? J tee wc) ie s° 
A yi . 
r ec mius etnius ertmiuz 
. hat - | gies ** + Tog(uw’) @ 
etniusz Aa etriuzdy | 
< |i logu + asi yi +/ ‘2Qriuz log*(uw’) | 
a | 


Aue du 
Pe a oe ee | a i ~1s 
< a oT + iy J ‘ulogtu < a\z| fiir |2| <A 4 q.e. d. 


Hilfssatz 14. Sei 


| etntine te! 2) 








L(z, on ff* —dudu’. 
Dann gelten folgende Abschitzwngen: 
(47) L(z, 2’) <Min(4, i ee ‘apt 


fiir alle reellen z, z’. 

: ._ (A VA YA 1 
(48) J(z,2') < Min (4, ‘alz|’ a|z’| ata) 
fiir alle-reellen z, z' mit |z| < A-*®, |z’| < A-*/8, 








1°) Siehe Vinocrapov [10], Seite 37. 
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Beweis: Die Abschitzung (47) ist trivial. (48) wird in zwei Schritten 
bewiesen. 


v a 
ining 
1. Tine) [ aw | sen” 
P} 
wie aus Hilfssatz 13 fiir |z| < A-‘/* folgt. Ebenso erhalt man 
VA ) fir |z'| << A-™. 


. A 
J (z, z') < Min (4, alr] 
etn ius+w's’) 4 
+| f [ “keto dudu 
i) 4 


” niuz giate’s’ ae 
we | ad te 2aiz’ log(uw’) ae aie "forests 


<yamin(*, J), 











a” 4. 





HTM If lee 





J (z, 2) <| 








lnein cus oe Min (u,u’) > At* 














4 etXius l : ettiusdy 
<-— or a + 
a w la [ log(ut’y) @ |z’| log (uA**) 

|Ate 





af 

* gtniwust+e' 2 dy du’ 
[ 22tu’z’ log*(uu’) 
Air Aire 


v 
erniu’s 4 ernius A 
| saiwe du ( 2 xizlog*(uu’) ant 
\A - 





oe 








<2 


—+— 7 + 
a|z2"| 








2 etniuidy 
t ff Qriuzlog?(uu’) 
xv 


A*s 1 1 du’ 1 : __dudw 
+ [ u’ log*(A u’) + jez" | [ [ uw’ log*(uu’) 
6 tye 


ee oe jz2"| 
A'lt A 


ae 4. 
<a eT < aber 


fiir |2| < A-¥®, |2"| < A-8, 


Hilfssatz 15. Fiir natiirliches k => 2 und reelles d > 0 gilt 
d+ic ut? = 
ti PS ann [gir > 

- d—ijc 0 fiir us 0. 

Beweis: Die Behauptung ergibt sich durch direkte Anwendung des 
Residuensatzes. 
Hilfssatz 16. Fiir natiirliches k => 2 und reelles u > 2k gilt 
, etniue_ gtnite \k Jahns (u— 2k)*-* 
t= f (Sa) rao a 
=% at 
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Beweis: Verschiebt man den Integrationsweg von J parallel zu sich selbst 
um die Strecke 1 in die obere v-Halbebene, so andert sich J wegen der Holo- 
morphie des Integranden nach dem Cauchyschen Integralsatz nicht, da die 
Integrale tiber die im Unendlichen gelegenen vertikalen Wegstiicke ver- 
schwinden. Also 


o+i 
; etxiu—2e__] \k 
I= i (“ae —) e~27i(u-2k)ody 
—o+fé 
nae ee (u—2)0 
=o5 (a=) e¥-2k) wd 
22-ico 
22+ ic 
1 dw (u — 2k)*-* 
me —_—- (su—8%)-9@—-f) 0... & 
PX 1 (5 ) om ee eae &—I”’ 
22—ic 


wie durch Anwendung von Hilfssatz 15 auf die einzelnen Summanden folgt. 
Mit den Bezeichnungen des § 5 folgt aus Satz 3: 


—— (a) 
T(E. 8) = rigay (Sie) 
___1__/m(a))r ,, rq t% 
= iogey (Fay) 7%) + o(4* oay= ). 
Die Integration iber B, bei Benutzung von (42) und die nachfolgende Sum- 
mation iiber alle y aus J" ergeben 


T(E, &') e~2tS 8) dé dé’ 
ZL (é, &)e Edé 


)’ J* (z, “’)+0(Ara 4 a Aa **) 








49)” ‘ 
es 1 #(4)\* ,-snis(vd p a oe 
(Hoey (Sa) ¢ (a) +0 (40-0 ), 
wobei 
R, (A) = If J* (z, 2’) e- tnt (hzt%'2’) dz dz’ 
Fy 
sei. 
Hilfssatz 17. ston ailing 
R,(4) = te—aiyipw + o( an). 
Beweis: Es ist 


a” 
, , 1 1 , 
|L(z, 2’) — J (z,2’)| < SS cua —=)dudu , 
22 
Substituiert man im letzten Integral u = x, wu’ = y, setzt 
© s(y) = Max (2, $), Ply) = Min (2,4) 
und teilt den Integrationsweg beziiglich y in 4 < y < A™*, A*4< y< A, 
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so erhalt man 








as A 
iver 100 fey Doan [dy 
< Awt+ j Coy _ a) log <dy<4 
aon 


Hieraus ergibt sich mit Hilfssatz 14 und (42): 
| / |Z (z, 2’) — J*(z, 2’)| dz dz’ < Max|L—J| [I (|Z\r-1+ |J|"-*) dz dz’ 
Py Py 








WE} 
(0) (TF 7 Va ae a (he-*)-* (at-")-* 
A Sites A’~*dz’ dzdz’ 
<3| / [es liad + fae ee 
ea9 a a ie 
1 7 VA Ya 
<yiT 


und mit (41): 


f [ve 2’) e- nner eatiret [ve 2’) e286 (As4h'2) dz dz’ 












co © (At-* (Ate 7 oo 
(51) </ fw ae. / / al 
oe <a —(Aty-* —(At-* (ht)-* 
dzdz’ VA°~*(er-* ——aar-* Ar- 
+ a’ (z2’y < a’ ~= Grows Soar 
1 ae" 
ya 
Aus (50) und (51) folgt 
R,(a) = J [ve 2!) e~208 A42'2') dz da’ +0(=) 
1 a etntAs__ gtxits\r -_ a etnias’ s’__ ptmite’ \r ieee a 
== | (Saas | (Saar rae' 
Ar-} 
+0(). 


und hieraus ergibt sich mit Hilfssatz 16 die Behauptung des Hilfssatzes 17. 
Um die zu unserem additiven Problem gehérige singulare Reihe™) : 


-_ #(4) \? --2n48 (ya) 
G(A) = 2. A ey) eames 


11) Siehe Rapemacuer [3], Seite 156, (4.83). 
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Orro Kérner: Zum Goldbach-Vinogradovschen Satz 


in (49) einzufithren, schaitzen wir folgenden Ausdruck ab: 


Yo #(a) \" ants (ya 
(52) [(r—DiFe , nao ( >a) ' 
Na>e 
< Ar-i l < Ar-t ” teal 


a vase Pay? art att" 


Aus (49), Hilfssatz 17 und (52) folgt somit: 
Ef [ Teg. &) ets 00 de de’ 
UJ 


ver 





~ Tr — It} (Alogey a” art 


aé 


(53) 1 A 6,(a) +0 foes: +2 


Zur Abschatzung des in (6) stehenden Restintegrals wenden wir Satz 2 an und 


erhalten 

[I T(E. &’)e-2**5 CD dEdE’ << sup PGE W-* f ( ee.eeede 

(6.84 | 

G . 

(64) > Are, “Sigaae 
<qW-n0-0 ° G = Go-oe-mT: 
Setzt man 6=r+ 4, gelangt man iiber (6), (53) und (54) unmittelbar zu 
Satz 1. 
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Uber die Verteilung der zweiten Zeilen der Matrizen 
gewisser Grenzkreisgruppen* 
Von 


WALTER ROELCKE in Miinster (Westf.) 


Das Bildungsgesetz der Matrizen einer Grenzkreisgruppe') ist bekanntlich 
im allgemeinen schwer erfaBbar. Schon bei den Heckeschen*) Gruppen G(A), 
die ja mit der tibersichtlichen Modulgruppe in geometrischer Hinsicht manches 
gemeinsam haben, herrscht Unkenntnis. Man wird daher gelegentlich einen 
Ersatz in anderen allgemeinen Aussagen iiber die Struktur der Grenzkreis- 
gruppen suchen. Die folgende Untersuchung kann in diesem Sinne verstanden 
werden. 


§ 1 

Es sei I’ eine Grenzkreisgruppe erster Art im Sinne von [6], 8. 57. I ist 
also eine diskrete Untergruppe der speziellen linearen Gruppe 3 = SL(2; R), 
I enthalt die negative Einheitsmatrix —J, und ein (Lebesguesch) meBbarer 
Fundamentalbereich § von J’ in der oberen Halbebene hat einen endlichen 
hyperbolischen Inhalt F > 0. I’ mége parabolische Spitzen besitzen. A ¢ I 
sei eine beliebige fest gewahlte Matrix, so daB A~1co parabolische Spitze von J" 
ist, und B¢ W sei beliebig gewahit. G(A, I’, B) bezeichne die Menge der 
zweiten Zeilen des Matrizenkomplexes A J’ B. Wir fassen diese zweiten Zeilen 
als Elemente des linearen Vektorraumes R* der Paare (u, v) reeller Zahlen wu, v 
auf. Das Ziel dieser Arbeit ist es nun, die asymptotische Verteilung dieser Paare 
in Winkelraumen zu bestimmen. Es handelt sich also zunaichst noch nicht 
um die zweiten Zeilen der Matrizen von J". Wir werden auf diesen Fall erst 
durch eine einfache Transformation zuriickkommen. Dabei wird dann I’ selbst 
die Spitze co besitzen. 

Wir beziehen uns bei unserer Untersuchung auf eine positiv-definite 
quadratische MaBbestimmung im R*. Mit einer gewissen zweireihigen reellen 
symmetrischen positiv-definiten Matrix Q, deren Determinante |Q| wir aus 
Normierungsgriinden gleich 1 voraussetzen, ist also fiir je zwei Vektoren 
a, 6 € R? das Skalarprodukt 

(a, b)g:= aQb’ 
(b’ transponiert zu 6) und 
oe alg := (a, a)¢ 
* Hans Maass zum 50. Geburtstag gewidmet. 


1) Im Sinne von H. Petersson [6], 8. 32. 
*) Siehe E. Hecke [2], 8. 672. 
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als die Lange von a definiert. Wegen der Normierung |Q| = 1 ist das zu der 
Q-MaBbestimmung gehérige Flachenelement mit dem tiblichen Flachenelement 
du dv des R* identisch. Durch je zwei von 0 verschiedene Vektoren a, 6 € R? 
ist in der Q-MaBbestimmung in bekannter Weise ein (orientierter) Winkel 
{a, b}g bis auf ganzrationale Vielfache von 2 eindeutig bestimmt. Fortan sei 
{a, b}9 als Reprasentant seiner Restklasse mod 27 durch die Forderung 


0s {a, b}g < 22 
eindeutig festgelegt. Tale wird also durch eine Q-Drehung im positiven Sinne 
um den Winkel {a, b}g in -~ iibergefihrt, und es ist 


(a, b)o 
c08{@, Pho = Tale Ble ” | 
Ein Winkelraum & in R? sei definiert als eine Menge von nicht verschwin- 
denden Vektoren, so daB mit a € X stets auch ta € & fiir alle ¢ > 0 gilt. Wir 
nennen X zuléssig, wenn der Durchschnitt von R mit der Eichkurve 
€q:= {a; a € R®, |alg = 1} 
Riemann-meBbar ist hinsichtlich des eindimensionalen Riemannschen MaBes 
Ag in Eg, das von dem Q-Linienelement in Eg geliefert wird. Dieser Zulassigkeits- 
begriff hangt nicht von Q ab. Man bestatigt namlich leicht, daB die Zulassigkeit 
evon X gleichwertig ist mit jeder der beiden folgenden Aussagen. 
1. Der Rand von ® hat das Lebesguesche MaB 0; 
2. Der Durchschnitt von R mit jedem Kompaktum ist Riemann-meBbar. 
Fiir zulassige Winkelraume % definieren wir 


Ma(%) = Ag(R \ EQ) 
als die — Q-drehinvariante — Q-Offnung von %. 4g(%) ist auch gleich dem 
doppelten Flacheninhalt des von €g umschlossenen Teiles von X. Fiir beliebiges 
X = Osei N(A, I’, B, Q, R, X) die Anzahl der Elemente a in G(A, I’, BJ AR 
mit |a|g =< X,d.h. die Anzahl der verschiedenen zweiten Zeilen a der Matrizen 
des Komplexes A J’B mit a €R und aQa’ s X?. 
Satz 1: Fiir jeden zulissigen Winkelraum R des R? gilt 


(1.1) N(A, I, B,Q,%, X) ~ “2. x2 fir Xoo. 
Im Falle a(R) = 0 soll dies bedeuten 
X-2N(A, I’, B, Q,%, X) +0 fiir X+o. 


Bemerkung: Einfache Beispiele zeigen, daB man das Riemannsche MaB Ag 
in der. Definition der Zulassigkeit von Winkelriumen nicht durch das ent- 
sprechende Lebesguesche Ma8 in €g ersetzen darf, wenn Satz 1 gelten soll. 
Ebensowenig geniigt es, anstelle unserer Zulassigkeitsforderung zu verlangen, 
daB & offen oder abgeschlossen ist (vgl. FuBnote 3). 

Beweis des Satzes: Da J’ voraussetzungsgemaB die Spitze A-1oo besitzt, 
so besitzt die Grenzkreisgruppe erster Art AJ'A-1 die Spitze oo. Daher gilt 


6(A, I’, B) = GI, AT A-, AB) 
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und 
(1.2) N(A, I, B, Q,R, X) = NU, AT'A-', AB, Q, R, X) 
mit der alten Bedeutung der Symbole G, N. Zugleich mit & ist 
RB-!:= {a B41; a €R} 
ein zulassiger Winkelraum, und a ¢ & ist gleichwertig mit a B-'« R B-'. Fiir 
alle a,b € R* ist ferner _ 
(1.3) (a, b)g = (aB, 6B") pax, 
insbesondere also 
lale= |B" | pon. 
Aus diesen Angaben folgt 
(1.4) N(A, I, B, Q,%, X) = N(A, T, 1, BOB’, RB, X). 
Aus (1.2) und (1.4) folgt 

N(A, I, B, Q,R%, X) = NU, AP A-', I, (A B) Q(A B)’, R(AB)-', X). 

Beachtet man ferner, daB aus (1.3) 

Ha(R) = 464 B) Q(4y’(R(A B)-*) 

folgt und daB meBbare Fundamentalbereiche von J’ und AJ'A-! denselben 
hyperbolischen Inhalt F haben, so braucht (1.1) nur noch im Falle A = B = J 
bewiesen zu werden. In diesem Falle ist also co parabolische Spitze von I’, 
und es handelt sich um die asymptotische Verteilung der zweiten Zeilen von I’. 
Diese Reduktion gibt eine Motivierung dafiir, daB wir uns nicht auf den Fall 
der zu Q=TI gehérigen MaBbestimmung beschrinkt haben. Eine weitere 
Motivierung liefert die Analysis des § 2. 

Wir halten jetzt I’, A = B =I und Q fest und verzichten kinftig auf die 
Angabe dieser Argumente, schreiben also z. B. (a, 6), G, N(R, X) anstelle von 
(a, b)o, G(A, I’, B) und N(A, I, B, Q, R, X). Wir setzen 
(1.5) e:= (0,1), 


definieren e’ € € durch {e, e’} = = und erkléren die Funktion zy» der reellen 
Variablen » mit der Periode 22 durch 


__ fl fir e cosy +e’ sing eR 
Dann ist Axl) ?= 0 sonst. 
(1.6) N(R, X)= DY l= DZD zalfe, a}). 
acGNR ace 
jajax jaja x 


Wie bei Verteilungsproblemen in Winkelréumen iiblich (vgl. E. Hecke [1], 
sowie [9]*) und [5]) wird jetzt die letzte Reihe als summatorische Funktion 
*) An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daB in [9], Satz 1, nebst Beweis die Voraus- 
setzung, daB © offen ist, durch die bei (53) bendtigte Voraussetzung ersetzt werden muB, 
daB & einen Rand vom Lebesgueschen MaB 0 hat. (Falls die abgeschlossene Hiille von 6 
kompakt ist, ist damit gleichwertig, daB G Riemannsch meBbar ist.) — Von den fiinf Eigen- 
scheften der im Anschlu8 an (53) genannten Funktion v,(0) miissen die ersten drei ab- 
gedndert werden in 
; 1 »(o) 20, 2 v(9)=O0fireSe, 3. d v,(o(t, 8)) w(6) = 1. 











370 Watter RoeLcke: 


der Dirichlet-Reihe E ratte a}) |al-* 
atG 


aufgefaBt und durch die summatorischen Funktionen von endlichen Linear- 
kombinationen der Reihen 


(1.7) D(s, n):= J e~**@-% | q\-# (n ganzrat. ) 
acs 


von unten und oben her approximiert. Wir stiitzen uns dabei auf den folgenden 
Hilfssatz, den wir in § 2 beweisen werden. 

Hilfssatz: Die Reihen D(s, n) aus (1.7) sind fiir Re s > 2 absolutkonvergent. 
Es gibt ein n > 0, so daB 


1 fir n=0 
0 fir n+0 


D(s, n) — Pony mit d(n):= 


als holomorphe Funktion in das Gebiet Re s > 2— n fortgesetzt werden kann. 

Da X% zulassig ist, ist 7. Riemann-integrierbar. Daraus folgt z. B. auf 
Grund einer Konstruktion mit Hilfe von Treppenfunktionen: Zu jedem ¢ > 0 
gibt es endliche Linearkombinationen L;, Lj der Funktionen e'"® (n ganz) mit 
konstanten Koeffizienten, so daB gilt 


(1.8) 0<Ll-S1+yn< Lt 
sowie 

22 
(1.9) J \L+yza—Lt|dosexF. 

0 


Wir bendtigen ferner das folgende Theorem von IkEHara (s. [12], S. 127, 
Theorem 16). 


Theorem: Es sei A(u) eine fiir u > 1 definierte monoton wachsende Funktion, 
und das Integral 


y(s):= { u-*dA(u) 
1+0 


mége fiir Res > 1 konvergieren. Es gebe eine Konstante C > 0, so daf fiir jede 
Wahl der reellen Zahlen a, B (a < B) der Limes 


lim (vio + in — 5 ) 


o—+1+0 o+it—1 


gleichmafig im Intervall «=< ts BP existiert. Dann gilt die asymptotische 
Gleichung 


A(u)~ Cu fiir ur. 


Wahlit man nun 


A(u)= JF Li (fe, a}), 
dite 
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so wird 
y(s)= DY Li (fe, a}) ja|-**, 
acG 
ja} >1 
nach dem Hilfssatz ist’ 
2x 
2 
C=F az Jf lédg 
0 
zu setzen, und es folgt 
2x 
+ a + = oi 
= Li ({e, a}) ~ J Li dp fir u+o. 
ja/*su 0 


Es gibt also ein X, > 0, so daB fir X = X, gilt 
x 2x | 
+ a + 2 
(1.10) x Lis ({e, a}) = f 4 dg <eX*. 
jails X 0 | 
Mit Hilfe von (1.9) und (1.8) erhaélt man hieraus 


| 2x | 
x? 


a 
| aeG 


F 
jal x 0 


Da hier e > 0 beliebig vorgegeben war, bedeutet das 


2x2 
x? 
ZU + zalle, a) ~Fp f + xaddy- 
jai X 0 


| ZO + zalte, pl—3y f at meas 2eX? fir X2X,. 


Subtrahiert man hiervon den zu R= 9%, d.h. yx = 0 gehdrigen Spezialfall 


dieser Formel, so erhalt man mit Hilfe von (1.6) und wegen 


22 
MIR) = f And p 


die Behauptung (1.1). 


Aus Satz 1 folgt durch eine ahnliche Approximation wie eben 

Satz 2: J" sei eine Grenzkreisgruppe erster Art mit der Spitze oo, und © die 
Menge der zweiten Zeilen von Matrizen aus I’. r(q) sei eine reellwertige nicht- 
negative Funktion der reellen Variablen yp, r(q) besitze die Periode 22 und sei 


Riemann-integrierbar. Wir setzen dann 
B := {t(cos y, sing); t, p reell,O <t < r(g)}. 


Fiir X = 0 sei 
XB := {Xa;a€B} 
und 
N(%,X):= J 1. 
ac 


acxs 
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Dann gilt 
2v(B) 
N(®, X) ~— X*, 
2x 


v(B) = + r(p) dg 
0 


den Flicheninhalt des Bereiches B bezeichnet. 
Beweis: Fiir jede natirliche Zahl m und fir j = 1, 2, . . ., m definieren wir 


Um): = inf {r2(g); 2 rs t& “ 3 
i j 
om: = sup {r*(g); = s ¢<4}- 
Dann ist 
»(B) = lim = ¥ U™= lim = F Om 
m—> co ™ j=1 online “— 
Mit 
RI” := |(¢ 008 g, t sin g); t> 0, i= <¥ 22 ~ <4] 


und Q = (5 1) ,d.h. t= ¢ und p(R™) = =. ist ferner 


(1.11) YN (R™, /U™ X) < N(®, X) < E(x”, YO X). 
j=l =e 


Es sei jetzt « > 0 vorgegeben. Wir wahlen dann die natiirliche Zahl m, so daB 
gilt 


(1.12) = s UM™ > »(B)—exF, 
™ j=l 
(1.13) = + Om < o(B) + exF. 
j=1 


Zu diesem Paar ec, m gibt es gemaB (1.1) ein Xo, so daB fir 1 < j < m und alle 
X = X,y gilt 


m m 2 m bd 
N (Rm, /U™ X) = — UX? — ks, 
N (R™, YOO X) < 2, om x2 4 © xe, 
Hiermit ria aus (1.11) 


2 y Um X*— eX® < N(@, X)< a) ZX Ox? + eX?, 


mF j=1 

und mit Hilfe von (1.12) und (1.13) 
N(®, X) — Zp o(B)X4| 5 3eX* fr XZ Xp. 
Daraus folgt die Behauptung. 
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Auf Grund des Zusammenhanges zwischen der Offnung u(X) eines Winkel- 
raumes ® und dem Fiacheninhalt des durch N und € bestimmten Sektors 
(S. 368) folgt Satz 1 tibrigens sofort wieder aus Satz 2. 

Wir beschlieBen diesen Paragraphen mit einigen Bemerkungen zu dem 
Fall, daB I’ die Spitze oo hat. 

I. Satz 2 gestattet insbesondere, anstelle der asymptotischen Verteilung 
der zweiten Zeilen (c,d) der Matrizen S¢ JI" die Verteilung der Vektoren 
(e,¢, €g@) fiir jede mégliche feste Wahl der Zahlen ¢, = +1 (vy = 1, 2) anzu- 
geben, und Entsprechendes gilt fiir die Verteilung der Vektoren (e,d, ,). 

II. Wegen 
d —b 


—c a; 


8-1 =( ) tar s=(*%)er 
und wegen I. haben wir mit der Verteilung der zweiten Zeilen von I" zugleich 
die der ersten Spalten ermittelt. 

III. Falls J’ die Matrix 


e—1 
Ji=(1 9 
enthalt, ist J 7J-?= I’. Wegen 
J8J-=(_f~%) und JS1y-1= (Ff 


und wegen I. kennt man dann mit der Verteilung der zweiten Zeilen von J" 
auch die der ersten Zeilen und der zweiten Spalten. 


§ 2. Beweis des Hilfssatzes aus § 1 


Wir benutzen fiir die Matrix Q, die unserer Metrik in R? zugrunde liegt, die 
Parameterdarstellung 


ety 2 + he 
o-( 4 jar mit T= (74 


Vy 1 0) ° 
y y 


t = x + ty ist also ein Punkt der oberen Halbebene. Es handelt sich hierbei 
bekanntlich um eine umkehrbar-eindeutige Zuordnung zwischen den zu- 
lassigen Matrizen Q und den Punkten der oberen Halbebene. Fiir a = (c,d) €R? 
findet man 


(2.1) lal? = (a 7) (aT)’ = et =. 
Ferner findet man fiir a = (c, d) + (0,0) und mit ¢ aus (1.5) 
(e, a) cex+d 
cos {e, a} = Tel Jal = jer+q = cos (arg (ct Tr d)) ° 


Hieraus folgt 
(2.2) {e,a} =earg(ct +d) (mod2z), 


wobei fiir e zunachst die Werte +1 in Frage kommen, und e zuniichst noch 
von t und a abhangen kann. Fiir die Vektoren a = + (1,0) gilt aber (2.2) 
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offenbar mit «= —1. Aus Stetigkeitsgriinden gilt daher (2.2) allgemein mit 
e = —1. Hiermit und unter Beachtung von (2.1) erhalt man aus (1.7) 
= _ oe + d w =* . » 
D(s, n) & er + ap (Gera) :B(t,6; 3) ’ 

Reihen von diesem Typ sind in H. Maass [3], [4] als Wellenformen eingefihrt 
worden. Sie konvergieren absolut fiir Re s > 2 (s. [7]). Da G mit a zugleich —a 
enthalt, gilt Z(t, s;n) = 0 fir n= 1 (mod2), wie auch schon aus (1.7) er- 
sichtlich. Der Hilfssatz braucht daher nur noch fiir n = 2m, m ganz, bewiesen 
zu werden. Von dem Transformationsverhalten bei den Substitutionen 


m= (* 5) € 1, namlich 





yt+s 
yt+ 
wird dabei kein Gebrauch gemacht werden. Das im Hilfssatz behauptete 
analytische Verhalten von E(t, s;m) (m ganz) ist zuerst von A. SELBERG 
bewiesen worden. Wir stiitzen uns zu seinem Nachweis auf die von SELBERG 
unabhangige Arbeit [8]. GemaB [8], Satz 1 ist die Aussage des Hilfssatzes fiir 
m = 0 richtig. Der Fall m + 0 kann auf den Fall m = 0 zuriickgefiihrt werden. 
Es gilt namlich, wie aus Maass [4] zu entnehmen, fiir Res > 2 und alle 
ganzen m 





B(r, 8; m) = ( )"+ B(Mr, 6; m), 


($- m) E(t, 8; m— 1) = —mE(t, 8; m) + y(i - + iy) E(t, 8; m), 
. @ a 
($ + m) E(t,8;m+ 1) = mE(t, 8; m) + y(—iz, + $y) Bee, 8;m). 
Aus diesen Gleichungen folgt fir natirliche Zahlen m und Re s > 2 


E(t, os—a) iT ($+) -\7 v+ y (i — +H) Be 8), 


y=Q@ \ v=0 


P m—1 e m—1 oe a 
E(t, 8; m) ale ($ + r) = tn y+y (+. + a) fe. 8), 
mit E(t, s):= H(t, s;0). Der Hilfssatz wird daher bewiesen sein, wenn wir 
zeigen: Es gibt ein ¢ > 0, so daB fiir die Funktion 


(2.3) E(x, s):= E(x, s)— 


die folgende Aussage (A) zutrifft. 

(A) Fir Res >2—e existieren die simtlichen partiellen Ableitungen 
nach z, y(—°oo < x < 00, y>0; 1 = x + ty). In Abhangigkeit von s sind diese 
Ableitungen im Gebiet Re s > 2— ¢ holomorph. 

Der Beweis von (A) besteht in einer Ausgestaltung von [8]. Dazu folgende 
Hinweise. Es sei e > 0 so gewahlt, daB s = 2 der einzige Pol der fortgesetzten 
Reihe E(t, s) in Re s > 2—e ist. Das ist nach [8], Satz 1 méglich. GemaB [8], 
Satz 1 ist dann E(t, s) in Re s > 2—« holomorph. Ferner kann die zur Defi- 
nition von P(r, s) in [8], (8) dienende Hilfsfunktion g(y) iber das dort Gesagte 


4 
F(e—2) 
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hinaus beliebig oft differenzierbar gewahit werden. Dann besitzt ®(r, s) in 
Abhangigkeit von s holomorphe partielle Ableitungen beliebig hoher Ord- 
nungen nach z, y. Dasselbe gilt dann auch ya die in [8], (9) definierte und 


in (16) eingehende Funktion ¥’(r; A), mit A = bear | . Wegen [8], (10) geniigt 
es daher, die Aussage (A) fiir die Funktion 


: 4 
E(t, 8) — P(t, 8) = u(t, 8) — Fe—> 
anstelle von E (t, 8) zu zeigen. Das erste Glied der rechten Seite von [8], (16) 
ist von t unabhangig und fallt daher bei der Bildung der partiellen Ableitungen 
nach z, y fort. Es bleibt daher zu zeigen, daB das zweite Glied 


(2.4) G(I — AG)! P(r; A) 


in [8], (16) die Eigenschiaft (A) besitzt. Fir den Fall der partiellen Ableitungen 
j-ter Ordnung (j beliebige natiirliche Zahl) zerlegt man 


G(I— AG) = (4 + AG? + +++ + POG) P+ HE'HI— AG). 


Die Glieder auf der rechten Seite kénnen einzeln auf der Basis von [9], § 3—4, 
insbesondere S. 32—34 diskutiert werden. Bei dem letzten Glied der rechten 
Seite benutzt man, daB G’+! ein Integraloperator ist, dessen Kern aus dem 
zu G@ gehdrigen Kern, der Greenschen Funktion G(r, tr’), durch j-malige 
Faltung entsteht und daher j-mal stetig differenzierbar nach z, y ist. Fir den 
Nachweis der Holomorphie der Ableitungen des letzten Gliedes verwendet 
man die bei [8], (17) ausgefiihrte SchluBweise. Diese Andeutungen mégen zur 
Begriindung der Aussage (A) fiir die Funktion (2.4) geniigen. 

Es sei noch bemerkt, daB man auf die skizzierte Weise auch die t, s-Stetigkeit 
der Funktion E(t, s) und ihrer samtlichen partiellen Ableitungen in 
Re s > 2— « beweisen kann. — Die Aussage (A) fande eine ganz unmittelbare 
Begriindung, wenn die folgende, die Funktionentheorie mehrerer kompiexer 
Variablen betreffende, Frage positiv beantwortet werden kénnte. 

Problem: Es sei U ein Gebiet im R™, V ein Gebiet im R". f sei eine auf 
U x V definierte Funktion, so da8 /(u, v) fiir jedes feste u ¢ U in Abhangigkeit 
von v € V holomorph ist. SchlieBlich gebe es ein Teilgebiet V,c V, so daB die 
Einschrankung {| U x V, reell-analytisch in (u, Rev, Imv) ist. Ist dann {| U x V 
ebenfalls reell-analytisch ¢ 


Zusatz bei der Korrektur: Wie aus W. RorTHstTEIN [11], 8. 101 zu entnehmen, ist diese 
Frage positiv zu beantworten. 


Literatur 


{1] Hecxe, E.: Eine neue Art von Zetafunktionen und ihre Beziehungen zur Verteilung 
der Primzahlen, 1. Mitt. Math. Z. 1,357—376 (1918) ; 2. Mitt. Math. Z. 6, 11—51 (1920). 

[2] Hecxe, E.: Uber die Bestimmung Dirichletecher Reihen durch ihre Funktional- 
gleichung. Math. Ann. 112, 664-699 (19396). 

[3] Maass, H.: Automorphe Funktionen und indefinite quadratische Formen. Sitz.ber. 
heidelberg. Akad. Wiss., Math.-naturwiss. KI]. 1949, 1. Abh. 











376 Water Roecke: Uber die Matrizen gewisser Grenzkreisgruppen 


[4] Maass, H.: Die Differentialgleichungen in der Theorie der elliptischen Modulfunktio- 
nen. Math. Ann. 125, 235-—263 (1953). 

|5] Maass, H.: Uber die Verteilung der zweidimensionalen Untergitter in einem euklidi- 
schen Gitter. Math. Ann. 187, 319—327 (1959). 

|6] Perers3on, H.: Zur analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen, Teil I. Math. Ann. 
115, 2367 (1938). 

|7] Perersson, H.: Uber den Bereich der absoluten Konvergenz der Poincaréschen 
Reihen. Acta Math. 80, 23—63 (1948). 

|8] Roetcxe, W.: Analytische Fortsetzung der Eisenstein-Reihen zu den parabolischen 
Spitzen von Grenzkreisgruppen erster Art. Math. Ann. 132, 121—129 (1956). 

|9] Roetcxe, W.: Uber die Verteilung der Klassen eigentlich assoziierter zweireihiger 
Matrizen, die sich durch eine positive-definite Matrix darstellen lassen. Math. Ann. 
131, 260—277 (1956). 

[10] Roetcxe, W.: Uber die Wellengleichung bei Grenzkreisgruppen erster Art. Sitz.ber. 
heidelberg. Akad. Wiss., Math.-naturwiss. Kl. 1956, 4. Abh. 

[11] Rorusrers, W.: Uber die Fortsetzbarkeit regularer und meromorpher Funktionen 
von zwei Veranderlichen und den Hauptsatz von Hartogs. Math. Nachr. 3, 95-101 
(1949/50). 

[12] Wrener, N.: The Fourier integral and certain of its applications. Cambridge 1933. 


( Fingegangen am 4. April 1960) 











Rrecer, G. J. 
Math. Annalen 141, 377—383 (1960) 


Dedekindsche Summen in algebraischen Zahlkérpern* 
Von 


G. J. Rieger in College Park, Maryland 


Das Ziel dieser Note ist es, die fiir den Kérper P der rationalen Zahlen ge- 
laufigen Begriffe ,,erste Bernoullische Funktion’‘ und ,,Dedekindsche Summe“ 
fiir beliebige algebraische Zahlkorper einzufiihren. 

§ 1. Es bezeichne 6, eine beliebige iiber P algebraische Zahl, die der ir- 
reduziblen Gleichung 

Jor" + ,2*-*+ +++ +9, =0 
mit teilerfremden Koeffizienten aus dem Ring J° der ganzrationalen Zahlen 
geniigen mége (g, > 0); dann ist g,0,= 0 ganzalgebraisch') und P(6,) = P(0) 
= K; die Diskriminante D von @ ist + 0. Der Ring o der ganzen Zahlen von K 
ist in 
{a|a =p (a, + a0 +--+ a,0-);a,¢7,...,4,€I} 
enthalten. {a,|« € 0} ist ein die Zahl D enthaltendes Hauptideal in J’, erzeugt 
etwa durch b,,, > 0; w, sei eine willkirlich gewahite Zah: aus o der Gestalt 
1 
O, = D (bn + bn 29 pial ‘.0°"*) ° 


{a,—,|a € ©, a, = 0} ist ein die Zahl D enthaltendes Hauptideal in J’, erzeugt 
etwa durch b,_,,,-1;> 0; @,-, sei eine willkiirlich gewahlte Zahl aus I" der 
Gestalt 


1 
Wn —1= Py (On—1,1 + On-1,28 + ++ * + On—1,n-1"~*) « 
Fahren wir in dieser Weise fort, so gelangen wir zu 
1 
@_ = Fy (ber + 5229) 
und schlieBlich zu 
1 
WM, = D by = l . 

{co,, Wg, . . «, Wp} ist eine (nicht eindeutig festgelegte) (Ganzheits-) Basis von K. 
Subtrahieren wir von , ein geeignetes Vielfaches von w,-_,, . . ., @,*), so laBt 
sich zu @, genau eine Zahl 

of =F (rt aye0 + -++ + ay, 0*>) (k= 1,...,%) 


* Mein Dank gilt der Universitat von Maryland (General Research Board) fiir finan- 
zielle Unterstiitzung. 

1) = bedeutet = per definitionem. 

*) Also wf = a. 
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finden mit 
a ,.= b,>0 (E=1,...,), 
ancl ree! 
k=1,...,n—1 
0S On < Gee oe chiveen 
Wir haben damit 


Hilfssatz 1. {wf, w$,..., w%} ist eine durch 0, eindeutig bestimmte Basis 
von K. 

Wir nennen sie die absolute Basis von K. 

Ersetzen wir o durch ein beliebiges ganzes Ideal ¢ aus K, erhalten wir auf 
wortlich demselben Wege die absolute Basis {y?, . . ., y%} von ¢; ist ¢ gebrochen, 
so bestimmen wir die kleinste natiirliche c derart, daB cc ganz ist; ist dann 


{at,..., a&} die absolute Basis von cc, so nennen wir die Basis {#,...,% 
von ¢ die absolute Basis von ¢; “= yf (t= 1, . .., n). Wir haben damit 
Hilfssatz 2. Die Basis {y{,..., yg} des ganzen oder gebrochenen Ideals ¢ 
ist durch 6, und ¢ eindeutig bestimmt. 
Wegen 
a=a+op Ne mode (e=1,...,n)%) 
ist unter den N c* Zahlen 


a= 20% +°++ 08 (0 < x, < Ne) 


ein vollstandiges Restsystem modc enthalten; reprisentieren wir jede Rest- 
klasse modc durch ihre ,,kleinste“ im Sinne von ,,lexikographisch friheste“ 
unter diesen Zahlen « vorkommende Zahl, entsteht das durch 6, und ¢ ein- 
deutig bestimmte absolute Restsystem modc. 

§ 2. Nun sei a ein beliebiges ganzes Ideal, dessen Klasse wir R nennen. Das 
in R-* gelegene Ideal a*-! = u*) habe mit dem beliebig gewahlten Ideal ¢ 
genau die verschiedenen Primteiler p,, . . ., p, gemein; dann ist 


u= pf... pytu’, 
c=pt...pee’, 
(u’,c) = (u,c’)=0. 
Das System 
f= 0 mod p, ’ 
&+0 modp}, 
€=1 modep;” 
denken wir uns durch die ,,kleinste“ in der lésenden Restklasse gelegene Zahl x, 


*) Nc bedeutet Norm von ¢. 
‘) h ist die Klassenzahl von K. 
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gelést (j= 1,..., k). Wir setzen 
u’ (2). a's (2). =, (m,n)=o. 
mn*-! = a* liegt in R-* und erfillt (a*, ¢) = 0. Wir haben also 

Hilfssatz 3. Nach Vorgabe des ganzen Ideals ¢ laBt sich zu jedem ganzen 
Ideal a aus der Idealklasse R ein ganzes Ideal a* aus R-' mit (a*, c) = 0 ein- 
‘deutig zuordnen.. 

Wir nennen a* den ¢- Partner von a. 

Fir beliebige ganze Ideale a, 6 sei jetzt a* der ab-Partner von a; es ist 
aa* = (u)*); in der Schar der zu yw assoziierten Zahlen sei u* die ,,kleinste“. 
Auch das System 

o=1 modab, 

o=0 moda* 
denken wir uns durch die ,,kleinste“‘ Zahl o* gelést. Durchlauft &, (j= 1,...,&) 
ein vollstandiges (ansonsten beliebiges) Restsystem von a nach ab, so durch- 
lauft auch o* £, ein vollsténdiges Restsystem von a nach ab, wobei die Reihen- 
folge der Restklassen eingehalten wird. Die Zahlen 


ote, | 
u* = 





sind ganz und bilden ein vollstandiges Restsystem von o nach 6; es ist k = Nb 
und 


(1) (= ,b) = (ny, 6). 
Bezeichnen wir noch die Restklassengruppe von a nach ab mit a—ab, so 
haben wir 
Hilfssatz 4. Jedem geordneten Paar von ganzen Idealen a,b aus K lat sich 
in eindeutiger Weise eine Abbildung zuordnen, die a — ab (beziiglich der Addition) 
tsomorph auf o — b abbildet. 
Diese Abbildung heiBe der kanonische Isomorphismus von a — ab auf o — b. 
SchlieBlich sei g = ~ mit (m,n)=o0 und n+o und auBerdem 6b ein 


beliebiges ganzes Ideal. Durchlauft ¢, (j = 1,..., &) ein vollstandiges Rest- 
system von g nach gb, so durchlauft cl, = &,, wenn c die kleinste natiirliche 
Zahl in n bedeutet, ein vollsténdiges Restsystem von (c)g nach (c)gb. Mit 
<c)>g = a folgt aus Hilfssatz 4 allgemeiner 

Satz 1. Jedem geordneten Paar aus einem ganzen oder gebrochenen Ideal g 
und einem ganzen Ideal b lift sich in eindeutiger Weise eine Abbildung zuordnen, 
die g — gb tsomorph auf o — b abbildet. 

Auch dieser Isomorphismus heiBe kanonisch. Nennen wir eine Restklasse 
von g nach gb, die mit gb den Teiler gf gemein hat, vom Teiler f und im Falle 


f =o prim, so folgt wegen 
($.8)=(t) 


5) (u) bedeutet das von pu erzeugte Hauptideal. 


und wegen (1) sofort 
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Hilfssatz 5. Beim kanonischen Isomorphismus von g — gb auf o — b werden 
die Restklassen vom Teiler f auf die Restklassen vom Teiler f abgebildet. 

Wahit man in der Herleitung von Satz 1 anstelle von a* ein beliebiges 
Ideal a’ mit (a’, ab) = 0 aus der Klasse von a*, so erhalt man ebenfalls einen 
Isomorphismus von a — ab auf — b, und zwar geht dieser aus dem kanonischen 
durch Multiplikation mit einer zu 6 teilerfremden Zahl hervor. Denn: es ist 
aa’ = <p’); die ,,kleinste“’ Lésung des Systems 


o=1 modab, 
o=0 modqa’ 


bezeichnen wir mit o’; durchlauft &, ein vollstandiges Restsystem von a nach 
ab, so durchlauft 





A 
i 
ein vollstandiges Restsystem von 0 nach b, und zwar additionsisomorph ; dann ist 


o' u* n; = o* wn; , 


o p* 
(sey) = 
was zu zeigen war. 
§ 3. Fir ein beliebiges ganzes Ideal b sei G(b) = —.- — — , wo db das Grund- 
Iges g bd ; 
ideal von K bedeutet; die durch die Zahl o aus o vertretene Klasse mod - 


bezeichnen wir mit 6. Aus ¢= o’ mod $ folgt S(c) = S(o’) mod1*); vermége 
8(é)= S(c) modl, 
0< S(4) <1 


wird jedem Element 6 von G(b) eine rationale Zahl S(é) eindeutig zugeordnet ; 
diese Zuordnung ist ein Homomorphismus von G(b) in die Menge der Rest- 
klassen mod 1. U(b) = {6 € G(b)| S(G) = 1} ist eine Untergruppe von G(b) der 
Ordnung u(b) etwa. Die kleinste Zahl in {S(6)|é ¢ G(b)} ist notwendig der 
Kehrwert einer durch b eindeutig bestimmten natiirlichen Zahl h (6); 


(2) u(b) h(b) = Nb. 


Fiir h(b) = Nb ist der erwahnte Homomorphismus ein Isomorphismus; 
dann ist G(b) und wegen Satz 1 auch o — 6 zyklisch, was fir K +P nicht 
allgemein gilt. 

Die u(b) Klassen 6 mit S(é) = 1/h(6) bezeichnen wir mit 4,, . . ., Gy,p); 


(3) 8(4,) = 1/h(b) (j=1,..., w(b)). 


*) S(c) bedeutet Spur von co. 
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Die Mengen U, (6) = {6 ¢ G(b)| 8(G) = k/h(b)} (k = 1,..., A(6)— 1) sind 
die Nebenklassen von G(b) nach U(6); es ist 


(4) U, (b) = kG, + u(b) Gj = . eee u(b)); 
A(b)-1 

(5) G’(b) = = U, (6) . 

Wir bilden jetzt G(b) kanonisch auf G(b) + o — 6 ab (Satz 1); das Bild von @ 
bezeichnen wir dabei mit &. Es sei nun yu eine beliebige Zahl aus ty . 

(6) MF (€ ganz) 
fir jede Zahl t aus @ gilt ut ae aus p= p’ mod, t=? modb folgt 
pt=p't’ mod + ; fir t aus @ definieren wir deshalb wé + fé = pt. Durch- 


lauft &G die Gruppe G(b), so durchléuft 7% die Gruppe G(b’) mit b’ = 
und zwar genau N (6, c)-mal; also ist 


(7) 8(A8) = 55% 


PY 
(b, ¢)’ 


mit einer gewissen natiirlichen Zahl a = a(f, b, 4). 
§ 4. In Anbetracht der fiir die erste Bernoullische Funktion 


Ble) & 0 fir z=0Omodl, 
(2) =), _ [2]—1/2 far 2+ 0modl 
im Falle einer rationalen Zahl z = * giltigen Eisensteinschen Formel 


; = I 
(8) Bz) = 35 X \tctex >") 
definieren wir fiir jede Zahl » aus K mit (6) die erste Bernoullische Funktion 
Bx(u, 6) in direkter Verallgemeinerung von (8) vermége 


(9) Bx(u,b6)= + YF 15%” ctgn 8(8)%). 
2Nb sc6'w) 

Offenbar hingt By (u, 6) héchstens von (K und von) $ und von der Klasse 7 
von mod +> ab; By (fi, 6) = Bx (yu, b). 

Mit 6 durchlauft auch —é die Menge G’(b); daher ist By (yu, 6) reell, und 
es ist 

Bx (a, 6) = oye ZX sin2x 8(fé) ctgx S(3). 
3€G' (b) 


7) ly = ete, 


*) Eine leere Summe bedeutet 0. 
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Da mit fi auch — fi die Gruppe G (6) durchlauft und da By (— fi, b) = — Bx (ji,b) 


ist, folgt 
ES Bx(a, 6) =0. 
#EG(6) 
Wegen (9), (5), (4), o+ o =6+4+ 6',fico+o' = fG + fe’ folgt 
‘ h(b)—-1 my Ne igen 
Bx (i, 6) =a DY W4F+F ctgn S(k a, + 8) 
(10) SEU(b) k=l 


A(b)—1 
=s77 Db 156 ‘s LS@%) ctga k S(G;) . 
SE U(b) k=1 

G (a, b) = {7&| 5 € U(b)} ist eine Untergruppe von G(b’) der Ordnung v(f, 6) 
etwa; es ist v(fi, 6) |w(b)| v(a, b) N(b, c). Wa, 6) = {#E|G € U(b), S(@G) = 1} 
ist eine Untergruppe von % (fi, 6) der Ordnung w(j, b) etwa. Die kleinste Zahl 
in {S(f@é)|& € U(b)} ist notwendig der Kehrwert einer durch f und 6 eindeutig 
bestimmten natiirlichen Zahl s(j, 6); 


tw (fi, b) (fz, 6) = v (fi, 6). 
Wegen (7) ist daher s(fi, b)|(v(f, 6), h(b’)). Mit 


a _ fl far -s(f,6)=1, 
2d) 1 far ota bot 
gilt 
(11) dy 15@ = 6(f, b) u(b). 
GEU(b) 
Aus (10), (11), (7), (2), (8) folgt 
(12) Bx (a, 6) = 6(a, 6) B(S(a4,)) . 


G(b) = {@ € G(b)|s(Z, 6) = 1} ist eine Untergruppe von G(b). Fir f ¢ S(b) 
ist S(aé,) = S(fé,) (j, 1 = 1,..., u(b)); daher ist die kleinste Zahl in 
{S(a6G,)| Z ¢ S(b)} notwendig der Kehrwert einer durch b eindeutig bestimmten 
und von j unabhangigen natiirlichen Zahl k(b) mit &(6)|A(6) wegen (7). Fir 
fi € S(b) ist also 


(13) 8(a6,) = Ty 


mit einer von j unabhangigen natiirlichen Zahl a = a(fi,6); a(f + fi’, 6) 

= a(fi, b) + a(f’,b) modk(b). f(b) = {@ € S(b)| S(ZG,) = 1} ist eine Untergruppe 

von ©(b) der Ordnung ¢(b) etwa. Durchlauft f die Gruppe @(b), so nimmt 

a(ji, b) jeden der Werte 1, .. ., &(6) genau ¢(b)-mal an. Aus (12), (13) folgt 
Satz 2. Es ist 


ji, b 
Bx (a, 6) = 6(a, 6) B(“Vie.) 


Es ist nicht schwer, weitere Eigenschaften der By (ji, 6) herzuleiten. Auch 
bleibe die Frage nach Bernoullischen Funktionen beliebigen Grades noch 
unerortert. 
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§ 5. In direkter Verallgemeinerung der fiir eine beliebige rationale Zahl 


2= . ‘ (u,v) = 1 

definierten geliufigen Dedekindschen Summe 
2 I 

(14) D(z)= ¥ B(-) B(zl) 

t= 1 
definieren wir fiir jede Zahl vy aus K mit 
(15) ()=s5> (c, 6) =o 
eine verallgemeinerte Dedekindsche Summe 
(16) Dg(v) = 3S Bx (a, 6) By (ue, 6). 


RE G(b) 
Nach Vorgabe von » ist 6 eindeutig bestimmt wegen (15). Wegen Satz 2 folgt 
Satz 3. Dx (v) ist eine durch (K und) v eindeutig bestimmte rationale Zahl. 
G(v) = {a | @ € S(b), ¥ GF € S(b)} ist eine Untergrappe von G(b); G'(v) 
= {¥ | 7 ¢ S(b), ¥ & € S(b)}; wegen § 3 durchlauft mit 7 auch 7 fi die Gruppe 
© (b). Daher ist G’(v) = G(v). Aus (16), (12) folgt 
(17) Dx(v) = m B(S(ad,)) BCS fi -4,)) . 
7) * 


U(v) = {@ € G(»)| S(@G,) = 1} ist eine Untergruppe von G(v) der Ordnung 
u(y) etwa. Uber » setzen wir jetzt 


(18) G'(v) = G(r) 
voraus. Die kleinste Zahl in {S(aé&,)| &@ € G(v)} = {S(FfA-G,)| AC G(v)} ist 
notwendig der Kehrwert einer durch y eindeutig bestimmten natiirlichen Zahl 
k(v) mit k(v)|k(6) wegen (13). Far @ ¢ G(v) ist also 
= a 

8(a6;) = ko 
mit einer von j unabhangigen natiirlichen Zahl a = a(f, v). Durchléuft 7 die 
Gruppe G(v), so nimmt a(f, v) und a(¥ fi, vy) jeden der Werte 1,..., k(v) 
genau u(v)-mal an. Die u(v) Klassen f mit S(faé,) = iw bezeichnen wir mit 
fy» » + +> Ay; 


1 
(19) S(A,6;) = ty (i= 1,..., w(v)); 
dann ist S(¥ fi, - &) von der Gestalt 
(20) S(¥ ji, + &,) = a j (a,(v), k(v)) = 1. 


Aus (17), (19), (20), (14) folgt 
Satz 4. Fiir v mit (18) gilt 
u(r) 
— . a, (v) 
Pair) = PF): 

Damit sind die verallgemeinerten Dedekindschen Summen im Falle (18) auf 
gewohnliche Dedekindsche Summen zuriickgefihrt. Ein eingehendes Studium 
der Dx (v) und verwandter Summen ist der Gegenstand einer weiteren Arbeit. 


(Bingegangen am 4. April 1960) 
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Einleitung 


Es bezeichne X den Vektorraum iiber dem Kérper R der reellen Zahlen, 
der aus den m-reihigen reellen symmetrischen Matrizen J = (7, ,) besteht, und Y 
die Teilmenge der positiv definiten Matrizen J} von X. Jede m-reihige uni- 
modulare Matrix U, d.h. Matrix mit ganz-rationalen Elementen und De- 
terminante + 1, induziert vermége 

Bou Hu 
eine lineare Transformation von X, die Y in sich iiberfiihrt. Die Gruppe dieser 
linearen Transformationen werde mit U bezeichnet. Zwei Matrizen, die durch 
eine Abbildung aus U ineinander iibergefiihrt werden, mégen dquivalent 
genannt werden. 
_ Die Reduktionstheorie der quadratischen Formen dient im wesentlichen 
der Behandlung der folgenden vier Problemkreise : 

(I) Aufsuchen eines verniinftigen Fundamentalbereiches F in der Menge Y 
beziiglich der Gruppe U, z. B. durch Beschreibung von F durch endlich viele 
Ungleichungen. Studium der Nachbarn von F, d.h. der Bilder U’ FU von F, 
fiir die der Durchschnitt von F und U’ FU nicht leer ist. Nachweis der Endlich- 
keit des Volumens der Menge der 3 ¢ F, deren Determinante beschrankt ist. 

(II) Untersuchung der Klassenzahl, d.h. der Anzahl der inéquivalenten 
ganzzahligen positiv definiten Matrizen gegebener Determinante. 

(III) Anwendung von (I) auf indefinite quadratische Formen fester 
Signatur; Bereitstellung der notwendigen Hilfsmittel zur Untersuchung der 
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Klassenzahl und Konstruktion von Fundamentalbereichen beziiglich der 
Einheitengruppen. 

(IV) Kompaktifizierung des Quotientenraumes des Siegelschen Halb- 
raumes nach der Modulgruppe m-ten Grades und Anwendung von (I) in der 
Theorie der zugehérigen Modulformen m-ten Grades. 

Die eigentliche Reduktionstheorie (I, II und III) geht fir m= 2 auf 
J. L. LaGranGe und fiir m = 3 auf L. A. SEEBER zuriick. Cx. Hermite gab die 
ersten Ergebnisse fiir beliebiges m und H. Mryxowskx1 [5] brachte einen vor- 
laufigen AbschluB. 

Die Behandlung dieser vier Punkte geschieht meist so, daB (I) in den 
Mittelpunkt der Untersuchungen gestellt wird. Hierfiir sind drei mégliche Wege 
bekannt: 

(A) Die direkte Beweismethode nach H. Mrxxowskx1 [5] und C. L. Sre- 
GEL [7]. 

(B) Die Methode von H. Weyt [13], die auf einer konsequenten Anwendung 
des Minkowskischen Satzes iiber die sukzessiven Minima eines konvexen 
Ko6rpers beruht. 

(C) Der Ansatz von G. Voronoi [10], der simtliche Darstellungen des 
Minimums einer quadratischen Form beriicksichtigt. 

Diese drei Beweismethoden sind ihrer Art nach wesentlich verschieden. 
Fir die Praxis gibt neben neueren Untersuchungen von B. L. v.pD. WAERDEN [12] 
nur (A) eine befriedigende Kenntnis der fir (III) und (IV) wesentlichen Aus- 
sagen tiber den Bereich F. Wahrend sowohl (A) durch P. Humbert [2] als auch 
(B) durch H. Wey [13] selbst auf quadratische Formen iiber beliebigen 
algebraischen Zahlkérpern verallgemeinert wurden, waren die Voronoischen 
Untersuchungen (C) bisher wenig beachtet worden. Die Tragweite von (B) 
erkennt man weiter in der Anwendung von H. Weyt [13] und C. L. Srecer [8] 
auf quadratische Formen iiber den Quaternionen. Gerade eine Analyse von (C) 
gibt aber eine Darstellung der Reduktionstheorie und ihrer Verallgemeinerungen. 
von besonderer Einfachheit: Einmal gibt Ausbau und Weiterentwicklung des 
Voronoischen Ansatzes alle durch Verwendung von (A) oder (B) bisher er- 
haltenen Resultate. Zum anderen kann die Theorie in einem allgemeinen 
Rahmen so gefiihrt werden, daB die klassische Reduktionstheorie sowie die 
Verallgemeinerungen auf algebraische Zahlkérper und auf Quaternionen- 
schiefkérper in gewissem Sinne als Beispiele erscheinen, bei denen lediglich 
einige Voraussetzungen zu priifen sind. Zugrunde liegt der Begriff des 
Positivitaétsbereiches ({3], im folgenden mit PB zitiert), der sich hier als durch- 
aus angemessen erweist und von dem nur einfachste Eigenschaften bendtigt 
werden. Sofern man bereit ist, die Begriffsbildung eines Positivitatsbereiches 
zu akzeptieren, verlaufen die Untersuchungen in einem angepaBten Rahmen. 
Es sei gestattet, darauf hinzuweisen, daB die konsequente Benutzung der 
Positivitatsbereiche eine erhebliche Okonomie in der Schreibweise mit sich 
bringt. Dem Leser wird empfohlen, sich bei den allgemeinen Uberlegungen 
der §§ 1—5 an dem Beispiel der quadratischen Formen iiber den reellen Zahlen 
im §8 zu orientieren. 
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Im §1 werden Positivitétsbereiche definiert und die wenigen bendétigten 
Eigenschaften zusammengestellt, deren Beweise aus PB tibernommen werden 
kénnen. Die §§ 2—5 geben eine axiomatische Darstellung des verallgemeinerten 
Voronoischen Ansatzes unter Verwendung der simtlichen Darstellungen des 
Minimums einer Linearform. Einfache Folgerungen iiber Einheiten in total- 
reellen algebraischen Zahlkérpern schlieBen sich in § 6 an. §7 kniipft an die 
allgemeine Situation der §§2—5 an und benutzt eine zusitzliche Voraus- 
setzung, die eine erste schwache Bedingung beinhaltet. Die reellen quadratischen 
Formen, die quadratischen Formen iiber algebraischen Zahlkérpern und iiber 
den Quaternionen werden in §§ 8—10 behandelt. 

Die bekannten Minkowskischen Reduktionsbedingungen und ihre Ver- 
allgemeinerungen zusammen mit einer daraus folgenden Ungleichung von 
C. L. SteeEL werden im § 11 als definierende Eigenschaften der sogenannten 
Minkowskischen Pyramiden eingefiihrt. Es zeigt sich dabei, daB diese Be- 
dingungen im wesentlichen jeder beliebigen Pyramide eines Positivitats- 
bereiches zukommen und jene Ungleichungen an sich daher sicher keine 
arithmetische Bedeutung haben. Nach den bisherigen Beweisen muBte man 
das Gegenteil annehmen. Die einzige arithmetische Aussage ist in der vor- 
liegenden Darstellung ein Endlichkeitssatz, der hier im einfachsten Fall dar- 
_ gelegt werden soll: Bezeichne u(%) fiir 9 ¢ Y das Infimum der Zahlen g’ Hg 
fiir von Null verschiedene Vektoren g mit ganz-rationalen Komponenten. In 
Abanderung der Voronoischen Definition nennen wir eine Matrix % voll- 
kommen, wenn es n = m(m + 1)/2 ganz-rationale Vektoren g, (1 < k < n) mit 
9: UG, = u(B) gibt, fiir die die Matrizen g, 9g} linear unabhangig sind. Offenbar 
ist mit 9 auch jede aquivalente Matrix:vollkommen. Der erwaihnte Endlich- 
keitssatz besteht dann in der Aussage, da8 es nur endlich viele inaquivalente 
vollkommene Matrizen J mit u(%) = 1 gibt. 

Mein Dank gilt Frau Prof. Dr. H. Braun, sowie den Herren Prof. Dr. E. Artis und 


Prof. Dr. H. Maass fiir viele Ratschlige und Hinweise. Herrn Prof. Dr. C. L. Srzczu ver- 
danke ich den Hinweis auf die Arbeiten von G. Voronot. 


§ 1. Positivitétsbereiche in Vektorriumen 


1. Wir denken uns einen n-dimensionalen Vektorraum X itiber dem Kérper R 
der reellen Zahlen vorgegeben. Die Elemente von X bezeichnen wir mit kleinen 
lateinischen und die von R mit kleinen griechischen Buchstaben. Jedes a ¢ X 
wird synonym auch Punkt oder Vektor von X genannt. Es sei zu X eine 
symmetrische und positiv definite Bilinearform o gegeben, d. h. eine Abbildung 


o:XxX—-R 
mit folgenden Eigenschaften: 
(BL. 1) a(a, b) = o(b, a), 
(BL. 2) a(aa + Bb, c) = aa(a,c) + Ba(b,c), 


(BL. 3) a(a,a)>0 fir a+0. 
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Definiert man den absoluten Betrag von a ¢ X durch 


ja] := Vo(a, a), 


dann geniigt dieser Betrag wegen (BL. 1—3) der Dreiecksungleichung. |a| ist 
zugleich eine Norm von X und X kann in der zugehérigen Normtopologie als 
lokalkompakter topologischer Vektorraum aber R aufgefaBt werden. Speziel! 
gilt |o(a, b)| S |a| |b] und o: X x X + RK ist stetig. Fir Teilmengen A von X 
bezeichne A den offenen Kern und A die abgeschlossene Hiille von A in der 
Normtopologie. Weiter sei Rd. A := A — A die Menge der Randpunkte von A. 

(BL. 3) zieht nach sich, daB zu jeder Linearform A(z) von X ein a € X mit 
A(x) = o(a, x) existiert und a ist hierbei durch A(z) eindeutig bestimmt. 

2. Eine Teilmenge Y von X nennen wir nun.einen Positivitdtsbereich in X, 
wenn gilt 


(PB. 1) Y ist offen und nicht leer, 
(PB. 2) Fiir alle a und 6 aus Y gilt o(a, 6) > 0, 
(PB. 3) Zu jedem xz ¢ X — Y gibt es 0+ a€ Y mit o(a, z) < 0. 


Wegen der Stetigkeit von a ist o(a, y) => 0 fiir alle a und y aus Y. 

Jeder Positivitatsbereich in X kann nach Wahl einer Basis w,, . . ., u,, von X 
als Positivitétsbereich im R* (im Sinne von PB, § 3) aufgefaBt werden. Sind 
naimlich «, (bzw. f,, .. .) fir 1 < k < n die Komponenten von a (bzw. 5, . . .) 
beziiglich der Basis u,, .. ., u,, dann gibt es nach (BL. 1—3) eine reelle symme- 
trische positiv definite Matrix S = (¢,,;) mit 

a(a,b)= S x B, oy; - 
kl 
Nach PB, § 2—4, ergeben dann fiir a ¢ Y die aus den a,..., a, gebildeten 
Spaltenvektoren einen nicht ausgearteten Positivitatsbereich des R* mit 
Charakteristik S. Alle Ergebnisse der §§ 2—4 von PB kénnen daher cum grano 
salis auf die hier definicrten Positivitatsbereiche umgeschrieben werden. Die 
wichtigsten jener Ergebnisse formulieren wir als 

Lemma 1. Ist Y ein Positivititsbereich in X, dann gilt: 

a) Mit a und b liegt auch aa + Bhin Y fallsa>0, B > 0. 

b) Fiir 0+ a¢ Y und y€ ¥ ist a(a, y) > 0. 

ce) Zu x ¢ X—Y gibt es a€ Y mit o(a, x) < 0. 

d) Liegt a und —a in Y, dann ist a = 0. 

e) Zu 0+ a¢ RAY gibt es 0+ 6 ¢€ RAY mit o(a, b) = 0. 

f) Zu jedem Kompaktum K von Y gibt es 0(K) > 0 mit a(a, y) = 0(K) |y| 
fiir alle a ¢ K und y € Y*). 

Besteht hier im Teil f) das Kompaktum XK nur aus dem Punkt a, dann 
schreiben wir auch o(a):= 0(K). 

3. Zu dem Positivitatsbereich Y in X erklirt man zwei Halbordnungen 
»>* und ,,=“ von X durch die Festsetzung, daB z> y (bzw. z= y) mit 








1) Ist A C X, dann heiBt K ein Kompaktum von A, falls K in der Topologie von X 
kompakt und in A enthalten ist. 
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x—yY (bzw. x—y€ FY) gleichbedeutend ist. Es ist stets x > x und es 
gelten die Rechenregeln: 

Aus 22 y, y = z folgt x => z. 

Aus x2 y folgta+z22a+y. 

Aus z= y¥,0<AER folgt Ax = Ay. 

Entsprechende Gesetze hat man fiir ,,>‘‘ an Stelle von ,,>‘‘. Lemma_-1d zeigt 
weiter, daB x => y und y = = stets x = y zur Folge hat. Fiir y ¢ Y unda = b 
ist o(a, y) >} o(b, y), d.h. die Bilinearform o ist beziiglich der Halbordnung 
monoton. Wir werden in Zukunft fiir die Punkte y von Y auch y > 0 und fiir y 
aus Y auch y => 0 schreiben. Nach PB, Lemma 2, sind beide Halbordnungen 
archimedisch, d. h. z. B., daB es zua>0O und x ¢ X ein positives A mit Aa > x 
gibt. Zweimalige Anwendung dieser Aussage zeigt, daB es zu a > 0, b > 0 stets 
einc>0 gibt mita=>c,b2c. 

Auch der Betrag verhalt sich monoton in dem Sinne, da es eine Konstante 
¥1 > 0 80 gibt, daB aus a = b = O stets |a| => y,|b| folgt. Zum Beweis wahlt man 
festes c € Y und hat sodann |a| |c| > o(a, c) >} a(b, c) =} e(e) |b. 

4. Betrachten wir jetzt die Gruppe der linearen Transformationen von X, 
d. h. der eineindeutigen und linearen Abbildungen z+ ®z von X auf sich. 
Nach 1 gibt es zu jeder linearen Transformation ® von X eine lineare Trans- 
formation ®* von X mit o(@z, y) = a(x, O* y) fiir alle z, y aus X. Man hat 
(OV)* = Y*@* und O*-!1= @-!*. Fir eine lineare Transformation ® und 
Ac X bezeichne ®A die Menge der ®z fiir x ¢ A. ® nennen wir einen Auto- 
morphismus von Y, wenn ®Y = Y. Da @ eine topologische Abbildung ver- 
mittelt, ist das mit ®Y = Y gleichbedeutend. Die Gruppe aller Automor- 
phismen von Y werde mit 2(Y) bezeichnet. Wie in PB, Lemma 3, zeigt man, 
daB mit D auch ®* zu X(Y) gehért. Wir benutzen im folgenden immer die volle 
Automorphismengruppe 2(Y) von Y, obwohl es in der vorliegenden Note aus- 
reichen wirde, wenn wir an Stelle von 2(Y) eine Untergruppe 2 von 2(Y) 
nehmen wiirden. Von 2 braucht nur vorausgesetzt zu werden, daB mit ® 
auch ®* zu X gehért. Wir denken uns weiter einen positiven Charakter der 
Gruppe 2(Y) gegeben, d.h. einen Homomorphismus ®-—> y(®) der Auto- 
morphismen ® von Y in die multiplikative Gruppe der positiven reellen 
Zahlen. 

Eine auf Y definierte Funktion w(y) mége nun eine Norm von Y (be- 
ziiglich y) heiBen, wenn gilt: 

(N.1) w/(y) ist auf Y stetig und positiv, 

(N.2) w(®y) = x(P) w(y) fiir alle y ¢ Y und ®¢ 2(¥), 

(N.3) w(y) strebt gegen Null, falls y¢ Y gegen einen Randpunkt von Y 
konvergiert, 

(N.4) Fird¢ Y und0 < é ¢ Rist die Menge der y¢ Y mit y>dundw(y)<é 
beschrankt. : 

Erklart man w(y) durch 0 falls y € Rd Y, dann ist w wegen (N. 3) auf ganz Y 

noch stetig. 

Gibt man eine Basis von X vor, so erhélt man in dem Betrag der Deter- 
minante derjenigen Matrix, durch die die lineare Transformation ® dargestellt 
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wird, einen Charakter 7(®). Nach PB, § 5, existiert dann eine Funktion w(y) 
zu x mit (N. 1) und (N. 2). Man kann zeigen, daB fiir diese spezielle Funktion 
auch (N. 3) und (N. 4) erfiillt sind. Wir werden dies aber nicht bendtigen. Die 
Uberlegungen von PB, § 6, ergeben dariiber hinaus 

Lemma 2. Ist Y ein Positivitétsbereich in X, dann gibt es eine Metrik \a,b| 
von Y mit folgenden Eigenschajten: 

a) Die durch die Metrik in Y induzierte Topologie stimmt mit der Relativ- 
topologie von Y iiberein. 

b) Fiir jedes D ¢ X(Y) ist |\Oa, Db| = ja, bj. 
Teil b) besagt hier, daB 2(Y) eine Gruppe von Isometrien der Metrik |a, 5] ist. 

Die bisherigen Bezeichnungen behalten wir konsequent in den folgenden 
Paragraphen bei. Ohne es jedesmal wieder zu sagen, ist immer Y ein Positivitats- 
bereich im n-dimensionalen Vektorraum X iiber R. In den §§ 2—4 wird nur 
von den in 1 bis 3 gegebenen Begriffen Gebrauch gemacht. 


§ 2. Uber die Minima gewisser Linearformen 


1. Es bezeichne D eine fest ausgewahlte, nicht leere Teilmenge von Y — {0}, 
die in X diskret liegt. In jedem Kompaktum K von X liegen also nur endlich 
viele Punkte von D. Wir bilden die Linearformen a, (x) := o(2, y) fiir festes 
y € Y und betrachten diese auf D. Der vorliegende Paragraph beschaftigt sich 
mit den Minima dieser Linearformen o, auf D. Fiir y € Y sei dazu 


By) := Up(y):= inf{o(a, y); a € D}. 


Wegen Lemma If ist o(a, y) > o(y) |a|. Speziell ist daher u(y) > 0 und das 
Infimum wird von endlich vielen a ¢ D angenommen, d.h. u(y) ist das er- 
wahnte Minimum der Linearform a, auf D. 
Weiter sei 
M (y):= Mp(y) := {a; a € D, u(y) = o(a, y)} 


die Menge der endlich vielen Punkte von D, welche Darstellungen des Mini- 
mums p(y) vermitteln. Fir jedes y € Y und jedes a ¢€ D ist also a(a,y) = u(y) 
und das Gleichheitszeichen steht nur fir a ¢ M(y). Tragt man in diese Un- 
gleichung ein festes a € D ein, so folgt u(y) < o(a, y) S |a| |y| S yely| mit 
einer nur von D abhangigen Konstanten +». 

2. Als erstes Ergebnis beweisen wir 

Lemma 3. Zu jedem y € Y und jedem e > 0 gibt es eine Umgebung Uc Y 
von y derart, daB 

M(z)C M(y) und |y(z)—ply)| <e 


fiir alle x € U gilt. Insbesondere ist u(y) stetig. 

Beweis: Es sei K c Y eine kompakte Umgebung von y. Nach Lemma If 
ist o(a, x) > @(K) |a| fir alle x ¢ X. Fir diejenigen a ¢ D, fir die es x ¢ K mit 
o(a, x) S 2y(y) gibt, ist dann |a| < eR , d. h. es gibt endlich viele solche 
a,€D, 1S k<m. Die von diesen a, verschiedenen a ¢ D erfiillen daher’ 
a(a, z) > 2y(y). Jedes a¢ M(y) kommt unter den a, vor, wir wahlen die 
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Numerierung der a, so, daB M(y) = {a,,...,a,} gilt. Wir bestimmen 6 > 0 
mit 
o(a,,y)>uly)+6 fir r<kaom. 


Von e darf ohne Einschrankung e < p(y) und e < : 6 vorausgesetzt werden. 


6 
- 


Die Umgebung U von y wird nun als Teilmenge von K derart gewahlt, daB 
(2.1) lo(a,, 7) —o(a,,y)|<e fir l1okom und «¢U 


erfillt ist. Man hat fiir x ¢ U 


a(a,, y) = w(y), d.h. o(a,,2)<pw(y)+e fir Loker, 
a(a,, y) > u(y) + 6, d.h. o(a, z) > w(y) + db6—e>pwly)+er<kom, 
o(a,z)>2u(y)>ul(y)+e fir ac D,a+a,,lokem. 


Das Minimum von o(a, x) kann also héchstens fiir a= a,, 1 < k <r, an- 
genommen werden, das bedeutet aber M(x) C M(y). Die restliche Behauptung 
folgt sodann aus (2.1). 

Fiir eine beliebige Teilmenge A von X bezeichne dim A die Maximalzahl 
der linear unabhangigen Vektoren aus A. dim A ist dann im iiblichen Sinne die 
Dimension des von A aufgespannten linearen Teilraums von X. Lemma 3 zeigt, 
daB die Funktion dim M (y) in jedem Punkt von Y eir lokales Maximum hat. 
Sind a,,...,a,¢€ M(y) linear unabhangig gewahlt, r:= dim M(y), dann gibt 
es fiir jedes andere a € M(y) eine Darstellung 


(2.2) a= > A 


und da a und die a, Darstellungen des Minimums y(y) sind, folgt 


r 


(2.3) xy 4,=1. 
k=1 


dim M (y) \ M(%) = dimM(y) kann fiir y, 9 ¢ Y nur in trivialer Weise 
erfillt sein, d. h. es soll gezeigt werden, daB aus dim M (y) ~\ M(#) = dim M (y) 
schon M(y)c M (i) folgt. Sei dazu dimM(y)=r und a,, 1S ksr linear 
unabhangig aus M(y)-\M(¥%) gewahlt. Jedes a ¢ M(y) hat eine Darstellung 
(2.2) mit (2.3) und es ist 


a(4, ¥) = 2 A, O(a, 9) = we) 2 A, = w(¥)» 
= =1 


d. hh. at M(¥) wie behauptet war. 


3. Ist A eine Teilmenge von X, dann bezeichne OA den beziiglich o 
orthogonalen Teilraum zu A, d. h. . 


OA:= {a;2¢€X,o(a,2)=0 firalle a¢A}. 


OA ist ein linearer Teilraum von X und es ist dimO A = n— dim A. 
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Sei jetzt y ¢ Y und M eine nicht leere Teilmenge von M(y). Fir x «OM 
mit y+ z€ Y unda€ M ist o(a, y + x) = o(a, y) + o(a, x) = o(a, y) = p(y), 
d. h. man hat 


(2.4) w(y+2z)S ply) fir 6+ MCM(y), 26 OM,y+xcY. 


Lemma 4. Sei y € Y, M eine nicht leere Teilmenge von M(y) und x + 0 aus 
OM. Entweder gilt dann 

a) w(y+Az)=uly) fiiralle AZ[O mit y+AxcY 
oder 


b) Es gibt ein A => O mit 
l.y+AzxeY, ' 2. ply + Az) = uly), 
3. Mc M(y+ Az), 4. dimM(y + Ar) >dimM. 


Hier ist A genau dann positiv, wenn a(a, x) = 0 fiir alle a aus M (y). 

Der Fall a) kann wirklich auftreten, z. B. dann, wenn D aus. nur einem 
Punkt von Y besteht. Man beachte weiter, daB dieses Lemma nur etwas aus- 
sagt, wenn OM nicht nur aus dem Nullvektor besteht. 

Beweis: Wir nehmen an, daB a) nicht vorliegt. Es gibt dann wegen (2.4) 
ein A,>0O mit u(y + Agz)< p(y) und y+A,x2¢ Y. Nach Definition des 
Minimums existiert daher b, ¢ D mit a(bo, y + Ayx) < u(y) S o(bo, y), d. h. es 
ist o(b, x) < 0. Die Menge B der 6 ¢ D mit o(b, x) < 0 ist daher nicht leer. 
Fir 6 ¢ B setze man 5 

o(b, y) — 
(0): = Ew 
Offenbar ist y(b) > 0 und —(by) < Ap. Da g(b) < A mit u(y) > o(b, y + Az) 
gleichbedeutend ist, gilt fiir jedes b¢ B mit g(b) < A, nach Lemma If die 
Ungleichung u(y) > o(b, y + Apx) =} o(y + A,x) |b|. Da D diskret ist, gibt es 
nur endlich viele solche 6 und daher wird 


A:= inf{q(b); b « B} 


von » angenommen. Es ist 0 < 4 < A, und y + Az Y. Offenbar ist A = 0 mit 
a(b, y) = u(y) far ein 6¢ B, d.h. mit M(y)\ B+ 9 gleichbedeutend. Man 
erhalt also A > 0 genau dann, wenn M(y) und B keinen Punkt gemeinsam 
haben. Das ist bereits die Behauptung itiber /. 

Man hat jetzt nach Definition von A 


u(y) = o(b, y) + v(b) o(b, z) S o(b, y+ Ax) fiiralle bE B, 
u(y) S o(a, y) + Ao(a, xz) = a(a,y+Az) firalle ac D—B. 


Fiir jedes a¢ D ist daher u(y) < o(b, y+ Az), dh. u(y) S wly + Az). 
Zusammen mit (2.4) erhélt man die Behauptung 2. Aber auch 3. ist richtig, 
denn a€M zieht o(a,y+Az)=a(a,y)= u(y)= u(y+Az), dh. MC M(y+Az), 
nach sich. ; 

Es sei F die Menge aller b ¢ B mit (b) = 4. Jede Linearkombination d von 
Vektoren aus M geniigt der Gleichung o(d, x) = 0; denn es war x €OM Kein 
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Vektor aus F kann daher als Linearkombination von Vektoren aus M ge- 
schrieben werden. Andererseits ist fiir b ¢ F nach Definition von g und A 


a(b, y + Ax) = o(b, y) + lb) o(b, x) = u(y) = ely + Az), 
d.h. Fc M(y + Az) und mit 3. folgt 4. 


§ 3. Vollkommene Punkte 


1. Wie bisher sei D eine diskrete Teilmenge von Y — {0}. Ein v ¢ Y nennen 
wir (beziiglich D) vollkommen, falls OM(v) nur aus dem Nullvektor besteht. 
v ist also dann und nur dann vollkommen, wenn dim M (v) = n. Offenbar ist 
mit v auch Av, A> 0, vollkommen und es gilt M(Av) = M(v). Zur Unter- 
suchung der vollkommenen Punkte kann man sich daher meist auf u(v) = 1 
beschranken. Die Menge der vollkommenen v € Y mit u(v) = 1 bezeichnen wir 
mit V(D). 

Fiir dim M (v) = n bestimmt die Menge M (v) (bis auf einen skalaren Faktor ) 
den Punkt v eindeutig: Nehmen wir ein v aus V(D) und setzen fiir y € Y all- 
gemeiner voraus, daB M(v) in M(y) enthalten ist. Wir wollen zeigen, daB v 
und y linear abhangig sind. Dazu wahlen wir «>0 und 8 >0 mit « u(v)= B u(y). 
Fir alle a € M(v) ist o(a, cv — By) = 0, d. h. av— By liegt in OM (v). Wegen 
dim M (v) = n folgt av = By und in der Voraussetzung gilt dann sogar das 
Gleichheitszeichen. 

2. Die Frage nach der Existenz von vollkommenen Punkten kann unter 
gewissen Voraussetzungen durch Lemma 4 beantwortet werden. Man hat dabei 
nur dafiir zu sorgen, daB dort der Fall a) nicht eintreten kann. Eine einfache 
hinreichende Bedingung dafiir wollen wir jetzt formulieren und nennen dazu 
die diskrete Teilmenge D von Y — {0} zuldéssig, wenn u(y) gegen Null strebt, 
falls y gegen einen Randpunkt von Y konvergiert. Wir zeigen sogleich, daB D 
dann und nur dann zulassig ist, wenn es zu jedem Randpunkt 6 von Y und 
jedem ¢ > 0 ein a ¢€ D mit a(a, b) <« gibt. Seidazu y, eine gegen b < RAY 
konvergente Folge aus Y, dann wahlen wit zu g > 0 ein a ¢ D mit a(a, b) <e 


und bestimmen k, so groB, daB |y, ms < Ta fir k => k, gilt. Jetzt ist fiir 
diese k 

#(Yx) S o(@, yx) = (2, 6) + o(a, y,—b) Se + |a| |y,—b| < 2e, 
d.h. u(y,) > 0. Sei umgekehrt 6 ¢ Rd Y und c, ¢€ Y eine gegen 0 konvergente 


Folge. Die Punkte y,:= 6 + ¢, liegen in Y und y, konvergiert gegen 6. Zu 
jedem & gibt es a, € D mit 


H(Yx) = a (ay, Yu) = O(a, 6) + o(ay, c) > o(a,,6) 20. 
Da nach Voraussetzung u(y,) gegen Null strebt, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 
a € D mit a(a, b) < e. 
Lemma 5. Fiir eine zuliissige Menge D ist V(D) eine diskrete Menge. 


Beweis: Sei v,¢ V(D) eine konvergente Folge, v, > v. v liegt dann in Y. 
Wegen u(v,) = 1 kann aber v kein Randpunkt von Y sein, denn nach Defi- 


BQ we es SS 
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nition wiirde in diesem Falle u(v,) gegen Null streben. v liegt also in Y und 
nach Lemma 3 gibt es ein k, mit M (v,) C M (v) fiir alle k > ky. In 1 war gezeigt, 
daB dann v, = A,v gilt und wegen 1 = u(v,) = A, u(v) und der Stetigkeit von 
u(y) folgt A, = 1, d. h. », = v fiir k > ky. V(D) ist also diskret. 

3. Kehren wir nun zu der Frage nach der Existenz von vollkommenen 
Punkten v zuriick. Es soll zuerst gezeigt werden, daB fiir zulissiges D der 
Fall a) in Lemma 4 nicht fiir x und — z zugleich eintreten kann. y und Mc M(y) 
werden wie in Lemma 4 gewahlt, ferner z+ 0 aus OM. y + Ax und y—Az 
kénnen nicht fiir alle 4 >0 zu Y gehéren, denn sonst wire + yixinY 
enthalten und fiir A> co hatte man +2 €¢ Y, also z = 0. Man kann also — 
indem man eventuell von z zu —z tibergeht — voraussetzen, daB y + Az, 
0s A<o, mu Y gehért, aber y+ oz ein Randpunkt von Y ist. Wegen 
u(y + Ax) 0 fiir A > o ist daher fiir dieses z der Fall a) in Lemma 4 nicht 
méglich. Wendet man dies auf M = M(y) an, so gibt es fiir zulissiges D zu 
jedem y € Y mit OM(y) + {0} einz € Y mit 


(3.1) Hy) = w(z), M(y)CM(z), dimM(y) < dim M(z). 
Wir zeigen nun 


Satz 1. Ist D zuléssig, dann gibt es zu jedem y € Y ein vollkommenes v « Y 
mit u(y) = u(v) und M(y) c M(v). 

Uber die Existenz von vollkommenen Punkten hinaus zeigt dieser Satz, 
daB man alle Darstellungen M(y) der Mini:..a u(y) tibersieht, wenn man diese 
nur fiir die vollkommenen Punkte kennt. 

Beweis: Unter allen v ¢ Y mit u(y) = «(v) und M(y) C M(v) sei v 80 ge- 
wahlt, daB dim M (v) maximal ist. Ware hier ‘im M (v) < n, so wire OM (v)+ {0} 
und nach (3.1) fiir y = v wiirde man ein z erhalten mit u(y) = u(z), M(y)c 
C M(v)c M(z), dim M (v) < dim M (z). Das widerspricht aber der Maximalitats- 
eigenschaft von v und es ist daher dim M(v) = n und v vollkommen. 


§ 4. Die vollkommenen Pyramiden von Y 
1. Fiir eine endliche nicht leere Teilmenge M von X sei P(M) die von den 
Vektoren aus M aufgespannte konvexe Pyramide, d. h. 
P(M):= {ys y= Pay A(a)-a, A(a) > 0}. 


Wir nennen P(M) die Pyramide zu M, sie ist eine konvexe abgeschlossene 
Teilmenge von X und besitzt dann und nur dann innere Punkte, wenn es n 
linear unabhangige Vektoren in M gibt. P(M) heiBt r-dimensional, wenn 
dim M -- r. Ist M leer, dann setzen wir 


P(®) = {0}. 


Mit M ist auch P(M) in Y enthalten. 
Jede Hyperebene H durch Null kann in der Form H = H, mit 


H,, := {x; o(u, z) = 0} 
Math. Ann. 141 27 
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geschrieben werden und u + 0 ist durch H nur bis auf einen skalaren Faktor 
bestimmt. Fir u = 0 setzen wir sinngemaB H, = X. Wir sagen, daf auf einer 
Hyperebene H (durch 0) eine r-dimensionale Seitenflache von P(M) liegt, wenn 
1. P(M) auf einer Seite von H liegt, d.h. H keine inneren Punkte von, 
P(M) enthilt, 

2. dimH m\ P(M) =r. 

Der Durchschnitt H -\ P(M) ist eine r-dimensionale Pyramide, die wir auch 
r-dimensionale Seitenfliche von P(M) nennen wollen. In diesem Sinne ist der 
Nullpunkt fiir jedes P(M) eine 0-dimensionale Seitenflache. Die elementare 
Geometrie zeigt, daB es zu jeder r-dimensionalen Seitenfliche F einer n-dimen- 
sionalen Pyramide P(M) stets (n — 1)-dimensionale Seitenflachen F,,..., F,,_, 
mit 
F= nN F, 
l1sksgn-r 

gibt. AuBerdem existieren endlich viele Hyperebenen H,,, 1 S k S m, durch 
Null derart, daB P(M) genau aus den Punkten y mit o(u,, y) > 0,1 < k < m, 
besteht und auf H,, eine (n — 1)-dimensionale Seitenflaiche von P(M) liegt. 

Jede n-dimensionale Pyramide P(M) kann als endliche Vereinigung von 
solchen Pyramiden P(M,) dargestellt werden, fiir die die Mengen M,C M aus 
genau n linear unabhiingigen Vektoren bestehen. Man beweist dies z. B. durch 
Induktion nach der Anzahl der Elemente von M, indem man P(M) durch eine 
Hyperebene durch Null in zwei n-dimensionale Pyramiden zerlegt, falls M 
mehr als n Vektoren enthilt. 

2. Fir endliche Teilmengen M von Y — {0} mit dim M = n wollen wir die 
Pyramide P(M) jetzt durch baryzentrische Unterteilung als Vereinigung von 
sogenannten regularen Pyramiden darstellen. Eine endliche geordnete Teil- 
menge M = {a,, . . ., @,} von Y wollen wir regulér nennen, wenn a, zu Y gehort 
und die a, in der Halbordnung nach § 1.3 fallend geordnet sind, d. h. 


a4,>0,4,24,2°*'24a,20 


gilt. Wegen Lemma Id folgt aus a, => a, notwendig k < 1. Eine Pyramide P 
heiBt weiter reguldr, wenn es regulare Menge M c Y mit P = P(M) gibt. Wenn 
wir davon sprechen, daB eine Pyramide P(M) regular ist, dann soll das stets 
heiBen, da8 die zur Definition von P(M) verwendete Menge M selbst regular ist. 

Zur Formulierung der angekiindigten Zerlegung bezeichnen wir noch fir 
Teilmengen A von Y — {0} mit S(A) die Menge aller endlichen Summen 
@, + @ + +++ mit a, € A. Ersichtlich ist S(A) in Y — {0} enthalten. 

Lemma 6. Zu jeder n-dimensionalen Pyramide P(M) gibt es endlich viele 
reguliire Mengen M* der folgenden Art: 

a) Alle Mengen M* sind in S(M) enthalten, 

b) Zwei verschiedene Pyramiden P(M*) haben keine inneren Punkte ge- 
meinsam, 

c) P(M) ist gleich der Vereinigung der reguliiren Pyramiden P(M*). 

d) Jede Permutation der Elemente von M induziert eine Permutation der 
Pyramiden P(M*) untereinander. 
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Beweis: Da sich nach 1 jede n-dimensionale Pyramide P(M) als endliche 
Vereinigung von Pyramiden P(M) schreiben 1aBt, bei denen die Mengen 
aus genau m linear unabhangigen Vektoren bestehen, darf von vornherein 


M = {b,,...,6,}, dimM=n 


angenommen werden. P(M) wird jetzt baryzentrisch unterteilt: Wir bilden 
fiir jedes k die Menge 


M,:= {a} {b;1+ bk} mit m= 3 b, € S(M) . 
Ft =1 


a, liegt in allen M,, es ist dim M, = n und a, > 0. Denn ware a, ¢ Rd Y, dann 
gibt es nach Lemma le ein 0 + d¢€ Y mit a(a,, d) = 0, d. h. o(b,, d) = 0 fir 
alle / oder d = 0. Offenbar ist P(M) die Vereinigung der P(M,). 

Bei festem k, bilden wir fiir k, + k, 


M,, x,:= {a af} U {b,; 1+ k,, k,} mit . aft) := Jb, € S(M). 
lek, 
Es ist a, > af, dim M,, ,,= n und 
P(M,,) = U P(M,, x) . 
kaek, 


Das Verfahren kann fortgesetzt werden und ergibt eine Zerlegung der be- 
haupteten Art. Die weiteren Aussagen des Lemmas ergeben sich aus der 
erlauterten Konstruktion. i 
3. Sei wie in den §§ 2 und 3 wieder D eine diskrete Teilmenge von Y — {0}. 
Wir zeigen, daB dann die Pyramiden zu M (y) besonders einfache Eigenschaften 
haben: Fiir je zwei Punkte y und 7 von Y ist 
P(M (y)) \ P(M (9) = POM (y) VM (9) C A, w= wD) y— w(y)9 - 
Zum Beweis sei w ¢ P(M(y))~\ P(M(9)), d.h. 
w= Y Afaja= SY A@a, Alfa) > 0,4 =0. 
ae M(y) ae M(¥) 
Bildet man o(w, y), dann folgt 
u(y) XY A@= LY AMoGy2uly) LY A@, 
ac M(y) ae M(¥) é< M(¥) 
d. h. 
y Aaw= JF AW. 

ae M(y) de M(H) 
Hier steht das Gleichheitszeichen nur, wenn alle 7 (a) verschwinden, fiir die @ 
nicht in M(y) liegt. Entsprechend hat man 

y i@e ZF iw, 

de M(y) ac M(y) 
und das Gleichheitszeichen steht wieder nur, wenn alle A(a) verschwinden, 
fiir die a nicht in M (g) liegt. Zusammen folgt, daB in beiden Fallen das Gleich- 


heitszeichen steht und daher A(a) = 0 fiir die a ist, die nicht zu M (9) gehéren. 
27 * 
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In der Darstellung von w sind also héchstens die A(a), a ¢ M(y), von Null 
verschieden, fiir die zugleich a € M (9). 

Ist jetzt M(y)\M(g) = 9, dann ist A(a) = A(a@) = 0 fiir alle a ¢ M(y), 
a ¢ M(¥%), und daher P(M (y)) \ P(M(¥)) = {0}. Hiervon gilt die Umkehrung. 
Sei also M(y) \ M(g) + 9, dann ist 


w= py A(a)a 
ae M (vy) M(¥) 
und daher ist P(M(y))\ P(M(g))c P(M(y) \M(¥g)). Die Inklusion in der 
umgekehrten Richtung ist aber trivial, die Gleichheit der beiden ersten Aus- 
driicke daher gesichert. 
Fiir die noch fehlende Inklusion bildet man wieder 


o(w,y)=hly) LY Ala),o(wA=ul9) L Ala). 
ae M(y) 9 M(y) a€ M(y)O M(y) 
Beide Darstellungen zusammen ergeben oa(w, u(f)y—pu(y)7)=90 oder 
P(M(y)) \ P(M(9)) Cc H, mit der angegebenen Bedeutung von wu. 

4. Eine Pyramide P(M(v)) wollen wir jetzt eine vollkommene Pyramide 
nennen, wenn v € Y (beziiglich D) vollkommen ist. Die vollkommenen Pyra- 
miden sind diejenigen unter den Pyramiden P(M (y)), y € Y, die n-dimensional 
sind. Das Ergebnis von 3 zeigt, daB fiir verschiedene vollkommene Pyramiden 
P(M(v)) und P(M (6) 

1. P(M(v)) und P(M (6)) keine inneren Punkte gemeinsam haben, 
denn u ist nicht der Nullvektor, und 

2. der Durchschnitt P(M (v))~\ P(M (é)) eine r-dimensionale Seitenflache 
von P(M(v)) und P(M (6)) ist (0 < r <n). 

Setzen wir nun voraus, daB D zulassig ist. Wir werden zeigen, daB die letzte 
Aussage in dem folgenden Sinne umkehrbar ist: Liegt auf einer Hyperebene H 
eine (n — 1)-dimensionale Seitenfliiche F von P(M (v)), die Punkte von Y enthilt, 
und ist v vollkommen, dann gibt es ein vollkommenes 6 mit u(6) = u(v) und 
F = P(M(v))-\ P(M (6)). Wird ein Punkt y ¢ Y durch die Hyperebene H von 
P(M (v)) getrennt, dann gilt a(y, v) > a(y, 6). 

Zum Beweis sei also F eine (n — 1)-dimensionale Seitenflache von P(M (v)). 
Es gibt dann Vektoren a, € M(v), 1 < k S m, mit 


mm. 
1. P={\y:y- D> And, Ay => of, 
k=1 
2. dim{a,,...,@,,} = »—1, 
m 
3. Fiir geeignete A, = 0 liegt b:= D Apa in Pp 
k=1 


Wegen 2. ist durch o(a,, z) = 0,1 < k < m, ein x+ 0 bis auf einen skalaren 
Faktor bestimmt, d.h. bei M := {a,,...,@,,} besteht OM aus den V2ktoren 
Az, A € R. Mit diesem z ist Fc H,,d.h. H = H,. Wir kénnen z noch so wahlen, 
daB o(z, y) => 0 fiir alle y ¢ P(M (v)) gilt, und dann ist z bis auf einen positiven 
Faktor bestimmt. z gehért nicht zu Y, denn wegen 3. ware sonst o(b, x) > 0 
im Widerspruch zur Wahl von z. Es gibt daher ein A, > 0 derart, daB v + A,x 
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ein Randpunkt von Y ist. Da D zulassig vorausgesetzt war, strebt u(v + Ax) 
gegen Null fiir A + A, und Fall a) in Lemma 4 (mit v an Stelle von y) tritt nicht 
ein. Das dortige A ist aber auch positiv, da wegen a(x, y) > 0 fiir alle y¢ P(M (v)) 
auch o(a, y) => 0 fiir alle a €¢ M(v) gilt. Fir 6:= v + Ax besagt dann Lemma 4b 
(6) = w(v), a,..-,4_¢€M(6), dimM(é)>dimM=n—1. M(é) enthalt 
also n linear unabhangige Vektoren und @ ist somit vollkommen. Wegen 
a, € M (6) ist aber auch F in P(M (v)) \ P(M (6)) enthalten und nach 3 stimmen 
beide Mengen iberein. 

Liegt y auf der anderen Seite von H = H, als P(M (v)), dann ist a(x, y) < 0 
und a(y, 6) = a(y,v) + Ao(y, z)<a(y,v) ergibt die noch fehlende Be- 
hauptung. 

5. Unter einem Nachbarn einer vollkommenen Pyramide P(M(v)) wird 

‘man eine vollkommene Pyramide P(M (é)) verstehen, fiir die der Durchschnitt 
P(M (v)) \ P(M (6)) einen Punkt von Y enthalt. Wir wollen nachweisen, daB 
jede vollkommene Pyramide nur endlich viele Nachbarn besitzt. Da jeder 
Durchschnitt P(M(v))~\ P(M(é)) nach 4 stets eine r-dimensionale Seiten- 
fliche von P(M/(v)) ist und nach 1 jede Pyramide nur endlich viele Seiten- 
flaichen besitzt, geniigt es, wenn gezeigt wird, daB es zu gegebener Seitenflache F 
von P(M (v)), die einen Punkt von Y enthalt, nur endlich viele vollkommene 6 
mit P(M(v)) -\ P(M (6)) = F gibt. Das folgt aber aus 

Lemma 7. Ist D zuléssig, dann gibt es zu jedem Kompaktum K von Y nur 
endlich viele vollkommene Pyramiden, die mit K Punkte gemeinsam haben. 

Beweis: Sei v vollkommen und y ¢ K~ P(M(v)), dann gibt es nach 1 
linear unabhangige a,¢€ M(v), 1 < k S n, mit 


n 
y= J Aya, A, = 0. 
k=1 


Fir die Punkte y von KX ist |y| durch y, beschrinkt. Da D diskret ist, gibt es 
y,> 0 mit |a| => y, fir alle a ¢ D und wegen y = A,a, fir alle k folgt nach 
§13 

Ys = |yl = viAvlax| = ysAx- 


Unter Verwendung von Lemma If ist nun 
n 
e(K) |v] S ofy, ») = & Aol) S ye" B(Y). 


Da man ohne Einschrankung y(v) = 1 annehmen darf, sind die vollkommenen v 
mit u(v) = 1 und K ~ P(M(v)) + 6 beschrankt, nach Lemma 5 gibt es daher 
nur endlich viele. 

6. Die wichtigsten Ergebnisse dieses Paragraphen iiber vollkommene 
Pyramiden fassen wir zusammen in 

Satz 2. Ist D zuléssig, dann gilt: 

a) Zwei verschiedene vollkommene Pyramiden haben keine inneren Punkte 
gemeinsam. 


b) Jede vollkommene Pyramide besitzt nur endlich viele Nachbarn. 
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c) Jede vollkommene Pyramide ist endliche Vereinigung regulérer Pyramiden 
P(M) mit Mc S8(D). 
d) Die vollkommenen Pyramiden iiberdecken Y. 
Hier ist wegen Lemma 6 lediglich noch d) zu beweisen. Es sei dazu y € Y und 
v € V(D). Liegt y nicht in P(M (v)), so gibt es nach 1 eine Hyperebene H = H,, 
auf der eine (n — 1)-dimensionale Seitenflache von P(M (v)) liegt und die y und 
P(M (v)) trennt. Nach 4 gibt es dann v, € V(D) mit o(y, v) > o(y, »,). Liegt y 
in P(M(v,)), so ist man fertig, anderenfalls kann das: Verfahren fortgesetzt 
werden und man erhalt Punkte v, aus V(D) mit 


o(y, v) > oly, %) >**->aly,%)>-*:. 


Nach Lemma If ist wieder o(y, v,) > o(y) |v,|, d. h. die mdglichen v, sind 
beschrankt, nach Lemma 5 gibt es nur endlich viele und das obige Verfahren 
bricht ab, d. h. man erhiait ein v,, mit y ¢ P(M(v,,)). Damit ist zusammen mit 
den friiheren Uberlegungen alles bewiesen. 

Dieser Satz gestattet offenbar die folgende geometrische Interpretation: 
Man betrachte eine Hyperebene H, auf deren einer Seite nur ein beschrankter 
Teil von Y liegt. Die Zerlegung von Y in vollkommene und der vollkommenen 
in reguliare Pyramiden induziert dann in H 4 Y eine simpliziale Unterteilung, 
deren Eckpunkte die Form Aa mit A > 0 und geeignetem a € S(D) haben. 


§ 5. Diskontinuierliche Gruppen und Fundamentalbereiche 


1. Die bisherigen Uberlegungen werden uns erlauben, einfache Funda- 
mentalbereiche von gewissen diskontinuierlichen Untergruppen von 2(Y) in Y 
zu konstruieren. Den Begriff eines Fundamentalbereiches wollen wir hierfir 
wie folgt prazisieren : 

Es sei T ein lokalkompakter topologischer Raum. J(7') bezeichne die 
Gruppe der topologischen Selbstabbildungen ® : 7’ + 7. Eine Untergruppe 2 
von I(T’) heiBt diskontinuierlich, wenn fiir jede Folge von verschiedenen ®, ¢ 2 
und jedes z¢ 7 die Folge ®,z in T keinen Haufungspunkt besitzt. Unter 
einem Fundamentalbereich F von 2 (in T) wollen wir nun eine Teilmenge F 
von T' verstehen, fiir die gilt: 

(F.1) F ist abgeschlossen, 

(F.2) Zuze T gibtes Dc Q mit Ore F, 

(F.3) Sind ®z und Yz innere Punkte von F, ®, ¥ ¢€ Q, dann ist @ = ¥, 
(F.4) Zu jedem Kompaktum XK von T gibt es nur endlich viele ® ¢ Q, fiir die 
OF - K nicht leer ist. 

(F. 2) bedeutet, daB die Familie OF, ® ¢ Q, eine Uberdeckung von 7’ darstellt, 
bei der die inneren Punkte von F wegen (F. 3) genau einmal iiberdeckt werden. 
Man kann zeigen (vgl. W. RoELcKe [6]), daB mit F auch P ein Fundamental- 
bereich von Q ist, jeder Fundamentalbereich besitzt daher innere Punkte. 

Besitzt 2 einen Fundamentalbereich F im obigen Sinne, dann ist 2 
diskontinuierlich. Dies folgt aus der folgenden scharferen Aussage, deren Beweis 
wir unterdriicken : Existiert zu Q ein Fundamentalbereich, dann gibt es zu je zwei 
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Punkten x, y « T Umgebungen U bzw. V, fiir die U \®V + © nur fiir endlich 
viele D ¢ 2 méglich ist. Speziell ist dann der Quotientenraum 7/2 ein Hausdorff- 
Raum. 

Bezeichnet z die natiirliche Abbildung von T auf den Quotientenraum 7/2, 
dann besagt (F. 2), daB die Beschrankung x» von x auf F den Bereich F noch 
auf T/Q abbildet. Nach (F. 3) ist 2p auf F topologisch. Ohne Beweis geben 
wir an, daB wegen (F.4) die Abbildung zy, eine eigentliche Abbildung ist, 
d. h. die Urbilder kompakter Mengen kompakt sind. 

Unter einem Nachbarn eines Fundamentalbereiches F versteht man ein 
Bild ®F, ® ¢ Q, das mit F einen Punkt gemeinsam hat. Nach W. RoEtcxe [6] 
wird 2 von den @ aus Q erzeugt, fiir die OF -\F nicht leer ist. Besitzt ein 
Fundamentalbereich also nur endlich viele Nachbarn, dann hat Q endlich viele 
Erzeugende. 

Sei F ein Fundamentalbereich von 2 und Q, die Menge der ® € Q mit 
OF \F +6. Fir x¢€T sei weiter 2, die Gruppe der ®¢ Q mit Ox = z. 
Wegen 
Qo,=2P-2,:9", DEN, 


kann man sich bei der Untersuchung der Gruppen 2, auf Punkte z ¢ F be- 
schranken. Offenbar ist dann 2,¢ 2, und man hat: Besitzt Q einen Funda- 
mentalbereich mit endlich vielen Nachbarn, dann sind die Ordnungen der Gruppen 
Q, fiir x € T beschrinkt. 

2. Die vorstehenden allgemeinen Begriffe spezialisieren wir nun auf einen 
. Positivitétsbereich Y in einem Vektorraum X. Es ist also 7 = Y. Nach 
Lemma 2 ist Y ein metrischer Raum und 2(Y) eine Gruppe von Isometrien 
der zugehérigen Metrik. Unsere Aufgabe wird es sein, fiir gewisse Untergruppen 
2 von X(Y) einfache Fundamentalbereiche anzugeben. 

Wie friher sei Dc Y — {0} eine in X diskrete Menge, ferner 2 eine Unter- 
gruppe von 2(Y) mit 

QD=D. 

Fir jedes ® ¢ Q und a€ D ist also a ¢ D. Bezeichne 2* die Gruppe der O* 
fir D¢ Q. Q* ist nach §1.4 wieder Untergruppe von 2(Y). In der Be- 
zeichnung der §§ 2—4 gilt nun fiir alle ® ¢ Q 


u(P*y) = uly), M(P*y)= O'My), 
OM (®*y) = P*OM(y), P(M(P*y)) =O P(M(y)). 
Mit v ist daher auch ®*v, D € 2, vollkommen und es ist 
Q* V(D) = V(D), 


wenn V(D) wie in §3.1 die Menge der vollkommenen v € Y mit yu(v) = 1 be- 
zeichnet. 

3. Zwei Punkte a,b ¢ Y wollen wir nach Q dquivalent nennen, wenn es 
® « Qmita = Ob gibt. Nach 2 besteht V (D) aus Klassen nach 2* aquivalenter 
Punkte. Ein volles System nach 92* iniquivalenter Punkte von V (D) bezeichnen 
wir mit V(D)/Q* und denken uns dieses System irgendwie fest ausgewahlt. 
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Der Fall, daB8 V(D) aus nur endlich vielen nach 2* inaquivalenter Punkte 

besteht, d. h. daB V (D)/Q* endlich ist, wird fiir uns von besonderem Interesse 
sein. In gewissen einfachen Fallen laBt sich die Endlichkeit von V (D)/Q* leicht 
zeigen: Sei D, eine Teilmenge von Y, fiir die es ein d¢ Y mit a2 d fiir alle 
a € D, gibt. Ist Q eine Untergruppe von Z(Y), fiir die D:= QD, zuléissig ist, 
dann ist V (D)/2* endlich. Die Voraussetzung iiber D, ist z. B. erfiillt, wenn D, 
eine endliche Teilmenge von Y ist. 

Zum Beweis sei v € V(D) gegeben. Nach Voraussetzung gibt es ® ¢ Q 
derart, daB ®M(v) = M(®*-'v) und D, einen Punkt gemeinsam haben. 
V (D)/Q* ist daher sicher endlich, wenn wir zeigen, daB die Menge der v ¢ V (D) 
mit M(v) -\ Dy + % endlich ist. Fir diese v gibt es aber a € D, mit 1 = yu(v) 
= a(a, v) > a(d, v) > o(d) |v| und nach Lemma 56 gibt es nur endlich viele 
solche v. 

4. Wir werden anschlieBend aus den vollkommenen Pyramiden P(M (v)), 
v € V(D)/2*, einen Fundamentalbereich von 2 aufbauen. Dazu sind einige 
Vorbemerkungen erforderlich. Zuerst zeigen wir: Ist D zuliissig und 2D = D, 
dann ist 2 in Y diskontinuierlich. Ware das nicht der Fall, dann gabe es eine 
Folge ®,¢€ 2 von verschiedenen linearen Transformationen und a € Y derart, 
daB ®,a gegen ein b ¢ Y konvergiert. Wir wahlen eine kompakte Umgebung U 
von 6 in Y und kénnen noch ®,a ¢ U_ fiir alle k annehmen. Nach Satz 2d 
liegt a in einer vollkommenen Pyramide P(M (v)) und daher ist ®, P(M (v)) 4 
7\U +9. Nach Lemma 7 kommen unter den ®f-'v nur endlich viele ver- 
schiedene Punkte vor, d.h. Of-!v = vy¢ Y fiir unendlich viele k. Das liefert 
®, M (v) = M(v,). Wegen dim M (v) = dim M (v,) = n stimmen unendlich viele 
von diesen ®, tiberein und man hat einen Widerspruch. 

5. Bezeichne Q* di: Gruppe der ®EQ mit ODtv=v. Da Q dis- 
kontinuierlich ist, ist 2% endlich und man hat fiir ® ¢ Q* 

@M(v)= Mv), PP(M(v)) = P(M(r)). 

Q* kann als Gruppe von Abbildungen von P(M (v)) auf sich aufgefaBt werden. 
Wir zeigen, daf fiir vollkommenes v ein Fundamentalbereich von QF in P(M (v)) 
als endliche Vereinigung von reguliren Pyramiden (§ 4.2) gewdhlt werden kann. 
Wir wenden dazu Lemma 6 auf die n-dimensionale Pyramide P(M(v)) an: 
P(M (v)) ist Vereinigung endlich vieler regularer Pyramiden P(M), Mc S(D). 
Da jede Abbildung x> Oz, Oc QF, die Vektoren von M(v) permutiert, 
werden bei dieser Abbildung die Mengen M untereinander permutiert. Die 
Menge der M zerfallt in Transitivitatsbereiche von Q*. Unsere Behauptung ist 
evident, falls wir zeigen kénnen, daB fiir eine n-dimensionale regulire Pyramide 
P(M) aus OM = M folgt, dab @ die Identitat ist. Dazu sei M = {a,,. . ., an}, 
a, > a,2-+*:2a,,= 0. Die Abbildung ++ Mz permutiert die a,, es gibt 
eine Permutatior 2(k) der Zahlen k= 1,...,m, mit Oa, = 4,4). Da @ ein 
Automorphismus von Y ist, folgt fiir k <1 


Ay (x) ~ Pa, = Da, = ayyy , 


d. h. 2(k) < x(l). Das bedeutet aber x(k) - k fiir alle k, und wegen dim M =n 
ist D die Identitat. 
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Einen fest ausgewahlten Fundamentalbereich von P(M (v)) beziiglich Q%, 
der eine endliche Vereinigung von reguléren Pyramiden ist, bezeichnen wir mit 


P(M (v))/Q . 


6. Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zur Konstruktion eines 

Fundamentalbereiches von 2 und definieren 
oan * 
F(D, Q) ae eget (Mt (v))/QF . 

Satz 3. Ist D zulissig und Q eine Untergruppe von L(Y) mit QD = D, 
dann ist F(D, 2) r\ Y ein Fundamentalbereich von Q in Y. 

Beweis: Wegen Lemma 7 ist (F.1) sicher richtig. Zum Nachweis von 
(F.2) gibt es zu y¢€Y nach Satz2d ein v¢€ V(D) mit y¢ P(M(v)). 
Man bestimmt nun ®¢€Q, so daB 6:= O*v in V(D)/Q* liegt und hat 
@-'y ¢ O-! P(M (v)) = P(M(é6)). Jetzt kann noch Y ¢ Q# so gewahlt werden, 
daB Y@-y in P(M(6))/Q% A YCF(D, Q)7Y enthalten ist. Zum Beweis 
von (F. 3) kénnen wir annehmen, daB es eine nicht leere offene Menge A gibt, 
deren abgeschlossene Hiille A in Y kompakt ist, und fiir die Ac F(D, Q) und 
DAC F(D, Q) gilt. Nach Lemma 7 gibt es endlich viele v{”, vf” aus V(D) mit 


Ac Y P(M (op), DAC Y PCM (of), 
d. h. 
AC{UP(M(4))} 0 {U PCA (O* o®))} CU {PCM ()) 9 PCM (O* of} 


Da A offen ist, hat wenigstens ein Durchschnitt P(M (v{”)) \ P(M (®* v{®)) 
innere Punkte. Nach Satz 2a stimmen diese beiden Pyramiden iiberein und 
es ist vf? = O* vf). Da die Punkte von V(D)/Q* nach 2* indquivalent sind, 
folgt vi!) = vi) =: v und ® ¢ Q$. Nach eventueller Verkleinerung von A darf 
jetzt Ac P(M(v))/QF und ®Ac P(M(v))/QF angenommen werden. Da 
P(M (v))/ QF ein Fundamentalbereich von P(M (v)) beziiglich QF war, ist ® die 
Identitaét und (F. 3) ist richtig. (F. 4) ergibt sich aus Lemma 7 und der Satz 
ist daher vollstandig bewiesen. 

7. Den fiir spaiter wichtigsten Fall, daB es nur endlich viele Klassen nach Q* 
inaquivalenter vollkommener v mit y4(v) = 1 gibt, formulieren wir gesondert als 

Satz 4. Ist D zuldssig und Q Untergruppe von 2(Y) mit QD = D und ist 
V (D)/Q* endlich, dann hat Q endlich viele Erzeugende und F := F(D, 2) Y 
ist ein Fundamentalbereich von Q mit den folgenden Eigenschaften : 

a) F ist in der Vereinigung endlich vieler vollkommener Pyramiden enthalten. 

b) F ist endliche Vereinigung von reguliren Pyramiden P(M), die zu- 
gehérigen reguliéren Mengen M sind in S(D) enthalten. 

c) F hat endlich viele Nachbarn. 

Beweis: Nach Satz 3 ist F ein Fundamentalbereich von Q, der nach 
Konstruktion in der Vereinigung der endlich vielen Pyramiden P(M(v)), 
v €-V(D)/Q*, enthalten ist. Zusammen mit Lemma6 zieht dies die Be- 
hauptung b) nach sich. Da nach.Satz 2b jede vollkommene Pyramide nur 
endlich viele vollkommene Pyramiden als Nachbarn hat, gilt dies wegen 
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Lemma 6 auch fiir die regularen Pyramiden und daher auch fiir F. In 1 hatten 
' wir gesehen, daB die Erzeugbarkeit von 2 durch endlich viele lineare Trans- 
formationen aus 2 auf Grund eines allgemeinen Satzes aus Teil c) folgt. In der 
vorliegenden speziellen Situation kann dies natiirlich direkt bewiesen werden. 

8. Bei unseren spiteren Anwendungen werden wir den Nachweis der 
Endlichkeit von V(D)/Q2* mehrfach auf eine Hilfsbetrachtung stiitzen, die 
wir schon an dieser Stelle durchfiihren kénnen. Zur Vereinfachung der Formu- 
lierung definieren wir fiir jede endliche Teilmenge M von D den Punkt ay 
durch 

Gy:= Da. 
acM } 
@y ist von Null verschieden und in Y enthalten. Wir beweisen: Gibt es eine 
endliche Teilmenge A von D und zu jedem y ¢ V(D) ein ® € Q derart, daf fiir 
M := M(®*y) OA der Punkt ay in Y liegt, dann ist V(D)/Q* endlich. Zum 
Beweis betrachten wir alle Teilmengen N von A, fiir die ay zu Y gehért. Da es 
nur endlich viele solche Mengen N gibt, existiert ein d « Y mit ay = d fiir alle 
diese Mengen N. Sei nun ein vollkommenes y ¢ Y mit u(y) = 1 gegeben. Man 
wahle ein ® ¢ Q, so daB fiir M := M(®* y) — A der Punkt ay, zu Y gehért, und 
hat nach Konstruktion von d stets a, => d. Fir y,:= ®*y und a€ M ist 
o(y;,@) = u(y) = w(y) = 1 und Lemma If gibt 
2X 1= J 4(y, 4) = o(y, 24) = o(y, 4) = 0(4) |! - 
acM acM 

Da die linke Seite durch die Anzahl der Elemente von A beschrankt ist, gibt 
es nach Lemma 5 nur endlich viele solche Punkte y,. Zu jedem y € V(D) 
existiert also ® ¢ 2, so daB ®* y in einer endlichen Menge enthalten ist, und 
das war behauptet. 


§ 6. Ein einfaches Beispiel 


1. Wir hatten bisher von D nur angenommen, da8 es in Y — {0} enthalten 
ist. Gehéren Randpunkte von Y zu D, so reichen die vollkommenen Pyramiden 
ersichtlich mindestens lings einer Halbgeraden an den Rand von Y heran. 
Wesentlich einfacher werden dagegen die Verhiltnisse, wenn wir Dc Y an- 
nehmen. Die vollkommenen Pyramiden haben dann nur den Nullpunkt mit 
dem Rand von Y gemeinsam. Dariiber hinaus gilt das folgende bemerkens- 
werte Ergebnis: Fiir Dc Y gibt es zu jedem vollkommenen v « Y eind = d(v) € Y 
mit y > wy): d fiir alle y € P(M(v)). 

Zum Beweis gibt es wegen M(v)C Y sicher d,¢ Y mit a= d, fir alle 
a € M(v). Fir y € P(M(v)) ist dann 

y= DJ Afaha= DF Afa)dg=:A-d. 
ae M(v) ac M(v) 
Man wahlt festes 6 ¢ D und bekommt 


Bly) So(b,y)= J Ala)a(a,b) < y,-4. 
ac M(v) 


Beide Ungleichungen zusammen ergeben die Behauptung. 
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2. Betrachten wir jetzt spezielle in Y enthaltene Mengen D: Man wahle 
eine Untergruppe 2 von 2(Y), ein a ¢ Y und definiere D durch 


D:= {®a;9€Q}. 


D ist auch fiir diskontinuierliche Gruppe 2 im allgemeinen in X nicht diskret 
und — falls es diskret ist — nicht zulassig. Umgekehrt hatten wir aber in § 5.4 
gesehen, daB fiir diskretes D die Gruppe 2 sicher diskontinuierlich ist. 

Satz 5. Sei 2 eine Untergruppe von Z(Y), a ein Punkt von Y und 
D:= {®a;@ ¢ Qh. Ist D zuléissig, so 

a): ist V(D)/Q* endlich, 

b) gibt es einen Fundamentalbereich F von 2 und d¢ Y mit y= u(y)-:d 
fiir alle y < F, 

c) ist der Durchschnitt von F mit der Menge der y € Y, w(y) S &, beschriinkt. 
Wegen Teil a) gelten auBerdem alle Aussagen von Satz 4 und fiir F kann der 
Fundamentalbereich F(D, 2) Y genommen werden. w(y) bezeichnet eine 
Norm von Y nach § 1.4. 

Beweis: Teil a) war bereits in § 5.3 bewiesen. F = F(D, 2) Y liegt in 
der Vereinigung von endlich vielen vollkommenen Pyramiden P(M (v,)). 
Nach 1 gibt es fiir jedes 1 ein d, € Y mit y = p(y) d,, y € P(M(v,)). Bestimmt 
man d ¢ Y, so daB d, 2 d fiir alle / gilt. dann hat man Teil b). Ware Teil c) 
nicht richtig, so gibt es Folge y, ¢ F, fiir die |y,| tiber alle Grenzen wachst. 
Man darf wegen a) annehmen, daB alle y, in einer vollkommenen Pyramide 
P(M (v)) enthalten sind: 

w= LY Alaja, Ala)20. 
ac M(v) 
Fiir wenigstens ein a strebt dann A, (a) gegen Unendlich und es ist fiir dieses a 
und hinreichend groBe k notwendig y, = a. Eigenschaft (N. 4) einer Norm gibt 
nun einen Widerspruch. 

3. Die vorstehenden Uberlegungen wenden wir auf ein einfaches Beispiel 
an: Als Positivitétsbereich Y nehmen wir den trivialen Bereich nach PB, 
§lla. Y besteht aus den n-reihigen Spaltenvektoren mit positiven Kom- 
porenten und ist ein Positivitatsbereich im R" beziiglich der Bilinearform 


n 
a(a, b):= 37 a® Be), 
k=1 


Zur Abkiirzung haben wir dabei fiir Vektoren a, b, x, y, ... « R" mit «), B®, 
&), 7» ihre Komponenten bezeichnet. Fir zwei Punkte a, b ¢ R* erklaren 
wir ein Produkt ab ¢ R® durch (ab) := a® B®. Jedem a¢ Y wird durch 
x-» D(a)x:= az eine lineare Transformation ®(a) von X zugeordnet, die 
offenbar ein Automorphismus von Y ist. 2(Y) wird durch die ®(a), a ¢ Y, und 
Permutationen der Komponenten erzeugt. Jedes ® ¢ X(Y) kann in der Gestalt 
® = J] - D(a) mit a ¢ Y und einer Permutation JJ geschrieben werden. Setzen 
wir 
_ w(y) = 7 ...+ 1, x(®):= (a) falls ®= I1-D(a), 

dann ist y ein Charakter von (¥) und w eine Norm von Y beziiglich y. 
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K sei ein total-reeller algebraischer Zahlkérper vom Grade n iiber dem 
Kérper P der rationalen Zahlen und a = a®,...,a™ die zu « ¢€ K kon- 
jugierten Zahlen in den entsprechenden konjugierten Kérpern. Jedem a ¢ K 
kann ein Vektor w(«) € R® zugeordnet werden durch die Festsetzung, da8 
w(a) die Komponenten « hat. Fiir ®(w(a)) schreiben wir auch O(a). w(w(«)) 
stimmt mit der Kérpernorm von « und o(w(«), w(f)) mit der K6érperspur 
von « f iiberein. 

4. Sei jetzt € eine Gruppe von total-positiven Einheiten von K, die in der 
Gruppe aller Einheiten einen endlichen Index hat. Vermége 


Q:= {P(e);e €E€}, D:= {wle);e € G} 


wird eine Untergruppe 2 von 2(Y) und eine Teilmenge D von Y erklart. 
Wir zeigen, daB das so eingefiihrte D zulissig ist. b sei ein Randpunkt von Y, 
d. h. wenigstens eine Komponente f) verschwindet. Da der Index von € 
in der Gruppe aller Einheiten endlich ist, gibt es « ¢ €, dessen Konjugierten e, 
l+ k, dem Betrage nach kleiner als 1 sind. Fiir m > co strebt a(w(e™), 6) gegen 
Null. Da w(e™) zu D gehGrt, ist dies nach § 3.2 die Behauptung. 

Satz 5 darf nun angewendet werden und gibt zusammen mit Satz 4 einen 
Fundamentalbereich von Q in Y mit den dort formulierten Eigenschaften. 

5. Man kann zeigen, daB die (beziiglich D) vollkommenen Punkte von 
K6rperzahlen herrihren, genauer: zu jedem vollkommenen v mit u(v) = 1 gibt 
es eine natiirliche Zahl y und « aus dem Inversen }-! der Differente 5 von K, 
so daB v = } w(a)*). Die (beziiglich D) vollkommenen Punkte von Y kénnen 
damit rein algebraisch in K ausgezeichnet werden: Sie entsprechen einein- — 
deutig den total-positiven Zahlen « ¢ K, fiir die es n tiber P linear unabhangige 
Einheiten 7, € € gibt mit 

Spur(7,«) = inf{Spur(e«); e € €} . 
Die algebraische Bedeutung dieser ,,vollkommenen“ Zahlen a ¢ K oder besser 
der Hauptideale («) ist meines Wissens bisher nicht bekannt. 

Fir den einfachsten Fall, daB K = P(j/d), d > 0, ein reell-quadratischer 
Zahlkérper ist, kann man die vollkommenen Punkte angeben. Wir teilen auch 
dieses Ergebnis ohne Beweis mit: Sei ¢,> 1 die Grundeinheit von K und 
€ = & oder ¢ = €? je nachdem ob &, die Kérpernorm +1 oder —1 hat. Als € 
nehmen wir die durch ¢ erzeugte Gruppe. Die Punkte 

4-w(z5-), A>0,k=0, +1,... 
geben dann alle vollkommenen Punkte. 


§ 7. Gitter und vollkommene Punkte 


1. Bei einem Teil der spiter zu machenden Anwendungen gilt iiber die 
bisher benutzten Eigenschaften hinaus, daB D in einem Gitter G von X ent- 
halten ist. In diesem Paragraphen wollen wir darlegen, wie sich diese zusatzliche 
Eigenschaft auf die allgemeine Situation auswirkt. 


*) Siehe § 7.2. 
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Eine Teilmenge G des n-dimensionalen Vektorraumes X heiBt ein Gitter in X, 
wenn mit a und b auch a — b zu G gehort, dimG = n gilt und G in X diskret ist. 
Zu jedem Gitter G in X gibt es bekanntlich eine Basis u,, . . ., u,, von X derart, 
da8B man die Punkte a von G und nur diese in der Gestalt 


n 
a= SY Ayu, A, ganz-rational, 
k=1 


schreiben kann. Sind n linear unabhangige Vektoren u,, . . ., u, gegeben, dann 
bilden die Vektoren a, die sich in der angegebenen Weise darstellen lassen, ein 
Gitter in X. Wir nennen es das von den u,, .. ., u,, aufgespannte oder erzeugte 
Gitter. Mit AG mége das Gitter der Punkte Aa, a ¢ G, bezeichnet werden. 
Ist G, ein Teilgitter von G, d. h. ein Gitter, welches in G enthalten ist, dann 
gibt es eine natiirliche Zahl y mit yG@c G,. 

Mit G* wollen wir das (beziiglich der Bilinearform ¢) komplementiire (oder 
polare) Gitter bezeichnen, d. h. die Menge der 6 ¢ X, fiir die o(a, 6) fiir alle 
a € @ ganz-rational ausfallt. Offenbar ist G$c GT fir zwei Gitter G,c G, und 
(A@)* = +a. 

Die Gruppe der linearen Transformationen ® von X, die das Gitter G auf 
sich abbilden, werde mit 2(G@) bezeichnet, ferner L(Y; G):= L(Y) Z(G) 
gesetzt. Da 2(Y; G) eine diskrete Untergruppe der Gruppe der Isometrien 
von Y ist, zeigt ein allgemeiner Satz (vgl. [4]), daB 2(Y;G) in Y diskonti- 
nuierlich ist. 

2. Wir schlieBen jetzt an die Uberlegungen der §§ 1—4 an und denken 
uns wieder eine Teilmenge D von Y — {0} gegeben, von der wir voraussetzen, 
daB sie in einem Gitter G enthalten ist. D ist dann von selbst diskret in X. 
Vorlaufig wird nicht vorausgesetzt, daB D zulassig ist. 

Zu jedem vollkommenen v € Y gibt es eine natiirliche Zahl y, so dap v, := ata” 
im komplementiren Gitter G* enthalten ist. Zum Beweis wahlen wir a, . . ., a, 
linear unabhangig aus M(v), bezeichnen mit G, das von diesen a, erzeugte 


Teilgitter von G und wahlen nach 1 eine natiirliche Zahl y mit yGc G,. Fir 
alle a € G ist 


n 
ya= J A,a,, A, ganz-rational , 
k=1 
und man hat 


1 1 ® n 
a (2, a) = Te) 7 ya) = Tey eo a,) = 2 A. ° 


Die rechte Seite ist ganz-rational und daher liegt v, in G*. 

3. Wir betrachten jetzt diejenigen Punkte des Gitters G, die gleichzeitig 
in einer vollkommenen Pyramide enthalten sind: 

Lemma 8. Ist D in einem Gitter G enthalten, so gibt es zu jedem vollkommenen 
vé ¥Y eind=d(v) € Y mita2 d fiir alle a aus P(M(v)) VY OG. 

Beweis: Nach §4.1 ist P(M(v)) endliche Vereinigung von Pyramiden 
P(M), bei denen die Mengen M aus n linear unabhangigen Vektoren bestehen. 
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Es geniigt daher, wenn gezeigt wird, daB es zu jedem solchen M ein dy,¢ Y 
gibt mit a > dy fir alle a ¢ P(M)™ Y \G. Denn dann gibt es auch d € Y mit 
d,, = d fir alle vorkommenden Mengen M. 

Bezeichne G, das durch die Vektoren a,,...,a, von M erzeugte Teilgitter 
von G@ und sei die natiirliche Zahl y nach 1 so gewahlt, daB y@c G, gilt. Fir 
a ¢G hat man 


n 
ya= J Aya,, A, ganz-rational , 
k=1 


und fiir a ¢ P(M) 1 ¥ sind die A, nicht negativ und a + 0. Man hat daher 


— 


n 
e2z— J a,=:4,. 

k=1 

Ay +0 
d,+ 0 liegt in Y. Wiirde d, nicht zu Y gehéren, dann gibt es 0+ b ¢ RAY 
mit o(b,d,) = 0, d. h. o(b, a,) = 0 fiir diejenigen k mit A, +0. Dann wire 
aber auch o(b, a) = 0 im Widerspruch zu a ¢ Y. d, hangt noch von a ab, alle 
vorkommenden Punkte d, haben aber die Form 


x 


4 Py &a,, Ef = 0 oder 1 ; 
Yel 
und es gibt zu M nur endlich viele solche d,, d. h. man kann dy, ¢ Y finden mit 
d, = dy fir alle a. Damit ist Lemma 8 bewiesen. 
Dieses Lemma zeigt, da8 fir alle in P(M(v)) ~ Y gelegenen Gitterpunkte 
a €G und alle y € Y eine Abschatzung a(a, y) = o(d, y) = 0(d) |y| statt hat. 
Eine duale Aussage macht 
Lemma 9. Fiir eine in einem Gitter G enthaltene Menge D gibt es zu jedem 
vollkommenen v ein d= d(v)€ Y mit o(b, y) = o(d, y) fiir alle y ¢ P(M(v)) 
und alleb «G*nY. 
Beweis: Sei 
y= SX Aaja, A(z, 
ac M(v) 
dann ist fiir b « Y \G* 
o(b,y)= >» Ala), 
ac M(v) 
denn es ist o(b,a) = 1, da wegen DCG und b ¢ G* die Zahl o(b, a) ganz- 
rational und wegen Dc Y — {0}, 6 € Y sogar positiv ist. Man bestimmt d < Y 
mit 1 => o(d, a) fiir alle a € M(v) und hat 


a(b, y) 2 P A(a) o(d, a) = o(d, y) ° 
aé M(v) 


4. Abgesehen von Satz 5 verwenden wir jetzt zum ersten Male eine Norm 
w(y) von Y (beziiglich eines Charakters 7) nach § 1.4. Wir hatten gesehen, daB 
w(y) = 0 fir y ¢ Rd Y gesetzt werden kann. Obgleich die Menge der y ¢ Y 
mit w(y) S & im allgemeinen nicht beschrankt ist, gilt 
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Lemma 10. Es sei D in einem Gitter G enthalten. Fiir jedes vollkommene v 
ist die Anzahl der a € P(M(v))\ Y \G mit w(a) < & endlich und die Menge 
der Zahlen w(a) fiir a ¢ P(M(v)) \G diskret. 

Beweis: Sei v vollkommen. Nach Lemma 8 gibt es d¢ Y mit a 2 d fiir 
alle a € P(M(v)) \ ¥Y \G. Nach Eigenschaft (N. 4) einer Norm ist die Menge 
dieser a mit w(a) < & beschrankt, ihre Anzahl daher endlich. 

Zeigen wir nun, da8 0 kein Haéufungspunkt von w/(a), a ¢ P(M(v)) 1G ist. 
Anderenfalls gabe es eine Folge a, ¢ P(M(v)) \G mit w(a,) > 0, w(a,) > 0. 
Die a, liegen in Y und der bereits bewiesene Teil garantiert, daB unter den a, 
nur endlich viele verschiedene Punkte vorkommen. Es gibt somit y, > 0 
derart, daB aus a ¢ P(M(v)) \G entweder w(a)=0 oder w(a) 2 y, folgt. 
Ware nun fiir eine Folge a, ¢ P(M (v)) \G die Folge w(a,) gegen « konvergent, 
so darf man « + 0 annehmen und hat w(a,) < « + 1 fiir hinreichend groBe k. 
Die erste Aussage des Lemmas zieht wieder w(a,) = « fiir hinreichend groBe k 
nach sich. 

5. Die bisherigen Ergebnisse verwenden wir zum Beweis eines abschlieBen- 
den Satzes. F := F(D, 2) Y bezeichne den Fundamentalbereich von Q nach 
Satz 3 und Satz 4. Eine wesentlich weitergehende Aussage als in Satz 4 hat 
man in 

Satz 6. Es sei G ein Gitter in X, Dc Y \G — {0} zuléissig und Q eine Unter- 
gruppe von X(Y;G) mit QD = D. Ist V(D)/Q* endlich, so gilt 

a) Es gibt ein d ¢ Y mita 2 d fiir alleaée FOG. 

b) Es gibt ein d€ Y mit a(a, y) = o(d, y) fiir alle ac Y \G* und ye F. 

c) Die Anzahl der a ¢ F \G mit w(a) <= & ist endlich. 

Korollar. Gilt 7(®) = 1 fiir alle D¢ Q, dann ist die Anzahl der nach Q 
indquivalenten a € Y \G mit w(a) < & endlich. 

Denn dann geht die Menge der y ¢ Y mit w(y) < & bei den Abbildungen 
y—~>@y,®« Q, in sich tiber und ein Vertretersystem der nach Q inaqui- 
valenten a € Y “\G findet man in F. Das Korollar folgt daher sus Teil c) des 
Satzes. 

Man kann zeigen, daB unter den anderen Voraussetzungen des Satzes die 
Endlichkeit von V (D)/2* mit Teil a) (fair irgendeinen Bereich F, der nur der 
Forderung (F. 2) geniigen muB) gleichbedeutend ist. Aber auch die Aussage des 
Korollars zieht die Endlichkeit von V (D)/Q2* nach sich, sofern man die zu- 
gelassenen Positivitatsbereiche geringfiigig einschrénkt und eine zusitzliche 
Voraussetzung an D stellt. Fragestellungen dieser Art sind zwar von prin- 
zipiellem Interesse, wir wollen hier jedoch nicht weiter darauf eingehen. 

Der Beweis von Satz 6 gestaltet sich nach w~.eren Vorbereitungen recht 
einfach. Zuerst darf Satz 4 angewendet werden, F ist also in der Vereinigung 
von endlich vielen vollkommenen Pyramiden enthalten. Fir jede dieser 
Pyramiden waren in den Lemmata 8—10 die Aussagen a) bis c) nachgewiesen. 
Nach eventueller Abanderung von d ¢ Y erhalt man daher alle Aussagen des 
Satzes. 

6. Im § 5.1 hatten wir gesehen, da8 einige wichtige Aussagen iiber Gruppen 
gefolgert werden kénnen, wenn die Gruppe einen Fundamentalbereich mit 
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endlich vielen Nachbarn besitzt. In Satz 4 haben wir dafiir eine hinreichende 
Bedingung angegeben. Es soll nun eine weitere Konsequenz abgeleitet werden. 
Nehmen wir an, daB folgende Situation vorliegt: G sei ein Gitter in X, Q eine 
Untergruppe von 2(Y, @), zu der es einen Fundamentalbereich F mit endlich 
vielen Nachbarn gibt. Es existiert dann ein Normalteiler Q von Q mit end- 
lichem Index in Q ohne Fixpunkte. Ein Punkt x ¢ Y heiBt dabei ein Fixpunkt 
von 2, wenn es ein von der Identitaét verschiedenes ® ¢ 2 mit Ox = z gibt. 
Zum Beweis bezeichnen wir mit 2, die nach Voraussetzung endliche Menge 
der  € Q mit OF -\ F + §. Ist x ein Fixpunkt von Q, dann gibt es ® ¢ Q mit 
@zx = x und @ ist nicht die Identitat. Man kann V ¢€ 2 so wahlen, daB Yzin F 
liegt und hat dann ¥®@Y-'¢ Qy,. 
Fir natiirliche Zahl » definiere man nun die Gruppen 


Q,:= {@; B® ¢ 2, Da—a€ vG}*). 


Man priift nach, daB alle 2, Normalteiler von endlichem Index in Q sind. Wir 
zeigen, daB eine der Gruppen 2, schon fixpunktfrei ist. Anderenfalls hatte jede 
Gruppe 2, wenigstens einen Fixpunkt z,, d. h. es gibt von der Identitat ver- 
schiedene ®, ¢€ 2, mit Dx, = z,. x, ist auch Fixpunkt von Q, und nach obigen 
Uberlegungen gibt es ¥,¢ Q mit V,O@,Y>1¢ Qy. Da Q, endlich ist, gilt 
Y,®,P>'= A ¢€ Q, fiir unendlich viele », d.h. A liegt in unendlich vielen 


Gruppen 2,. Fir diese ist dann > (Aa— a) ¢G@ fiir a¢ G. Da G diskret ist, 


folgt Aa = a und da dies fiir alle a € G gilt, ist A die Identitat im Widerspruch 
dazu, daB alle ®, von der Identitaét verschieden sind. 


§ 8. Reelle positiv definite quadratische Formen 


1. Im nachsten Paragraphen werden wir die bisherigen Uberlegungen auf 
quadratische Formen iiber beliebigen algebraischen Zahlkérpern anwenden. 
Obwohl der dort betrachtete Fall die positiv definiten quadratischen Formen 
tiber den ganz-rationalen Zahlen enthalt, erscheint es doch zweckmaBig, die 
reellen quadratischen Formen als historisch und sachlich wichtigstes Beispiel 
an dieser Stelle explizit zu behandeln. Die Methode tritt in diesem Falle frei 
von Komplikationen klarer hervor. Um jedoch den Umfang der Untersuchungen 
in Grenzen zu halten, wird an einigen Stellen auf die Beweise im nachsten 
Paragraphen verwiesen werden. 

Das Objekt unserer Untersuchung ist der Positivitatsbereich Y{") der 
reellen symmetrischen positiv definiten m-reihigen Matrizen %. Der zugrunde 
liegende Vektorraum X der Dimension 

me 2] 
) 2 
tiber R besteht aus allen reellen symmetrischen m-reihigen Matrizen J mit 
der Bilinearform 
a(A, B):= Spur(AB) . 


%) Das sind die Hauptkongrt 





t ‘gruppen von 2 im iblichen Sinne. 
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Die Punkte von X, d. h. die symmetrischen Matrizen von m Zeilen bezeichnen 
wir jetzt mit groBen Frakturbuchstaben und setzen z. B. o(a,b) = o(A, B), 
w(y) = w(%) usw. Nach PB, § 11b, ist (in gednderter Bezeichnung) die Teil- 
menge Y) von X, die aus den positiv definiten Matrizen besteht, ein Posi- 
tivitatsbereich in X. 

Bezeichne GL(m,R) die Gruppe der m-reihigen umkehrbaren reellen 
Matrizen. Fir R ¢ GL(m, R) wird durch 


Bsr O(RYB:=RBR 


eine lineare Transformation ®(N) von X erklart. ®(N) ist ein Automorphismus 
von Y% und es gilt 


P(R, Ny) = P(Ny) O(N), P*(N) = O(R’) 


Nach Cu. Hertneck [1] stimmt 2(Y{")) mit der Gruppe der (XR), 
R € GL(m, R), ttberein. Als Charakter y von 2(¥{%) bzw. Norm w von Y” 
wahlen wir (im Gegensatz zu PB) 


o(D):= |B, x(M):=|RP falls P= O(R). 


2. Mit D kirzen wir in diesem Paragraphen die Menge der Matrizen gg’ ab, 
wo g alle von Null verschiedenen Vektoren aus dem Einheitsgitter des R” 
durchliuft. Nennt man eine Matrix (oder einen Vektor) ganz-rational, wenn alle 
Komponenten ganz-rational sind, dann besteht D also aus allen Matrizen gg’ 
mit ganz-rationalen g + 0. D ist offenbar in Y("— {0} enthalten und in X 
diskret. In der alten Bezeichnung ist 4(%}) das Infimum der Zahlen g’ Qg fiir 
ganz-rationale g + 0. Bezeichne noch M(%) die Menge der ganz-rationalen g 
mit u(%) = g' Mg, d.h. die Menge derjenigen g, fiir die gg’ zu M(%) gehért. 
Es ist seit Hermite wohlbekannt (aber wir werden es in Lemma 11 erneut 
beweisen), daB eine Abschatzung 

u(B) _ 2°" ™ 
wm <a BE Ye”, 
giiltig ist*). Da |%| gegen Null geht, wenn J gegen einen Randpunkt von Y{") 
konvergiert, gilt dies auch fiir ~4(Q) und daher ist D zulassig im Sinne § 3.2. 

Nach G. Voronoi [10] ist die Anzahl der Elemente von M (%) fir BH ¢ YY 
beschrankt. In einem allgemeineren Zusammenhang werden wir dies in 
Lemma 12 beweisen und zeigen, daB die Anzahl der Elemente von M(%) 
durch 2(2™— 1) beschrankt ist. 

3. In der Definition der vollkommenen 9% besteht ein Unterschied zu den 
Arbeiten von G. Voronoi: Nach unserer Definition heiBt eine Matrix J} > 0 


vollkommen, falls es n = at) Vektoren g, aus M(%) gibt, fiir die die 


Matrizen g,g; linear unabhangig sind. G. Voronoi hingegen nennt eine Matrix 
bzw. die zugehérigé quadratische Form parfaite (= vollkommen), falls es m 
linear unabhangige Vektoren in M(%) gibt. Wir wollen zeigen, daB jede voll- 
kommene Matrix auch parfaite im Sinne von Voronot ist, d.h. es gilt: Fir 


*) o,, bezeichnet das Volumen der m-dimensionalen Einheitskugel. 
Math. Ann. 141 28 
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vollkommenes % ist dim M(%) =m. Ware das namlich falsch, so gibt es 
Gis - - +> Gm—1 © M(B) derart, daB sich jedes g ¢ M(%) als Linearkombination 
der g, darstellen laBt: g = A,(g)-9,+ *-* + Am—1(G) *Gm-1- Wir bestimmen 
eine reelle symmetrische Matrix £ + 0 mit g, fg, = 0Ofirl1 < ksolsm—1 
und erhalten 


o(9g',5)=9'Fg= ~ Ax(G) Ar(G) 94 F Gy = 0 - 


Da aber Q vollkommen vorausgesetzt war, gibt es unter den Matrizen gq’ 
sicher n linear unabhangige und das wiirde € = 0 nach sich ziehen. 
4. Wir zeigen weiter, daB fiir je m Vektoren g, ¢ #(%) stets 


Qu 
IG» G2» - --» Sm) S 2 


gilt*). Man darf hier annehmen, daB die g, linear unabhangig sind und setzt 
dann & := (4, Ge, - - -» Gm)- Die Diagonalelemente der Matrix G’2}G haben 
die Form 9g, 3g, = “4(%) und nach dem Hadamardschen Determinantensatz 
erhalt man |G’ %3S| < w™(%). Das ist zusammen mit der in 2 formulierten 
Ungleichung die Behauptung. 

5. Nun wird eine Untergruppe 2 von 2(Y{) erklairt. Eine Matrix U 
nennen wir unimodular, wenn U und U-! ganz-rational sind, und bezeichnen 
mit 2 die Gruppe der ®(U) fiir unimodulares U1. Offenbar ist 


QD=D und QM=Q. 


Sei weiter G die Menge der ganz-rationalen Matrizen aus X. @ ist ein Gitter 
in X und man hat 


Dc@ und Qc LZ(Y;@). 


Das komplementare Gitter G* besteht aus allen halbganzen Matrizen von X. 
Wie iblich soll hierbei eine symmetrische Matrix £ = (r,,) halbganz genannt 
werden, wenn T,, und 2t,, ganz-rational sind. 

Zur Anwendung der allgemeinen Theorie fehlt noch der Nachweis, daB es 
nur endlich viele nach 2* inaquivalente vollkommene J > 0 mit u(Q) = 1 
gibt. Dies wird eine Konsequenz des folgenden arithmetischen Hilfssatzes sein : 
Es gibt eine endliche Menge A von ganz-rationalen Vektoren des R™, so dap zu 
jedem vollkommenen % > 0 ein unimodulares U existiert mit dimM(%) r 
AW A=m. 

Zum Beweis wahlen wir fiir vollkommenes J > 0 nach 3 linear unabhangige 
Vektoren g;, Gs; - - -; Gm aus M(%) und bestimmen eine unimodulare Matrix U 
mit 


af 
a, := U’-1g, = af? », OS M<e, look. 


0 
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Setzen wir J, := UYU’, so liegen die a, in M(%,) und sind linear unabhangig. 
Nach 4 folgt 


oD of)... oem =< 2 


Om 
d. h. alle anf) und somit auch die axfe) sind durch = beschrankt. Bezeichnet 4 


die Menge der ganz-rationalen Vektoren, deren Komponenten durch had be- 


schrankt sind, dann enthalt M(%,)-\A m linear unabhangige Vektoren. 
Wegen M(%,) = U’-1 M(H) ist das die Behauptung. 

6. Jetzt kénnen wir nachweisen, daB die Anzahl der nach 2Q* iniquivalenien 
vollkommenen Y > 0 mit u(B) = 1 endlich ist. Wir wahlen die endliche Menge 4 
nach 5 und bezeichnen mit A die Menge der Matrizen gg’ fiir g ¢ A. Zu voll- 
kommener Matrix J} > 0 mége U nach 5 bestimmt sein. Fiirgg’ ¢« M(UYU') A 
ist wegen 


MUGW)=W-IM(Y)U, AUD’) = w M(B) 


der Vektor U’g in #(%)U'A enthalten, d.h. es gibt m Matrizen g,gj ¢ 
€ M(UYuU') nA, fir die die Vektoren g, linear unabhangig sind. Die Matrix 


m 
A:= DL’ GeGi 
k=1 
ist positiv definit, denn fiir 0 + x ¢ R™ gilt 
m 
rar =~ (r'gx)* > 0. 
=1 


Zu jedem vollkommenen J > 0 gibt es daher ®¢ Q so daB M(O*Y) NA 
m Matrizen enthalt, deren Summe in Y{ liegt. Damit sind die Voraus- 
setzungen des im § 5.8 formulierten Kriteriums erfiillt, V(D)/Q* ist daher 
endlich. 

7. Nach diesen Vorbereitungen sind alle in den §§ 1—5 und § 7 verwendeten 
Voraussetzungen erfiillt ; speziell gelten die Satze 4 und 6. Die wichtigsten jener 
Ergebnisse formulieren wir explizit: 

Satz 7. Beziiglich der Gruppe der Abbildungen J > U' HU, U unimodular, 
existiert ein Fundamentalbereich F in der Menge der J > 0, 

a) der in der Vereinigung von endlich vielen vollkommenen Pyramiden ent- 
halten ist, 

b) dessen (in X ) abgeschlossene Hiille aus endlich vielen reguliren Pyramiden 
besteht, 

c) der endlich viele Nachbarn hat und 

d) fiir den die Anzahl der ganz-rationalen & aus F mit beschriinkter Deter- 
minante endlich ist. . 

Hier waren die Aussagen a) bis c) in Satz 4 und d) in Satz 6 gezeigt. Teil d) 
liefert speziell, daB die Anzahl der nach 2* iniquivalenten ganz-rationalen 
> 0 mit beschriinkter Determinante endlich ist. Die bisher nicht formulierten 
Aussagen von Satz 6 besagen noch, daB es zwei positive Konstanten y, und 749 
28* 
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so gibt, daB = y,€ fiir alle ganz-rationalen € aus F und Spur(£ BY) => yr» 
Spur (%) fiir alle galbganzen F > 0 und Y aus F erfiilt ist). 

Eine Auswertung der in 4 bewiesenen Ungleichung gibt fiir m = 2 eine 
Ubersicht iiber alle vollkommenen Matrizen. Wir teilen das Ergebnis ohne 
Beweis mit: Im Falle m = 2 haben die vollkommenen 9% > 0 die Form 


= ° 1 i) 
H=Au (| ))U. 
mit positiven A und unimodularen U. 


§ 9. Positiv definite quadratische Formen iiber algebraischen Zahlkérpern 


1. Die Tragweite der in der vorliegenden Note verwendeten Methode wollen 
wir nun an einer weiteren Klasse von Beispielen darlegen. Wie im § 8 sei Y{" 
der Positivitatsbereich der m-reihigen reellen symmetrischen positiv definiten 
Matrizen zur Bilinearform o(%,G) = Spur(AB) und Norm w(%) = |B. 
Jede Matrix R aus GL(m, R) induzierte vermége J > O(R)Y:= RXR’ BR 
einen Automorphismus von Y{ und jeder Automorphismus kann auf diese 
Weise dargestellt werden. Den Vektorraum der m-reihigen symmetrischen 
reellen Matrizen kiirzen wir jetzt mit X{” ab. 

Analog betrachten wir auBerdem den Positivitatsbereich Y{") der m-reihigen 
komplexen hermiteschen positiv definiten Matrizen (vgl. PB, § llc). Der zu- 
grunde liegende Vektorraum X‘") der Dimension n = m? iiber R besteht aus 
den m-reihigen komplexen hermiteschen Matrizen 3} mit der Bilinearform 
o(A, B) := Spur(AB). Fir Yc XY sei w(Y):= |B. GL(m, C) bedeute die 
Gruppe der m-reihigen komplexen umkehrbaren Matrizen. Wieder wird durch 

Y> DRBYB:=R BR, REGLi(m,C), 
eine lineare Transformation von X{") erklart und es ist 
P(R, Re) e P(R,) P(R,) , D*(R) = O(R’). 
IT bezeichne die lineare Transformation 3 — %’ von X{). 

Die Menge Y‘” der hermitesch positiv definiten J « X{” ist dann ein 
Positivitaétsbereich von X‘™. Die Automorphismen-Gruppe 2(Y{") wird 
nach [1] von den linearen Transformationen ®(RN), R « GL(m,C) und J7 
erzeugt. Jeder Automorphismus @ kann in der Gestalt = O(N) IT*, e = 0, 1, 
R ¢ GL(m, C), dargestellt werden. Der positive Charakter y von 2( ¥{%)) wird 
durch 

x(D):= |Rj* falls DO = O(N) IT 


fixiert. w(Q) ist offenbar eine Norm von Y{” (beziiglich y). 

2. Zwei nicht-negative ganz-rationale Zahlen r, und r, denken wir uns fest 
gegeben und fiihren zur Vereinfachung der Schreibweise den Begriff einer 
allgemeinen Matriz ein. Eine solche ist definiert, wenn eine geordnete Menge von 

q:=1, + 2r, 


4) € bedeutet stets die Einheitsmatrix. 
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Matrizen 2'"], 1 =< » < q, gleicher Zeilen- und gleicher Spaltenzahl mit fol- 
genden Eigenschaften. gegeben ist: 

2") reel fir lsvsn,, 

a komplex fir r,<¥S%4,+ 1, 

AWel=- Ar) fir r+ <yv Sr, + 2r,=Q. 
Von diesen g Matrizen kénnen also r, reelle und r, komplexe beliebig vorgegeben 
werden. Wir nennen die Q!") die Konjugierten von A:= A). Mit A ist 
A(Av):— API) und A’ (2) := All’) eine allgemeine Matrix. Entsprechend 
werden Produkt und Linearkombination mit reellen Koeffizienten zweier 
allgemeiner Matrizen 2 und @ erklart: 


(AB): — MAMBO], (aM + BBY": — aM 4 PB. 


Dies hat natirlich nur einen Sinn, wenn im ersten Falle die Spaltenzahl von 2 
gleich der Zeilenzahi von G und im zweiten Falle % und G gleiche Zeilen- und 
gleiche Spaltenzahl haben. Eine allgemeine Matrix 9 heiBt hermitesch, falls 
ihre reellen Konjugierten symmetrisch und ihre komplexen Konjugierten 
hermitesch sind. Die in diesem Sinne hermiteschen m-reihigen Matrizen bilden 
einen Vektorraum X der Dimension 


+ 14m? 


win et 


iiber R und X ist isomorph der direkten Summe 
XPoe---exmexkme---e Xm. 


" Ts: 





Fiir allgemeine quadratische Matrix 2 sei 
q 
w(A):= JT ja). 
v= . 


Das so definierte w(%) ist reell und man hat w(%B) = w(2) w(B). Mit @L(m) 
kiirzen wir die Gruppe der m-reihigen allgemeinen Matrizen 2 mit (2) + 0 ab. 

3. In dem Vektorraum X erkliren wir eine symmetrische Bilinearform 
o(%, B) fiir allgemeine hermitesche Matrizen 2% und G durch 


t; hth: 
o(A, B):= J Spur(WBer))+ 2 3S Spur(Alh Bk). 
v=l v=ri+1 
Eine allgemeine Matrix J} aus X nennen wir positiv definit (J > 0) bzw. positiv 
semidefinit (J = 0), falls alle Konjugierten J!) von Q (reell oder hermitesch) 
positiv definit bzw. positiv semidefinit sind. Die Menge Y der allgemeinen 
positiv definiten Matrizen J ist ein Positivitatsbereich in X und stimmt mit 
dem direkten Produkt (vgl. PB, § 11) 


YQ x +++ x YQ) x YOY x +++ x YY 


" 





T: 
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iiberein. Jedes R € GL(m) induziert eine lineare Transformation ®(R) von X 
_vermége 

(D(R) BH)! : = REY Hi! Ril, lsovd<q. 
Nach der Definition des Produktes in 2 kénnen wir dafiir auch ®(R) H= RN BR 
schreiben. Man hat 


D(R, Ry) = D(Ny) (N,) , D*(R) = O(R’). 


Mit Dy kiirzen wir noch die (endliche) Gruppe ab, die durch die folgenden 
linearen Transformationen von X erzeugt wird: 1. Permutation der reellen 
Konjugierten unter sich, 2. Permutation der komplexen Konjugierten unter 
sich und 3. Ubergang zur transponierten Matrix in einer der komplexen 
Konjugierten. Nach [1] kann 2(¥) durch O(N), R ¢ GL(m), und F erzeugt 
werden und jedes ® ¢ 2(Y) laBt sich in der Form 


D = D(R,) P, = PF, D(R,), P, ZN, GL (m),j = 1,2, 
darstellen. Auf 2(Y) wird der positive Charakter y durch 
4(P):= @*(N) falls D= O(N) 


erklart. Man iiberzeugt sich leicht davon, daB w(%) fiir %« Y eine Norm 
(beziiglich 7) im Sinne von § 1.4 ist. 

4. K sei ein algebraischer Zahlkérper vom Grade q tiber dem Kérper P 
der rationalen Zahlen. Fiir eine komplexe Matrix 2 bedeute ,,2% « K“ (oder 2 
iiber K) bzw. ,,.% ganz‘, daB alle Elemente von 2% in K liegen bzw. ganze Zahlen 
von K sind. K mége r, reelle und 2r, komplexe konjugierte KérperK@),..., K(*! 
haben. Wir wahlen die Numerierung in der folgenden Weise 


K = K®), Kt, .. ., Kt) reel 


K+). .., K+") komplex 
Kintnt ve Rint, mPiye Kin t+ 27) Rint ° 


Fir & ¢ K bezeichne %'*! diejenigen Matrizen, deren Elemente die entsprechen- 
den Konjugierten der Elemente von % sind. Jedes %¢ K kann daher als 
allgemeine Matrix im Sinne von 2 aufgefaBt werden. Die Menge der ganzen 
m-reihigen Vektoren aus K werde mit G{” bezeichnet. 

Fir allgemeinen Vektor » bzw. fiir allgemeine quadratische Matrix % 
setze man 


y m 0——o0 
= \ ja % | 
a © a” Pes 
pia O0——0 ge 


Im Falle m > 1 widersprechen sich diese Bezeichnungen nicht, bei m = 1 sind 
die Formeln sinngema8 zu lesen und daher auch keine MiBverstandnisse zu 


befiirchten. Es ist 2. B. Ry = R5. 
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Sei 7, . . ., %_ eine Ganzheitsbasis von K, 4, die Diskriminante von K und 
HIE -- - fem 
2:-( 


= 
} IS] = 4x . 
APE~ — Em 

Offenbar gibt es eine symmetrische Permutationsmatrix BD mit B = PB und 
PR = RP fiir jede allgemeine Matrix R von m Zeilen und Spalten. Fiir jede 
allgemeine hermitesche Matrix % ist daher SB’ 9}® reell und positiv definit, 
falls 3} positiv definit ist. 

Den Vektor Sr, ¢ ¢ R™*, unterteilen wir in g Vektoren von m Elementen: 


~-() 


Nach Definition von @ kénnen die pl”) als Konjugierte eines allgemeinen 
Vektors » aufgefaBt werden und es ist dann Sr = 5. Fir ganz-rationales 
a ¢ R™¢hat der vermége § = Ga definierte allgemeine Vektor g ganze Elemente 
aus K und umgekehrt hat man fiir jedes g ¢ G™ eine Darstellung § = Sa mit 
ganz-rationalem a. 

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir eine einfache Darstellung von 
o(%, 99’) fiir % € X und allgemeinen Vektor pn: 


' 1 > =~ 4 
(GB, 95) = LT Go" = BH = 4'S' BS 


wenn wieder 7 = Gr mit ¢ ¢ R™¢ gesetzt ist. 

5. Wir kénnen nun den Anschlu8 an die allgemeine Theorie herstellen. 
Es bezeichne DY) die Menge der- aligemeinen Matrizen der Gestalt gg’ fir 
§ +0 aus GY. ‘Alle Konjugierten von g@’ sind positiv semidefinit, DY” ist 
daher in Y — {0} enthalten. Da es zu jedem g aus GY ein ganz-rationales 

a ¢ Rw gibt mit g = Va, zeigt 


o(B, 95°) =a’ B'HBa, 


daB DY” im Vektorraum X diskret liegt. 
In der Bezeichnung der §§ 1—5 ist fir J « Y 


(DB) = ink (Z’ BG; 0+ g < OY} 

und M(%) besteht aus allen allgemeinen Matrizen gj’ aus DY mit u(%) 
= §’ H§. u(¥) ist zugleich das Infimum der Zahlen a’ G’ 9 Ba fiir alle von Null 
verschiedenen ganz-rationalen Vektoren a des R™¢. Unter MW (%) wollen wir 
noch die Teilmenge der Vektoren g aus a) verstehen, fir die gg’ in M(Q%) 
liegt, d. h. u(%) = g' Bg gilt. Wesentlich fiir unsere weiteren Untersuchungen 
ist 

Lemma 11. Die Menge D&™ ist zuliissig und es gilt fiir allgemeine Matrix 
B>0 
une) — AS *). 
“o(D) = x 
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Beweis: Offenbar strebt w(%}) gegen Null, falls 9} « Y gegen einen Rand- 
punkt von Y konvergiert. Nach der behaupteten Ungleichung gilt dann die 
gleiche Aussage fiir 4(%}) und das bedeutet nach § 3.2, daB D{ zulassig ist. 
Zum Beweis der Ungleichung enthalt nach Definition von u(%) der Bereich 
der x des R™ mit rBRBr S pw(%) auBer Null keinen ganz-rationalen 
Vektor im Innern. Nach dem Minkowskischen Satz tiber die Gitterpunkte in 
konvexen K6rpern mit Mittelpunkt ist das Volumen jenes Bereiches durch 2”¢ 
beschrankt. Das fragliche Volumen ist 


[-"e wne(D) \'/s 
398 ene (iaiig) 


und |%|* = 4%, |B] = w(%) ergibt die Behauptung. 

6. Wahrend wir in unseren allgemeinen Uberlegungen der §§ 1—5 nur 
wenig tiber die Anzahl der Elemente von M(y) aussagen konnten, gilt im 
vorliegenden Falle 

Lemma 12. Die Anzahl der Elemente von M(%) (bzw. M(Q)) ist durch 
2™¢— ] (bzw. 2(2™¢— 1)) beschriinkt. 

Beweis: Da mit g auch —g zu M(%) gehért, geniigt es, wenn die Aussage 
iiber 1 (%) bewiesen wird. Nehmen wir dazu an, daB fiir g und a + 0 aus Gy” 
die beiden Vektoren g und g + 2a in M(%) liegen: 





Ome iB 


5’ BS = w(B) = G + 2a)’ HG + 2a) = F' Ho + 2G’ Ha + a’ HG) + 40'Ha, 





d. h. es ist g’ Ha + a’ HE + 24’ Ha = Ound G + a)’ Hig + 4) = w(B) —H Ha. 
Ware g+a+0, dann hatte man u(%) < (+ a)’ H(G +a) und daher 
a’ Ha < 0. Da aber J positiv definit ist, wiirde @ = 0 im Widerspruch zur 
Annahme folgen. Aus der Annahme, da8 g und g + 2a zu M(%) gehéren, folgt 
also notwendig a = —g. Von jeder von Null verschiedenen Restklasse (mod 2) 
von Vektoren aus G{") liegen daher héchstens zwei Vektoren in @W(%). Das 
bedeutet aber, daB die Anzahl der Elemente von M(%) durch 2(2™*— 1) 
beschrankt ist. 

7. Fir eine Matrix G ¢ K von m Zeilen und Spalten ist w(G) zugleich die 
K6rpernorm von |G|. Wir zeigen nun, daf fiir jede aus m Vektoren g,, . . ., Gm € 
€ M(B) gebildete Matrix G := (g;, . . -, Gm) die folgende Ungleichung giiltig ist : 





ane op 
|o()| S 2 4x 
Zum Nachweis darf w(G) +0 angenommen werden. Wir bilden die Matrix 


M: -xé GE! HeIGl 
v=} 
In der Hauptdiagonale von & steht iiberall 4(%), der Hadamardsche Deter- 
minantensatz liefert daher u™*(%}) = |2t|*. Aus der fiir beliebige komplexe 
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hermitesch positiv definite Matrizen %, giiltigen Ungleichung 

@ 
du, 
k=1 


folgt weiter u™*(Y) = |w(G)|? w(Y) und Lemma 11 gibt die Behauptung. 

8. Die eben bewiesene Ungleichung ist trivial erfillt, wenn es in W(%) 
nicht m linear unabhangige Vektoren gibt. Fiir vollkommenes J > 0 gibt es 
jedoch in M(%) sicher m iiber C linear unabhéngige Vektoren. Ware das falsch, 
dann hat man Vektoren g,, . . ., G,—; aus #(%),,80 daB sich jedes g aus M(%) 
und seine Konjugierten in der Gestalt 


"> 17 || 
kel 








1 
| gtt= 2 Ape) of, Ape) EC, 
schreiben lassen. Man bestimmt jetzt eine allgemeine Matrix £ mit von Null 
verschiedenen Konjugierten £(") und gf!’ lg’) = 0 fir 1s kl < m—1. 
Es ist dann g!! ¢l*lgl*) — 0 fiir alle g ¢ M(Q). Da aber 9 vollkommen voraus- 
gesetzt war, kommen unter den allgemeinen Matrizen g%’ n linear unabhangige 
vor und man hat einen Widerspruch zu £'! + 0. 

9. Eine Matrix U heiBt iiber K unimodular, wenn U und U-' ganz iiber K 
sind. Das ist aquivalent damit, daB U ganz iiber K und |U| eine Einheit von K 
ist. Wie im § 8.5 beruhen die weiteren Uberlegungen auf einem arithmetischen 
Hilfssatz, der hier auf P. HumBeErt [2] zuriickgeht. Der Vollstandigkeit halber 
wiederholen wir ihn mit Beweis: 

Lemma 13. Zu jedem positiven & gibt es eine endliche Menge B von qua- 
dratischen m-rethigen iiber K ganzen Matrizen derart, daB zu jeder ganzen 
quadratischen m-reihigen und iiber K ganzen Matrix G mit 1 < |w(G)| < & 
eine iiber K unimodulare Matrix U existiert, fiir die UG in B liegt. 

Beweis: Zu ganzem « + 0 aus K betrachte man die Menge der m-reihigen 
quadratischen iiber K ganzen Matrizen, deren Determinante sich von « nur 
um eine Einheit unterscheidet. B(«) bezeichne eine maximale Teilmenge von 
(moda) inkongruenten solchen Matrizen. Wir zeigen zuerst: 

1. Zu jedem iiber K ganzen G mit |G| = « gibt es H ¢ B(a), fiir das HG-' 
iiber K unimodular ist. Wir bestimmen dazu § aus B(«) mit G = § (moda). 
Da «@~-* wieder tiber K ganz ist, ist auch U:= HG-" ganz. Da sich aber die 
Determinanten von © und § nur um eine Einheit von K unterscheiden, ist 
{U| eine Einheit. 

2. Zu jedem ganzen « ¢ K, dessen Kérpernorm absolut genommen durch & 
beschriinkt ist, gibt es eine Einheit e von K, so daB ea in einer endlichen Menge E 

K liegt, die nur von & und K abhéngt. Zu a bildet man das Hauptideal a = (a). 
Hier ist die Norm des Ideal a durch & beschrankt und da es nur endlich viele 
ganze Hauptideale («,) mit dieser Eigenschaft gibt, folgt a = («,) fir ein », 
d.h. « = ea, mit einer Einheit ¢ von K. 

Zum Beweis des Lemmas bilden wir jetzt die nur von ¢, m und K abhangige 
Menge B der Vereinigung der B(a) fir « ¢ Z. Ist jetzt G. tiber X ganz und 
m-reihig mit 1 < |w(G)| < € gegeben, dann ist a:=«|G| nach 2 fir eine 
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geeignete Einheit ¢ von K in £ enthalten, d. h. bei 
e &—0 


01 

VIN 
0——0 1 

ist U, iber K unimodular und /U,G| = «. Wegen 1. gibt es dann 9 € B(a), 
fiir welches U,:= $(U,G)-' unimodular iiber KX ist, d. h. U,U,G liegt in B. 
10. Jede tiber K unimodulare m-reihige Matrix U kann als allgemeine 
Matrix aufgefaBt werden und gibt nach 3 Anla8 zu einem Automorphismus 
@(U) von Y. Unter 2 wollen wir die Gruppe der Automorphismen ®(U) fiir 
iiber K unimodulare Matrizen U verstehen. Wegen ®(U)gg’ = (Il’g) (II’g)’ ist 


QD™= De" und RUDW)= WMH). 


Den Humbertschen Hilfssatz verwenden wir nun zum Beweis der folgenden 
Aussage: Es gibt eine endliche Teilmenge A von GW, so dap zu jedem voll- 
kommenen % > 0 ein iiber K unimodulares U ezistiert, fiir welches die Menge 
M(B) AT A sicher m iiber C linear unabhiingige Vektoren enthilt. Als Menge 4 
wihlen wir die Menge der Vektoren aus G{”, die als Spaltenvektoren in den 
Matrizen G von B nach Lemma 13 fiir 
Qmua 
Ft Ome 
auftreten. Fir vollkommenes 3} bestimmen wir nach 8 linear unabhangige 
Vektoren g),...,Gm€H(%), setzen G:= (g;,...,G,,). Nach 7 ist |w(G)| 
durch & beschrankt und nach Lemma 13 gibt es tiber K unimodulares U mit 
WG ¢€ B. M(B) AWA enthalt dann aber m iiber C linear unabhangige 
Vektoren. 

Nun sei A die Menge der allgemeinen Matrizen gg’ fir g ¢ A. A ist endliche 
Teilmenge von D") und die eben bewiesene Aussage bedeutet, daB es zu voll- 
kommenen 9 >0 ein ®¢€ Q gibt, so daB M:= M(O@*Y) A wenigstens 
m Matrizen gg’ enthalt, fiir die die Vektoren g iiber C linear unabhangig sind. 
Die allgemeine Matrix 

A:= D' gg 


go eM 
ist positiv definit. Ware dies namlich fiir eine Konjugierte 2!) nicht richtig, 
wiirde es komplexes r + 0 mit y’2l"!y = 0 geben. Nach Definition von !”! 
folgt g'*!’y = 0 fiir alle g. Da mit g auch die Konjugierten g!”) iiber C linear 
unabhangig sind, hatte man r = 0. Nach § 5.8 folgt, daB V (D()/Q* endlich ist. 

11. Damit sind erneut alle in den §§ 1—5 verwendeten Voraussetzungen 
erfillt. Die sich aus Satz 4 ergebende Aussage formulieren wir gesondert: 

Satz 8. Beziiglich der Gruppe der Abbildungen J > U' YU fiir iiber K uni- 
modulare Matrizen U existiert ein Fundamentalbereich innerhalb der Menge der 
allgemeinen Matrizen J > 0, 

a) der in der Vereinigung von endlich vielen vollkommenen Pyramiden ent- 
halten ist, 





Az 
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b) dessen (in X ) abgeschlossene Hiille aus endlich vielen reguliiren Pyramiden 
besteht und 

c) der endlich viele Nachbarn hat. 

Fiir beliebige Zahlkérper K ist D% im allgemeinen. nicht in einem Gitter 
enthalten. Ist jedoch r, = 0 oder r, = 0, dann kann jede itiber K ganze und 
hermitesche Matrix als allgemeine hermitesche Matrix aufgefaBt werden. Die 
Menge G derjenigen allgemeinen Matrizen Y, die auf diese Weise aus einer iiber K 
ganzen m-reihigen hermiteschen Matrix abgeleitet sind, ist dann ein Gitter in X. 
Wegen Dc G und Qc Z2(G) sind fiir r,r, = 0 auch noch die Ergebnisse des § 7 
richtig. Nennen wir noch zwei tiber K ganze hermitesche Matrizen A und G 
iiber K dquivalent, wenn es iiber K unimodulare Matrix U mit A = Tl’ BU gibt. 
Das Korollar zu Satz 6 zeigt speziell, daB es nur endlich viele iiber K ganze, 
hermitesche positiv definite und iiber K inédquivalente Matrizen A gibt, fiir die 
die Kérpernorm der Determinante von A beschrinkt ist. Die Voraussetzungen sind 
hier z. B. erfiillt, wenn K total-reell oder gleich.einem imaginar-quadratischen 
Zahlkorper ist. 


§ 10. Quadratische Formen tiber den Quaternionen 


1. Es bezeichne Q den Quaternionenschiefkérper tiber dem Kérper der 
reellen Zahlen R. Jedes « € Q kann in der Form 


4 4 
(10.1) a= Sae.= DS ena, a CR, 
k=1 k=1 


geschrieben werden und die Basiselemente (Grundeinheiten) e, = 1, e,, ¢, und e, 
geniigen dem Multiplikationsschema 


€:€=&¢=-e,(1Sks4), @=—e, (25k <4), 
Cols = —€glg = &, 
€3€g = —€glg = C;, 
€glg = —lg&y = C3 


In der Bezeichnung (10.1) setzen wir 


4 
a:= 0,e,— »’ a,e,, Rea:= + (a + &) = a, la] := Joe, 
k=2 
und erhalten 
4 
(10.2) Re(aB) = 3) a By Re(a) = Re(Ba), aB = Ba. 


Ferner ist « = 0 mit |«| = 0 gleichbedeutend und der Betrag |a| geniigt der 
Dreiecksungleichung. 

2. Betrachten wir jetzt Matrizen 2 = («,,) iiber Q. Fiir eine solche Matrix 2 
bezeichne & die Matrix (%,;). Man hat 


as = 3H’. 
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Eine quadratische Matrix 2 iiber Q wollen wir hermitesch nennen, wenn YX’ = A 
gilt. Jede Matrix % iiber Q hat eine Basisdarstellung 
A = A, e, + Ape, + Ayes + Ayeg, A, reell , 

und 2 ist dann und nur dann hermitesch, wenn 2, symmetrisch und die 2, 
(2 < k < 4) schiefsymmetrisch sind. Mit X bezeichnen wir den Vektorraum 
iiber R, der aus allen m-reihigen hermiteschen Matrizen & iiber Q besteht. Die 
Basisdarstellung zeigt, daB X die Dimension n = 2m*— m iiber R hat. In X 
wird eine symmetrische und positiv definite Bilinearform 


o(A, B):= ; Spur(A B+ BA) 
erklart. Ist 2 = (a,,), @ =(f,,), dann kann man wegen (10.2) dafiir auch 
(10.3) o(A, B) = ~ Re(a,; 8; x) 


schreiben. 

3. Fiir das Rechnen mit Matrizen iiber Q erweist sich ein Formalismus als 
zweckmakBig, der die nicht-kommutative Quaternionenmultiplikation auf eine 
Matrizenmultiplikation tiber den komplexen Zahlen reduziert. Jedem « ¢ Q 
ordnen wir in der Basisdarstellung (10.1) vermége 

one a, + ia, a + ix 
tale (oy ie ie) 
eine zweireihige komplexe Matrix [«] zu. Die Abbildung « + [a] von Q in den 
Ring der zweireihigen komplexen Matrizen ist bekanntlich ein Kérperiso- 
morphismus und es gilt 
—, 1 io 
(@]=[a)’, Rea= > Spur[«], |a/*= «x = |[a]]. 

Entsprechend ordne man jeder Matrix 2% = («,,) tiber Q durch 


[2]: = (Lo, 2}) 
eine komplexe Matrix der doppelten Zeilen- und Spaltenzahl zu. Die Abbildung 
A -> [2] ist linear und es gilt 
[AB] = (A) (SB), (A) = (eA). 
Da fiir A,B aus X die Matrix AG + BVA wieder zu X gehért, sind die 
Diagonalelemente von AB + BY reell und daher 


6(%, B) = > Spur(AB + BA) = 4 Spur[AB + BA] = + Spur((A] [B)). 


Bezeichne 3, diejenige 2m-reihige quadratische Matrix, die in der Haupt- 
diagonale m-mal das Kastchen 


[a] =(_4 9) 


stehen hat und sonst aus Nullen besteht. Man priift sofort nach, daB sich eine 
komplexe Matrix S von gerader Zeilen- und Spaltenzahl 2p bzw. 2¢ dann und 
nur dann in der Gestalt G = [2] mit einem % iiber Q schreiben l48t, wenn 
5,8 — B35, gilt. 











e 


= 
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Eine quadratische Matrix & tiber Q soll wmkehrbar genannt werden, falls 
es Matrix & iiber Q mit AX = € gibt. Wegen [A] [X] = € ist |[X]| + 0. Aus 
XAK = * folgt (XW) (X] = [NK], d.h. [NWA] = € oder XA=E€. Jetzt sieht 
man, daB & durch 2 eindeutig bestimmt ist, wir setzen 2-':=— %. Offenbar 
sind mit 2, und 2, auch Ay" und 2,%, umkehrbar und es gilt (y")-'= %,, 
(2, 2,)-? = Az Az. Wir zeigen noch, daB A genau dann umkehrbar ist, falls 
|{2t}| + 0 gilt. Fir umkehrbares & war |[2]| + 0 schon klar, sei also |[2]}| + 0. 
Man hat dann 9,,[2%]-?= (2)-'5,,, d. h. es gibt G tiber Q mit [2]-?= [B]. 
Jetzt folgt € = [A] [A]-*= (AB), d.h. AB = € und [A)-'= [A-*]. 

Zusammengenommen sieht man, daB die Menge GL(m, Q) der m-reihigen 
umkehrbaren Matrizen R tiber Q eine multiplikative Gruppe ist. 

4. Unter Q™ wollen wir die Menge der m-reihigen Spaltenvektoren mit 
Komponenten in Q verstehen; Q™ ist ein Vektorraum der Dimension 4m 
iiber R. Fir & ¢ X und ¢ € Q™ ist offenbar 7’ Ar reell. Es ist daher sinnvoll, 
ein UM ¢ X positiv definit (A > 0) bzw. positiv semidefinit (A = 0) zu nennen, 
falls 7’ Ar > O bzw. ¢’Ax = O fiir alle von Null verschiedenen x ¢ Q™ ausfillt. 

Die Menge Y{ der positiv definiten % aus X ist ein Positivitatsbereich 
in X, dessen Rand genau aus den positiv semidefiniten Matrizen von X be- 
steht. Der Nachweis der definierenden Axiome fir Y{}" gelingt einfach, wenn 
man beachtet, daB es zu jedem 9 aus X ein RN aus GL(m, Q) gibt, fiir das 
R’ BR eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen 0 und + 1 wird. 

Wir zeigen nun, daB Y{ genau aus denjenigen Matrizen J « X besteht, 
fiir die (Q] hermitesch positiv definit ist. Wegen 


(10.4) ¥Or(o 1)- & Be] - FY (IE) 


ist J > 0 falls [9] > 0. Sei umgekehrt J} > 0 und 4 + 0 ein komplexer Vektor 
von 2m Komponenten. Fiir die Matrix B : = (4, §,,4) rechnet man §,,0 =H 9, 
nach. Die Uberlegungen von 3 zeigen, daB es ein x € Q™ mit [tr] =D gibt. 
Mit (10.4) wird 
¥ Br (o 1) — BY (B= Bas =(F 9"). 
Da % positiv definit ist, folgt 4’[%]4 > 0, d.h. auch [9%] ist positiv definit. 
Wie in den anderen Beispielen induziert jedes R aus GL(m, Q) durch die 
Festsetzung P(N) Y:= R' HR einen Automorphismus P(N) von Y(. Nach 
[1] hat fiir m = 3 jeder Automorphismus von Y{j" diese Gestalt. Im Falle 
m = 2 ist auch noch 


I13:= 9 


ein Automorphismus von Yj), und jeder Automorphismus kann in der Form 
® = D(R) IT mit R ¢ GL(2, Q) und e= 0,1 geschrieben werden. Die Defi- 
nitionen 


x(P) := |[R}j* far D = O(N) (bzw. O(N) J7J* fiir m = 2) 
o(B):= |[B]| far Bex, 
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geben wieder i. positiven Charakter y von 2(Y{") und eine Norm w 
(beziiglich ). 

5. Es gibt unendlich viele Quaternionenkérper iiber dem Kérper der 
rationalen Zahlen. Jeder von diesen besitzt endlich viele nichtisomorphe 
Hauptordnungen, deren jede zu einer Theorie der hermiteschen Formen mit 
diskontinuierlicher Gruppe AnlaB gibt. Als ein besonders einfaches Beispiel 
soll der von Hurwitz behandelte Quaternionenschiefkérper betrachtet werden. 
Der allgemeine Fall bringt nach dem Beweis einer Verallgemeinerung von 
Lemma 13 keine neuen Schwierigkeiten. Mit K bezeichnen wir den Quatern- 
ionenschiefkérper tiber dem K6rper der rationalen Zahlen, der aus den « € Q 
mit rationalen Komponenten a, besteht. Sei zur Abkiirzung 


o:= (at @gt+es+e%), lol =1. 

Wegen 
oO =—@ + eg + C3 + & = —G, % = 20— eg — gs — &, 

Chg = lg t+ ls—O, S20— lg t+ &—eO, 

03 = 3+ &— 0, "G0= e+ e,—0, 

Cela tOe—O, GOK et e—o, 
ist die Menge o der Quaternionen 
(10.5) & = 9,0 + Joes + G33 + Gala, Gx Qanz-rational , 
ein Unterring von K mit Einselement e,. Mit « gehért auch x zu 0. Bekanntlich 
ist 0 die einzige maximale Ordnung von K, die die Grundeinheiten e¢,, e,, ¢, und e, 
enthalt. Die Elemente von o nennen wir ganze Quaternionen. 0 ist ein eu- 
klidischer Ring, d. h. zu «, B + 0 aus o gibt es y € 0 mit |a— y B| < |B|. Hieraus 
folgt, daB in o jedes Linksideal (bzw. Rechtsideal) ein Linkshauptideal 
(bzw. Rechtshauptideal) ist. Ist « € o in der Basisdarstellung (10.5) gegeben, 
so wird 

lal? = 95 + 95 + 93 + GE + M1192 + 93+ Ga) 

und daher ist |«|? ganz-rational. Die Einheiten e von 0 sind diejenigen ganzen 
Quaternionen ¢ mit |e|? = 1. 

6. Eine Matrix 2 iiber Q wollen wir ganz iiber K nennen, wenn die Elemente 
von 2% ganze Quaternionen sind; eine Matrix U itiber GY heiBt unimodular, 
wenn ll und@2l- ganz iiber K sind. Bezeichne U(m, K) die von den folgenden 
m-reihigen unimodularen Matrizen erzeugte Gruppe: 

- 


e a) - 4 a 
ta ): . Ses oe ‘ ( on ), a € 0, €, Einheit von o. 
1 ‘ 1 8 


te. 
Fiir jedes U ¢ U(m, K) gilt offenbar |[21]| = +1. Da o ein euklidischer Ring ist, 
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zeigt man wie im Fall der ganz-rationalen Zahlen, daB zw jeder iiber K ganzen 
quadratischen m-reihigen Matriz A ein U aus U(m, K) existiert mit 


a ot a Ty 
(10.6) na=(\%. | 

a ° Sn — 1,0 

—sS &. 


und 
|exl<|o,| fir lSl<k falls a +0, 
“,=0 falls a, =0. 

Diese Darstellung ergibt |[21] [2t]| = |[a,]] . . . |[c,,}| = or!" .. . |o,,!?. Dies hat 
zwei Konsequenzen: Wir wenden das vorstehende Ergebnis auf eine beliebige 
unimodulare Matrix G an. Da das Produkt zweier unimodularer Matrizen 
wieder unimodular ist, gilt dies auch fiir die Dreiecksmatrix in (10.6). Die «, 
sind notwendig Einheiten von o und daher |a,|* = 1, d. h. |[%]| = 1. Fiir jede 
unimodulare Matrix D ist daher |[O]| = 1 und U(m, K) stimmt mit der Gruppe 
aller m-reihigen unimodularen Matrizen iiberein. AuBerdem sieht man, daB eine 
ganze Matrix © genau dann unimodular ist, wenn |[B]| = 1 gilt. Ist U eine 
beliebige tiber K ganze Matrix, dann sind die a, in (10.6) ganz wnd daher ist 
fiir eine tiber K ganze quadratische Matrix die Determinante |[2]| eine nicht- 
negative ganz-rationale Zahl. 

7. Mit DY wollen wir die Menge der Matrizen gg’ fiir tiber K ganze und 
von Null verschiedene Vektoren g bezeichnen. D{ ist wieder in Y{)— {0} 
enthalten und in X diskret. In der Bezeichnung der §§ 1—5 ist u(Q) das 
Minimum von o(%, gg’) fiir ganze Vektoren g + 0. Wegen (10.3) ist o(%, gg’) 
= 9’%g und daher «(%) das Minimum von g' Hg fiir ganzes g + 0. Analog 
zu Lemma 11 beweist man 

Lemma 14. Die Menge D ist zuldssig und es gilt 

wn(D) _ 29" ‘) 
(DB) ~ Cam *” 
M(%) sei die Menge der iiber K ganzen g mit u(%) = g Bg und Q die Gruppe 
der @(U) fiir U ¢ U(m, K). Bezeichnet noch GY das Gitter der iiber K ganzen% 
aus X, dann ist 
QD& = DY, DE GY, Qc L(V; GY), Qk = 2, 
und fiir U ¢ U(m, K) 
(10.7) MUG) =T-39 M(H) U"', HUH) = VW $ M(H). 
Vollig analog zum Beweis von Lemma 12 zeigt man auch hier, daf die Anzahl 
der Elemente von M (%) bzw. M(Y) durch 24™— 1 bzw. 2(24™— 1) beschréinkt ist. 

8. Betrachten wir nun die Mengen M (Q) : Fiir (beziiglich D@) vollkommenes 
BH > 0 gibt es in M(H) sicher m iiber Q (rechts-)linear unabhiingige Vektoren. 

Jare das nicht richtig, dann gibt es g,,...,Gm-1 aus 1 (%), so daB fir jedes 
g ¢ M(%) eine Darstellung 


m—1 
g -2 GrAxlg), An(g)€Q, 
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gilt. Nun bestimmen wir wieder ¢ + 0 tiber Q mit 9,¢g,= 0 fir 1S k= 
<1< m—1 und erhalten G’fg = 0 fiir alle g « M(%). Wegen o(S, gg’) 
= g fg steht das aber im Widerspruch dazu, da8 unter den g@’ sicher n iiber R 
linear unabhangige Matrizen vorkommen. 

Fiir Vektoren g,, . . ., §, aus 1 (%) bilden wir die Matrix G := (g), . . ., Gm) 
und beweisen 


163 < V2 =:. 
Man darf zum Beweis |[G]| + 0 annehmen. In der Matrix G’ 3G stimmen alle 
Diagonalelemente mit yu(%) tiberein. Wendet man den Hadamardschen 
Determinantensatz auf [G]' [9%] [G] an, so folgt |[G]’ [B] [G}| < u2?™(Y) und 
Lemma 14 gibt die Behauptung. 

9. Nun kénnen wir den Nachweis erbringen, da8 V (D{%)/Q* endlich ist. 
Der Beweis verliuft analog zu der SchluBweise in § 8. Bezeichne A die endliche 
Menge der Matrizen gg’ fiir diejenigen ganzen m-reihigen Vektoren g, deren 
Komponenten durch § dem Betrage nach béschrankt sind. Zu jedem voll- 
kommenen % > 0 wahlen wir g,,...,9,, aus M(%) nach 8 tiber Q linear 
unabhangig und setzen © := (g;, . . ., G,)- Die m-reihige Matrix G iiber Q ist 
umkehrbar. Es wird nun eine unimodulare Matrix U so gewahlt, daB TI’-"G 
die Gestalt (10.6) hat. Die Spaltenvektoren J[’-'g, von {[’-!G gehéren nach 
(10.7) zu M(U YT’) und 8 liefert | [1’-"G}| < &. Die spezielle Form der Matrix 
Il’-?G in (10.6) zeigt, daB alle Komponenten von JJ’~'g, dem Betrage nach 
durch & beschrankt sind, d. h. (U’-"g,) (If’-1g,)’ gehért zu A. Zusammen folgt: 
Zu jedem vollkommenen J > 0 gibt es ® ¢ Q derart, daB M(O®*Y) AA sicher 
m Matrizen gg’ enthilt, fiir die die Vektoren g iiber Q linear unabhingig sind. 
Den Beweis der Endlichkeit von V(D")/Q* werden wir wieder auf das 
Kriterium in § 5.8 stiitzen. Die dort verwendeten Voraussetzungen sind erfiillt, 
wenn wir folgende Aussage zeigen kénnen: Sind g),..., 9G, tiber Q linear 
unabhingig, dann gehért a 

A:= D Sede 


k=1 
zu Y(. Hier ist & = 0. Ware % nicht positiv definit, dann gibt es von Null 
verschiedenen Vektor r itiber Q mit 


™m 
O=7Ar = Ix’ Sxl? 
d. h. ¢’g, = Ofiir 1 s k S m. Da die g, tiber Q linear unabhangig vorausgesetzt 
waren, folgt x = 0 im Widerspruch zur Wahl von r. 

Die in § 5.8 geforderten Voraussetzungen sind damit erfiillt; V (D{%)/Q* 
ist endlich. 

10. Wieder haben wir alle in den §§ 1—5 und §7 bendétigten Voraus- 
setzungen nathgewiesen; die in den Saétzen 4 und 6 ausgesprochenen Aussagen 
gelten daher auch im vorliegenden Falle. In Sonderheit hat man 

Satz 9. Beziiglich der Gruppe der Abbildungen J} > Tl’ HU, U unimodular, 
existiert ein Fundamentalbereich F innerhalb der hermiteschen positiv definiten 
Matrizen Q iiber Q, 
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a) der in der Vereinigung von endlich vielen vollkommenen Pyramiden ent- 
halten ist, 

b) dessen abgeschlossene Hiille aus endlich vielen reguliren Pyramiden 
besteht, 

ce) der endlich viele Nachbarn hat und 

d) fiir den die Anzahl der iniquivalenten iiber K ganzen Matrizen A > 0, 
fiir die |[{Q)| beschréinkt ist, endlich ist. 

In Teil d) haben wir zwei hermitesche Matrizen % und G dquivalent genannt, 
wenn es U ¢ U(m, K) mit A = I’ BU gibt. 


§ 11. Minkowskische Pyramiden 


1. Bei den Anwendungen der Reduktionstheorie quadratischer Formen 
werden haufig gewisse Ungleichungen fiir die Matrizen aus einem geeigneten 
Fundamentalbereich verwendet. Wir geben fiir diese Ungleichungen einen 
neuen Beweis, der auf der Tatsache beruht, daB ein Fundamentalbereich aus 
endlich vielen regularen Pyramiden zusammengesetzt werden kann. Die in den 
§§ 8—10 erlauterten Beispiele kinnen dabei gemeinsam behandelt werden: 

Es bezeichne A entweder den Kérper R der reellen, den Kérper C der 
komplexen Zahlen oder den Quaternionenkérper Q tiber den reellen Zahlen. 
R liegt stets im Zentrum von A und in A ist eine Involution a & und ein 
Betrag |«| erklart. Matrizen M iiber A werden hermitesch genannt, wenn WY’ = 2 
gilt. Bezeichne weiter A” den Vektorraum iiber R der m-reihigen Vektoren 
iiber A und A,, den Vektorraum iiber R der m-reihigen hermiteschen Matrizen 
tiber A. Man hat 


At) tr A=R 

2 , , 

Ne»? = dimg A,, = | m? , fir A=C, 
2m?@—m, fir A=Q. 


e werde gleich 1, 2 oder 4 gesetzt, je machdem A gleich R, C oder Q ist. Die 
Dimension von A” iiber R ist dann é - m. 

Fir &% ¢ A,, und x € A™ ist 7’Ar reell und fiir U ist positiv definit (A > 0) 
und positiv semidefinit (% = 0) erklart. Die Menge Y‘” der positiv definiten 2% 
aus A,, ist ein Positivitatsbereich in A,, zur Bilinearform o(%, S) 


= + Spur(% B + BA). GL(m, A) steht fiir die Gruppe der m-reihigen umkehr- 


baren Matrizen % iiber A. In allen drei Fallen ist fiir quadratische Matrix % 
iiber A eine ,,Determinante“ w(2) erklart, und zwar durch 


||, fir A= RoderC 
\(%}|, fir A=Q. 


2. Wir erinnern an den in § 4.2 definierten Begriff einer regularen Pyramide. 
Eine n,,-dimensionale Pyramide P = P(M) in yo) hatten wir regular genannt, 
falls die die Pyramide aufspannende Menge M regular ist, d. h. aus Matrizen 
A, von A,, (1 < k < N) besteht und A, > 0,%, > A, S>--- S Ay = O erfiillt 
Math. Ann. 141 29 


w (2) = 
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ist. Zu jeder reguliren Pyramide P(M) gibt es R aus GL(m, A) mit 
. 00 
RAR=(9 5), Bro (sks). 
Die Anzahl der Nullspalten hangt natiirlich von k ab, fiir k = 1 kommen die 
Nullen nicht vor. Den Beweis dieser Behauptung fiihren wir durch Induktion 
nach m. Fiir m = 1 ist nichts zu beweisen. Nehmen wir an, daB die Behauptung 
fiir alle Zahlen kleiner als m bewiesen sei. Die natiirliche Zahl | bestimmen wir 
so, daB w(%,)+0 fir 1< k<I und w(A,)=0 gilt. Wir wahlen nun 
R, GF L(m, A) mit 
’ 00 ‘ 
R 1% —(5 ¢ ), €,>0. 
Da die 2, fallend geordnet sind, ist auch 


00 
0 &, 
wobei die €, alle die gleiche Zeilenzahl r wie €, haben. Nach Induktions- 
voraussetzung gibt es R, ¢ GL(r, A) mit 

Rs C,%—=(5 a), B>O Usk=y), 


Ri A,N, = ( )isks), €,2---2>€y,2=0, 


und 
€0 
x:= 9%, (5 2) 
leistet das in der Behauptung Verlangte. Ist A = R (bzw. A = Q) und sind die 
Elemente von A, ganz-rationale Zahlen (bzw. ganze Quaternionen), dann kann R 
offenbar unimodular gewahlt werden. 

3. Fiir eine Matrix 3 = (,,) € A,, bezeichne H die Diagonalmatrix der 
Diagonalelemente »,:= ,,- Eine Pyramide P in Y‘” wollen wir eine min- 
kowskische Pyramide nennen, wenn es positive Konstanten 9,, 02, 0, so gibt, 
daB fiir alle % ¢ P gilt 


(MP. 1) OF ml OM, fir lok<m, 

(MP. 2) INerl S Oem fir Lokl<om, 
a ee 

(MP. 3) aJ=S2= 73. 


Einen Zusammenhang zwischen regularen und minkowskischen Pyramiden 
gibt 

Lemma 15. Zu jeder reguliiren Pyramide P gibt es ein R € GL(m, A), fiir 
welches R’ PR eine minkowskische Pyramide ist. 

Beweis: Wir gehen von einer Pyramide P = P(M) mit regulirem M aus 
und bestimmen die Matrix R nach 2. Wir zeigen, daB R’ PR eine minkow- 
skische Pyramide ist. Jedes 3} aus R’ PR kann in der Gestalt 


N 
(11.1) B= LA, 20, U,=(af=() 3) 


k=1 
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mit positiv definiten G, geschrieben werden. Die Matrizen 2%, sind fallend 
geordnet. Die spezielle Gestalt von 2%, zeigt, daB aus aff) , = 0 stets af’ = 0 
folgt, d. h. es gibt ¢, > 0 mit af’ < 0, a{") , fiir alle r und k. Tragt man dies in 
(11.1) ein, so folgt (MP. 1). Entsprechend kann 9, > 0 mit |a{}| < o,a{’ be- 
stimmt werden, denn aus aj = 0 folgt af) = 0. Das ergibt (MP. 2). Zum 
Nachweis von (MP. 3) sei f, die Zeilenzahl von G,. Es gibt 9, > 0 mit 


Vo; €% => ZB, = aS Els) 
Ves 


fiir alle r und mit (11.1) hat man 


nor 1 : ~, (9 0 
Ves 9292 7- 9, far 9:= 5 A,(5 ew): 


Die Diagonalelemente von 9 hangen natiirlich von % ab, aber es ist 


at A i Be i ie 1 ls 
Ja SzFz7-9 oder az yeSz2Bzp-92 79 
und das ist (MP. 3). 

4. Die vorstehenden Uberlegungen verwenden wir nun zum Nachweis 
dafiir, daB das euklidische Volumen einer Pyramide in Y™ bis zur Flache 
w(%) = 1 endlich ist. Da jedes J aus A,, als Punkt im euklidischen R™ auf- 
gefaBt werden kann, ist das euklidische Volumen einer meBbaren Teilmenge 
von A,, definiert. 

Lemma 16. Fiir jede Pyramide P= P(M) in Y‘™ ist das euklidische 
Volumen der Punktmenge {%; % € P, w(B) <= 1} endlich. 

Beweis: Man darf annehmen, daB P(M) die maximale Dimension n,, hat. 
Nach Lemma 6 ist P(M) Vereinigung endlich vieler n,,-dimensionaler regularer 
Pyramiden, von denen jede nach Lemma 15 Bild einer minkowskischen 
Pyramide bei einer Abbildung 3 > R’ HR ist. Es geniigt daher, wenn gezeigt 
wird, da8 fiir eine minkowskische Pyramide P die Menge 


P* := {9 H¢ P, w(B) < 1} 


ein endliches euklidisches Volumen hat. Fiir J} « P* ist nach (MP. 3) Pi) S 05% 


und die Monotonie von w(J) liefert w(¥) S w(03B) S y3- w(B) ist im Falle 
A = R oder C gleich n,--- - y,, und fir A = Q gleich n%--- - 2. In allen drei 
Fallen gilt daher 7,:--- 4, S Yi9- Fir % sind auBerdem die Ungleichungen 
(MP. 1) und (MP. 2) giiltig. Fihrt man bei Beachtung von (MP. 2) die Inte- 
gration iiber die ¢ reellen Komponenten von 7,, (k < /) aus, so folgt fiir das 
fragliche Volumen V von P* 

Vas Vis f qr) - Gers «-- - of, 1d, d HQ°** + dH - 


"mS Vu 
OS %SCi M41 


Die Substitution », = e7**!,&, (2 < k< m) und Ausfihrung der Inte- 
gration tiber 7, ergibt 


Ver Sf Sgr tans + Quo-¥dG,--- - BE, 
1s4:5 Em 


“ 


asa" "'S 
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m+1 
2 





mit a, := e _ k) . Man priift leicht nach, daB dieses Integral konver- 
giert. 

Im Hinblick auf Lemma 16 kénnte man vermuten, daB das Volumen einer 
Pyramide bis zur Flache w(%) = 1 in jedem (homogenen) Positivitatsbereich 
endlich ist. DaB dies nicht der Fall ist, zeigt das Beispiel eines direkten 
Produktes Y = Y,x Y, von zwei Positivitétsbereichen Y, und Y, mit den 
Normen @, und @,, wenn man als Norm von Y das Produkt := @,- w, 
nimmt. 


§ 12. Anwendung auf die quadratischen Formen 


Die Ergebnisse tiber die minkowskischen Pyramiden im § 11 wenden wir 
nun auf die in den §§ 8—10 gegebenen Beispiele an. 


a) Reelle positiv definite quadratische Formen 

In der Bezeichnung von §8 gibt es nach Satz 7b einen Fundamental- 
bereich F in Y(™ beziiglich der Gruppe der Abbildungen 3 U' HU mit 
unimodularen U, der in der Vereinigung von endlich vielen reguléren Pyra- 
miden P(M,) enthalten ist. Nach Lemma 15 existiert zu jedem k eine umkehr- 
bare Matrix ®,, so daB P,:= R, P(M,)R, eine minkowskische Pyramide ist. 
Die Konstruktion der Pyramiden P(M,) nach Lemma 6 zeigt, daB die Mengen 
M,, aus ganzen positiv semidefiniten Matrizen bestehen. Nach § 11.2 kénnen 
daher die Matrizen R, unimodular gewahit werden. Man iiberzeugt sich nun 
leicht davon, daB der Durchschnitt von Y{”) mit der Vereinigung der Pyra- 
miden P, wieder ein Fundamentalbereich F von Q ist. Zusammen hat man 

Satz 10. Es gibt einen Fundamentalbereich F im Bereiche der J > 0 be- 
ziiglich der Gruppe der Abbildungen J > U' YU, U unimodular, mit folgenden 
Eigenschaften: 

a) F ist in einer endlichen Vereinigung von Pyramiden P(M) enthalten. 
Die die Pyramiden P(M) aufspannenden Mengen M bestehen jeweils aus endlich 
vielen ganzen Matrizen A,, 1 < k < N, mit 

0 0 


A,>0,%,=A,= “+2 My 2 0,% =(5 a.) Bx>0. 
b) Es gibt positive 0,, 0g, 0, derart, daB fiir jedes % = (y,,) € F gilt 


OS mS M+ (1S k<m), |mi| S Oom(lLSklsm),oa$2=B= - B. 

Der zweite Teil dieses Satzes — die ,,Minkowski-Siegelschen Un- 
gleichungen‘‘ — ist die wesentliche Aussage der sogenannten Minkowskischen 
Reduktionstheorie. Der direkte Beweis der Ungleichungen (vgl. etwa C. L. 
SIEGEL [7] und [9], Lemma 12) macht keinen Gebrauch von den vollkommenen 
Matrizen und gibt die ersten beiden Ungleichungen mit 9, = 1, 0, = * . Die 


letzte Ungleichung von Teil b) liefert zusammen mit dem Hadamardschen 
Determinantensatz 


IB] S m°*** Mm = oF |B! 
fiir alle 9} « F. Lemma 16 ergibt ein Ergebnis von Minkowski [5]. 
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Satz 11. Das euklidische Volumen der Menge der %«¢F mit |%| < 1 ist 
endlich. 

Bisher muBte man auf Grund der Herleitung der Minkowski-Siegelschen 
Ungleichungen annehmen, daB diese eine Folge der speziellen arithmetischen 
Kigenschaften der unimodularen Gruppe sind. Der hier eingeschlagene Weg 
zeigt im Gegensatz dazu, daB diese Ungleichungen in gewisser Weise jeder 
Pyramide zukommen. Die einzige arithmetische Aussage ist in der Endlichkeit 
von V(D)/Q* manifestiert. Eine entsprechende Situation liegt bei den anderen 
Beispielen vor. 


b) Positiv definite quadratische Formen iiber algebraischen Zahlkérpern 


Wir schlieBen an die Bezeichnung von §9 an und verallgemeinern den 
Begriff der minkowskischen Pyramide auf den Bereich Y der allgemeinen 
positiv definiten Matrizen %. Eine Pyramide P in Y nennen wir eine min- 
kowskische Pyramide, wenn es positive Konstanten 0,, 02, 0, derart gibt, daB 
fiir alle allgemeinen Matrizen J ¢ P mit H'!= (nl) gilt 


(MP. 1) Os Wm sani, lok<mlsvagq, 
(MP. 2) ms onilscklsomilsvsgq, 
(MP. 3) 0s Hr") = Hil= =, 3" lsvusq. 


Bei festem » bedeutet (MP. 1—3) offenbar, daB die Konjugierte Jil") von J in 
einer minkowskischen Pyramid. im alten Sinne enthalten ist. (MP. 3) gibt 
dariiber hinaus aber eine Kopplw g der verschiedenen Konjugierten, zweifache 
Anwendung liefert speziell 


(12.1) &Bl= BM, lsvnusgq. 


Satz 12. Ist K ein algebraischer Zahlkérper, dann existiert beziiglich der 
Gruppe der Abbildungen % > Ul’ HU mit iiber K unimodularen U ein Funda- 
mentalbereich F der allgemeinen Matrizen 9% > 0, der in der Vereinigung von 
endlich vielen Bildern R, P,, R,, R, « GL(m), von minkowskischen Pyramiden P, 
enthalten ist. 

Beweis: Wegen Satz 8b geniigt es, wenn wir zeigen, daB jede in jenem 
Satz vorkommende regulére Pyramide P(M) im Bild einer minkowskischen 
Pyramide enthalten ist. Nach Definition einer reguliren Pyramide besteht 
P(M) aus allen allgemeinen Matrizen J} mit 


N 
Bri= JAA), AWleM, 420, 
k=1 

und es ist 
(12.2) AWI>0, AS AlS--->as>o. 
Nach Konstruktion der reguliren Pyramiden nach Lemma 6 sind die Matrizen 
Ul"! bei festem k Summen von Matrizen gl’igi"!, g « Gy, der Rang von mfr! 
hangt daher nur von k aber nicht von » ab. Bei festem » wenden wir das Er- 














430 Max Korcuer: 
. gebnis von § 11.2 an und erhalten Matrizen Rt"lc GL(m, R) (1 < » S r,) und 
Rerle GL(m, C) (ry << v < 7, + Wr_) mit Rel = Ne") (r, + ry < v < 7, + ry) 
und 

0 0 
0 Sy! 


Die Rl”) faBt man zu einer allgemeinen Matrix R zusammen. Wir zeigen, daB 
R’ P(M)X eine minkowskische Pyramide ist. Zuerst diirfen wir uns auf RU’)=&, 
d. h. R = € beschranken und 


0 0 
ay! = (0 31) = (a¥7,),. BY'>0, 


REY Al" Rid — ( ), Bil > 0. 


annehmen. Oben hatten wir gesehen, daB der Rang von !"', d. h. die Zeilen- 
zahl m, von G!! nicht von » abhangt. In Hinblick auf (12.2) bestimmen wir 
positive Konstante 0,, 02, 9, mit 


(12.3) 0< af). < o, af! |... 

(12.4) lanl S ence’ 

(12.5) Vos €™ = Bll > 1 Gm 
Qs 


fiir alle », x, k, 1. Betrachtet man jetzt die J aus P(M) mit H'"! = (yf!)), d. h. 


x 
m= SA... 420, 
x=) 
so geben (12.3) und (12.4) sofort (MP. 1) und (MP. 2). Fiir (MP. 3) ist nach 
(12.5) 
1 ee © 
/ m > .. >) ii a ye 
la S29" 27-9, fir 9: ZA 8. 


Jetzt folgt jo, D = HR" = 7 © und daher fir l1<»,u<=q 
/@s 
aH"! = yo D> Hz 7 Dz ; $3", 
0. 3 
und das ist (MP. 3). 
Wie in § 9.2 sei 


o(B):= IT |B" 
v=] 


die Norm von Y (beziiglich x). Fiir iber K unimodulares U ist offenbar 
w (Tl BU) = w(%). Wenden wir uns abschlieBend dem Nachweis zu, daB das 
euklidische Volumen des Fundamentalbereiches F bis zur Normflache w(%) = 1 
endlich ist. Wegen Satz12 geniigt es, wenn das Volumen der Menge 
{B; B ¢ P, w(Y) < 1} fiir eine minkowskische Pyramide P als endlich erkannt 
wird. Fiir diese 9 gilt wegen (12.1) und der Monotonie der Determinante |} 
S@—-1)= 
IBrll<e, 7 (livaq). 
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Das fragliche Volumen ist daher endlich, falls das Volumen der allgemeinen 
3 >0 mit (MP. 1—3) und |%Hl"l| < 1(1 < » < gq) endlich ist. Da die Kon- 
jugierten Jl") von % in einer minkowskischen Pyramide im Sinne von § 11.3 
enthalten sind, war die Endlichkeit dieses Volumens in Lemma 16 bewiesen 
und man hat in der Bezeichnung von Satz 12: 

Satz 13. Das euklidische Voiumen der % aus F mit w(Q}) < 1 ist endlich. 


c) Quadratische Formen iiber den Quaternionen 


Bei diesem letzten Beispiel kénnen wir uns etwas kirzer fassen, da die 
Uberlegungen analog dem Fall a) verlaufen. Nach Satz 9 gibt es einen Funda- 
mentalbereich F im Bereich der hermiteschen positiv definiten m-reihigen 
Matrizen iiber Q beziiglich der Gruppe der Abbildungen 3 > TJ’ HU mit uni- 
modularen U, der in der Vereinigung von endlich vielen regularen Pyramiden P, 
enthalten ist. Nach einer Bemerkung in § 11.2 kénnen die Matrizen %, aus 
GL(m, Q), fir die RP, XR, eine minkowskische Pyramide (vgl. § 11.3) ist, 
unimodular gewahlt werden. Die Vereinigung F der %j, PX, ist wieder ein 
Fundamentalbereich und es gilt daher 

Satz 14. Es gibt einen Fundamentalbereich F der iiber Q hermiteschen positiv 
definiten Matrizen Q beziiglich der Gruppe der Abbildungen J > Tl’ HU, U uni- 
modular, und positive Konstanten 0, 02, 03 mit 


OSmetamen (UsSk<m), 
Neil S Oem (LSklsm), 


atz32—-9 
fiir alle J = (n,,) aus F. 


Die letzte Ungleichung liefert wieder 
[BI] S nf ng--- me S of" [BI] 
fir 3 aus F. Lemma 16 ergibt noch 


Satz 15. Das euklidische Volumen der Menge der % ¢F mit |\[%)| < 
endlich. 
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Bemerkungen zu Hadwigers Vermutung 
Von 
K. Waener in Kéln 


Einleitung 


Es sei G = EU K ein Graph’). P sei eine Teilmenge von Z. Wir nennen die 
Vereinigungsmenge aus P und denjenigen Kanten von G, deren Endpunkte 
beide in P liegen, den von P aufgespannten Untergraphen von G. Die Anzahl 
der Komponenten dieses Untergraphen*) bezeichnen wir mit o(P). ¢(P) = 1 
ist also gleichbedeutend damit, daB der von P aufgespannte Untergraph von G 
zusammenhangend ist. 

Def. 1. Man habe zwei Graphen G = EU K und G’ = E' U K’. Wir sagen . 
dann und nur dann, G ist homomorph zu G’, in Zeichen: 

GG’, 
wenn es eine eindeutige Abbildung p aus*) E auf E’ gibt mit den folgenden Eigen- 
schaften : 

1. |p’, g'|=1>|97(p'), p*(q')| = 1 (fiir jedes p’, gq’ € E’), 

2. o(g-*(p’)) = 1 (fiir jedes p’ ¢ BE’). 

Wir nennen einen Graphen ein Simplex S(n), wenn er aus n Ecken besteht 
und |p, q| < 1 fir je zwei Ecken p, g des Graphen gilt. Kénnen die Ecken eines 
Graphen G mit n Farben (1 <n < co) derart gefirbt werden, daB je zwei 
Ecken p, g von G mit. |p, g| = 1 stets verschieden gefirbt sind, und gibt es keine 
solche Farbung der Ecken von G mit weniger als n Farben, so heiBt n die 
chromatische Zahl von G. Wir bezeichnen sie mit ®(G). Dann lautet die Ver- 


1) Es ist oft praktisch, in G folgende Metrik einzufiihren: Sind P, Q zwei nicht leere 
Teilmengen von EF (Z = Eckenmenge, K = Kantenmenge von @), so verstehen wir unter 
dem Abstande |P, Q| von P und Q folgende Zahl: 1. Gilt P 7 Q + @, 80 sei |P, Q| = 0, 
2. Gilt P 7, Q = © und existiert ein aus n, dagegen kein aus weniger als n Kanten von G 
bestehender Kantenzug, der eine Ecke von P mit einer Ecke von Q verbindet, so sei 
|P, Q| =n, 3. Gilt P ~\ Q = O und gibt es keinen Kantenzug in G, der eine Ecke von P 
mit einer Ecke von Q verbindet, so sei |P, Q| = oo. Nennen wir p, g € # &quivalent dann 
und nur dann, wenn |p, q| endlich ist, so heiBen die von den Aquivalenzklassen von E 
aufgespannten Untergraphen (s. 0.) von G die Komponenten von G. Ein Graph @’ = 2’ K’ 
heiBt ein Teilgraph von G = EU K (oder auch umgekehrt: G ein Obergraph von G’), 
wenn EZ’ C EF und K’ C K gilt. Insbesondere nennen wir einen Teilgraphen G’ von G 
einen Untergraphen von G, wenn jede Kante von G, die zwei Ecken von 2’ verbindet, 
zu K’ gehort. 

*) Im folgenden wird diese Anzahl stets endlich sein, da wir uns auf endliche Graphen 
beschranken werden. 

*) Das heiBt, von einer Teilmenge von £. 
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mutung von H. Hapwicer: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt 
(H,) O(G) = n> Gw S(n) 4) 

Ist in Def. 1 insbesondere G’ = S(n), so gilt der Pfeil der Eigenschaft 1 
auch in der entgegengesetzten. Richtung (von rechts nach links). Dieses gilt 
aber z. B. nicht fiir die Graphen G, G’ der Abb. 1 mit o(p,) = p; (1 <¢ < 3), 
(2%) = Po. Gilt G ~ G’, so kénnen wir uns fiir jedes p’ € ZH’ den von gy (p’) 
aufgespannten Untergraphen von G, da dieser nach Def. 1 zusammenhangend 
ist, jeweils auf eine Ecke desselben zusammengezogen denken. Der hierbei aus 
G resultierende Graph ist nach Def. 1 einem Obergraphen von G’ isomorph. 

Fassen wir isomorphe Graphen als gleiche Gra- 


A phen auf, so bedeutet G ~ G’ also, daB sich G auf 
—— (wenigstens) einen Obergraphen von G’ zu- 
Pe P; sammenziehen lassen soll. Ist G’ zusammenhan- 
om gend, so ist G ~ @’ gleichbedeutend damit, daB 
b Py 
Fig. 1 


sich (wenigstens) eine Komponente von @ auf 

einen Obergraphen von G’ zusammenziehen laBt, 

dessen Eckenmenge gleich EZ’ (Eckenmenge von 
G’) ist. Speziell bedeutet G ~ S(n) also, daB es eine Komponente von G gibt, 
die sich auf S(n) zusammenziehen laBt. 

Im folgenden wollen wir Homomorphieklassen von Graphen untersuchen. 
Wir werden allgemein zeigen, da8 eine Homomorphieklasse stets eine bestimmte 
Basis besitzt (vgl. Satz 3 und 6). Die Aufgabe, eine Basis explizit zu bestimmen, 
wird fiir gewisse Homomorphieklassen gelést (Satz 4, 5 und 7). Hierbei ergibt 
sich gleichzeitig ein neuer Beweis von (H,,) fiir n < 4. Ferner folgt mittels der 
fiir n = 5 bestimmten Basis der iiberraschende Satz, daB (H,) mit dem Vier- 
farbensatz aquivalent ist (Satz 1). Mittels einer weiteren Basis erhalten wir im 
Satz 2 eine gewisse Teilaussage von (H,). SchlieBlich ergibt sich anhand der 
Basis (Satz 7) einer anderen Homomorphieklasse folgende Abschwachung von 
(H;,): 

@(@) =5=>Gx 8(5)—k, 
worin k eine Kante von S(5) bedeutet. 


§ 1. Homomorphieklassen von Graphen 

Aus Def. 1 folgt leicht: 

(1.1) Gilt G ~ @’, G ¢ G und G” ¢ G’, 80 ist auch G = G". 

Die Homomorphie von Graphen ist mit folgender Einschrankung transitiv: 

(1.2) Ist G’ zu enhiingend, so gilt: G = G' & G’ = G" => GG" 

Denn ¢ bzw. y seien die G ~ G’ bzw. G’ ~ G” zugrunde liegenden ein- 
deutigen Abbildungen aus FE auf E’ bzw. aus E’ auf E£’’. Da G’ zusammen- 
héngend ist, kénnen wir voraussetzen, daB y eine Abbildung von EZ’ auf E” 

‘) Vgl. (fj, [2] und [5]. Gilt G ~ @’ und ist @’ endlich, so existiert ein zu G’ homo- 
morpher, endlicher Untergraph von G. Da anderseits auch zu jedem unendlichen Graphen 
G mit einer (endlicnen) chromatischen Zahl ®(@) = n ein endlicher Untergraph @’ von G 


mit ®(@’) = O(@) existiert (vgl. [4], S.43 oben), kénnen wir uns im folgenden auf die 
Untersuchung endlicher Graphen beschranken. 





writer 
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ist. Dann ergibt die zusammengesetzte Abbildung y- g eine Homomorphie 
von G zu G” 

Da jeder Graph G mit ®(@) 2 n einen (zusammenhangenden) Untergraphen 
G mit ©(G) = n enthilt, so ist (H,) nach (1.1) aquivalent mit: 


@(G) >n>Gwe S(n). 


Daher ist weiter (H,,) aquivalent mit: 


G & S(n) > O(G) s< n—1. 
Wir wollen nun noch eine weitere mit (H,,) aquivalente Formulierung ab- 


leiten, die feinere Unterscheidungen zu machen erlaubt als das obige (H,). 
Def. 2. Wir nennen einen (endlichen) Graphen G = EW K simplezartig dann 


und nur dann, wenn es eine Zerlegung Ey, ..., B, vom B (das soll heiBen, mit 
*, 
E,+0,4=1,..,. K1sA<pslok, nk, = 6; U £,=8;1=1> |B 


= 19) derart gibt, daB |p, q| = 1 => p,q aus verschiedenen E,, E,(A + p). 


Ist G simplexartig und £,,..., Z, nach Def. 2 eine Zerlegung der Ecken- 
menge von G, so bezeichnen wir @ ausfihriicher mit: 


G = (a,..-,%), 
worin a, = |Z,| fir A= 1,...,1 bedeuten. Zum Bejspiel ‘ist der 
simplexartige Graph der Abb. 2 ein (3,3). 

Def. 3. Man habe einen simplexartigen Graphen (a, . . ., %;). 

Wir verstehen dann unter * (a, . . ., a;) die Gesamtheit derjenigen Fig. 2 
Graphen G, die nicht homomorph zu (a, . . ., a;) sind, kurz: 
H* (a, . . -, &) = {A -|. G & (a, ..., a;)}. 

Wir nennen 9*(a,,..., a;) die Homomorphieklasse*®) zu (a,,..., «;). Wir 
bezeichnen die Klasse §*({1,...,1) (d.h. -mit a,=~+-+=a,=1) kurz mit 
H* (n). Zum Beispiel ist H* (3) die Klasse simtlicher Baume, d. h. derjenigen G, 
deren Komponenten sich auf kein Dreieck zusammenziehen lassen. $* (3,3) da- 
gegen besteht aus simtlichen G, die sich auf keinen Obergraphén von (3,3) 
zusammenziehen lassen. (H,) ist dann aquivalent mit der folgenden Aussage: 


I 
(4%) GEM (my -.-,4)& L = n> OG) sn—l. 
=1 
Denn (H,) folgt aus (H#), wenn wir a, = --* = a, = 1 setzen. Umgekehrt 


folgt (H#) aus (H,) nach (1.1) wegen (a,,..., a,;) C S(m). 


*) Wir bezeichnen die Anzahl der Elemente einer (endlichen) Menge M mit ||. 
a(@) bedeute immer die Anzahl der Ecken von @ (also «(@) = |Z|). Wir betrachten 
o— nur Kanten mit verschiedenen Endpunkten. Schlingen (d.h. Kanten mit zwei 

fallenden Endpunkten) sollen bei uns also nicht vorkommen. 

*) Streng genommen, miBten wir sie die komplementire Hom 
ty s's ee ne ae chs Mauaed 0 caer tak Gr edeotmies 
zu (a,,..., &%) sind. Wir kénnten auch die Klasse 9 (a,, ..., «,) simtlicher G = (a,,..., a%) 
betrachten (vgl. auch [1], S. 134). 
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t 
Fir jedes (feste) («,,...,a,) mit } a, =n ist die fiir dieses (a,, ..., «;) 
i=1 
gemachte Aussage von (H*) eine bestimmte Teilaussage von (H¥) und daher 
wegen der Aquivalenz von (H,) mit (H%) auch von (H,). Die fir (1, ..., 1) 
= S(n) gemachte Teilaussage von (H*) fallt mit (H,,) zusammen. Diese Teil- 
aussage von (H*) ist somit die umfassendste der fiir alle einzelnen (a,, ..., «;) 
zu machenden Teilaussagen von (H%). Ferner sehen wir wegen S(n— 1) € 
€ H* (a;, . . ., a) und O(S(n— 1)) = n— 1, daB fiir keine dieser Teilaussagen 
von (H*) die rechts stehende Ungleichung von (H*) verbessert werden kann. 
Aus (1.1) und (1.2) folgt: 


(tg, « ~~ Og) & (eng, « . «> Ogg) > H* (ry, . . ., Os) S H* (xj, . - -, Wye) 
(ony, « « «> Oye) (eng, . . «5 Og) > H* (ay, .. ., as) S H* (aj, . . ., Oy) - 


Verstehen wir unter @(n) die (im Sinne von ¢) teilweise geordnete Menge 
sémtlicher simplexartigen Graphen mit der konstanten Eckenanzahl n, so 
folgt aus dem ersten Teile von (1.3), daB (H%), falls es fiir ein (a,, ..., «,;) € O(n) 
bewiesen ist, dann auch fiir jeden Vorganger von diesem (a, . . ., «;) in@(n) 
gilt. Da S(n) das Maximum von © (n) ist, folgt hieraus nochmals, daB die Teil- 
aussage von (H%) fiir (1, ..., 1) = S(n) die umfassendste simtlicher Teilaus- 
sagen von (H%) ist. Unmittelbar unterhalb dieser Maximalaussage liegt die fiir 
das (1, ..., 1, 2) € @(m) formulierte Teilaussage von (H*). 

(H,,) und daher (H*) ist fiir jedes n < 4 bewiesen’). Ferner kann verhiltnis- 
maBig leicht gezeigt werden, daB der Vierfarbensatz aus (H,) folgt®). Es gilt 
auch die Umkehrung hierzu und daher: 

Satz 1. (H,) ist dquivalent mit dem Vierfarbensatz. 

Denn die in [9] betrachtete Gesamtheit der K* besteht aus simtlichen zu- 
sammenhangenden Graphen der Klasse 9*(5). Da jedes K*, falls der Vier- 
farbensatz richtig ist, mit héchstens vier Farben gefarbt werden kann, dann 
also G € H* (5) > O(G@) < 4 gilt, folgt (H#) und somit (H,) aus dem Vierfarben- 
satz. Der Satz 1 deckt sich iibrigens mit dem in der FuBnote 14 von [9], 8. 573, 
formulierten Satz. 

Zum Beweis von Satz 2 bendtigen wir den Hilfssatz: 

(P.4) StoBen an jeder Ecke von (a, ..., &;) je héchstens drei Kanten an, so 
ist G € H*(a,, ..., a) dquivalent mit der Aussage: G enthilt keine Unterteilung®) 
von (a, ..-, &;) als Teilgraph. 

Denn, enthalt G eine Unterteilung von (a,,...,«;) als Teilgraph, so ist 
dieser Teilgraph und nach (1.1) auch G zu (a,,..., ;) homomorph. Ist um- 
gekehrt G homomorph zu (a,,..., «;), so 14Bt sich leicht mittels der von den 
y~*(p’) (p’ € (aj, . . -, &;)) aufgespannten Untergraphen von G, da diese Unter- 
graphen wegen o(g~'(p')) = 1 zusammenhangend sind und an jeder Ecke von 


(1.3) 


7) Vgl. [3], 8. 87 Mitte. 
*) ‘Vgl. [1], S. 136 oben oder auch [9], S. 573, FuBnote 14. 
*) Werden gewisse Kanten eines Graphen G je mittels endlich vieler (neuer) darauf- 
Ecken zerlegt, so heiBt der aus @ resultierende Graph eine Unterteilung von G@. 
Auch G selbst heiBt eine Unterteilung von @. 
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(a,,..-,@,) héchstens drei Kanten anstoBen sollen, eine Unterteilung von 
(a, . . -, &;) in G finden. 
Es gilt folgende Teilaussage von (H,): 


Satz 2. G € H*(3,3) > DG) <5. 


Denn die in [8] betrachtete Gesamtheit der K deckt sich nach (1.4) mit der 
Gesamtheit der zusammenhangenden Graphen von 9* (3,3). Wir brauchen 
daher nach Satz II von [8], S. 281, nur zu zeigen, daB jedes Basiselement der 
R, mit héchstens fiinf Farben farbbar ist. Fir das Basiselement S(5) ist dies 
klar und fiir die tibrigen Basiselemente (= ebene Dreieckgraphen) folgt dies 
aus dem Fiinffarbensatz’*) fiir ebene Graphen. 

Die simplexartigen Graphen sind nicht nur fiir die Homomorphieklassen, 
sondern auch fiir die chromatischen Zahlen interessant. Denn, gilt ®(G@) = 12 2, 
so kénnen wir diejenige Zerlegung Z,, . . ., H, der Eckenmenge von G@ betrach- 
ten, worin £,(A=1,...,1) die Menge der mit der /A-ten Farbe gefarbten 
Ecken von @ bedeutet. Setzen wir a,=|Z,| fir 4=1,...,1, so folgt: 
GC (a, ..., %,) und O(G) = D(a,,..., «,). Wir sehen also, daB es zu jedem 
(endlichen) Graphen G (®(@) = 2) einen simplexartigen Obergraphen von G 
mit der gleichen chromatischen Zahl wie ®(@) gibt. 


§ 2. Die Basis einer Homomorphieklasse 


Es sei A ein (endlicher) Graph. Wir verstehen unter 9* (A) die Menge simt- 
licher (endlichen) Graphen G + A. Mit anderen Worten ist $*(A) die Klasse 
derjenigen Graphen, die sich auf keinen Obergraphen von A zusammen- 
ziehen lassen. Zunachst gilt : 

(2.1) Zu jedem G €H*(A) gibt es einen Graphen G¢H*(A), G= EUR 
(G = E UK), R2K, mit der folgenden Eigenschaft: Werden zwei verschiedene 
Ecken von G, die durch keine Kaute von G verbunden sein sollen, durch eine (neue) 
Kante k verbunden, so folgt stets: 


GUkEH*(A). 


Denn, gibt es zwei Ecken p, g ¢ G mit |p, g| > lund GU k € §*(A), worin 
k eine (neue) Kante mit den Endpunkten p, g bedeute, so kénnen wir anstelle 
von G den Graphen G Uk betrachten. Mittels Iteration ergibt sich schlieBlich, 
da G endlich ist, ein G 2 G. mit der genannten Eigenschaft. 

Wir nennen jeden Graphen G ¢ $* (A) mit der in (2.1) genannten Eigenschaft 
einen maximalen Graphen von 9*(A). Wir bezeichnen die Gesamtheit der 
maximalen Graphen von $*(A) mit $* (A). Denken wir uns §*(A) mittels ¢ 
teilweise geordnet, so ist ein G ¢ $*(A) maximal dann und nur dann, wenn es 
in dieser geordneten Menge keinen Nachfolger von G mit der gleichen Ecken- 
menge wie die von G gibt. Nachfolger von G, die mehr Ecken als G haben, gibt 
es in $*(A) immer. Aus (1.1) und (2.1) folgt: 


1°) Vgl. etwa [10], S. 11 oder such [6], S. 29, FuBnote 8. 
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(2.2) Wird $*(A) mit simtlichen Teilgraphen seiner Q ¢ $*(A) zusammen- 
gefapt, so ergibt sich $* (A). 
Im folgenden interessieren wir uns nun fiir die Homomorphieklassen $* (n), 
insbesondere fiir $*(n), n = 1, 2,.... Es gilt: 


(2.3) H* (THC H* (2) C++ CH* (nm) CH*(m + IC. 


Denn ,,¢“ gilt hierbei wegen (1.1). Wegen S(n) ¢ H*(n) und S(n) € H* (n+ 1) 
folgt weiter H*(n)c H*(n + 1). H*(1) besteht aus dem Nullgraphen. §* (2) 
besteht aus simtlichen Graphen, die keine Kante enthalten. * (3) besteht aus 
samtlichen Baumen. Hat G die Eckenanzahl n, so gilt offenbar G + S(n + 1), 
d. h. G € H*(n + 1). Jeder Graph G liegt also schlieBlich einmal in den Klassen 
von (2.3). 

Def. 4. Wir nennen die kleinste Zahl n mit G ¢ H*(n + 1) den Homomorphie- 
grad von G. Wir bezeichnen thn mit h(@). 

In Worten bedeutet h(G) = n folgendes: Wenigstens eine Komponente von 
G@ la8t sich auf S(n), aber keine Komponente von G@ laBt sich auf S(n + 1) 
zusammenziehen; kurz: 


h(G) =n Gwe S(n) & G + S(n+ 1). 
Nach (1.1) folgt: G’ ¢ G = h(G’) s A(G). Ferner folgt: 


(2.4) h(G) <n => GE H*(n). 

Weiter gilt: ” 

(2.5) Sind G’ und G” Untergraphen von G mit G’ UG" = G und Gn G" = 8 
(S = Simplez), so folgt: h(G) = Max(h(G’), h(@’’)). 

Beweis: Es sei h(G@) = n und daher G ~ S(n). Diese homomorphe Abbildung 
sei gegeben durch g. Da der Durchschnitt von G’ und @” ein Simplex ist, erfallt 
p auch fiir G’ und desgleichen fir G’’ die Bedingungen einer homomorphen 
Abbildung. Daher folgt: 

@’ = 8’ und G’~ 8”, 
wobei S’ oder 8” auch leer sein kann, mit S’ U S’’= S(n). Da S’, 8” Simplexe 
(bzw. leer) sind, ist mindestens eins von ihnen gleich S(n). Ist etwa S’ = S(n), 
so folgt nach (2.4) h(@’) > n. Wegen der.Monotonie von h ist h(G’) = n und 
h(@”’) = n. Also ist das Maximum von A(@’) und h(@’’) gleich h(G)"). 
(2.6) Sind G’ und G” lings eines Simplexes S zusammengeheftet : 

AGnG’=8, G uUG"=G4, 
80 gilt: 

G €H$*(n) > @’, Ge H*(n). 

Beweis: Wegen G ¢ $*(n) folgt nach (1.1) zunachst: G’, G’’¢ H*(n). Wir 
brauchen daher nur noch zu zeigen, daB G’ und G’’ maximal sind. Hierzu sei k 
eine (neue) Kante, die zwei Ecken p, g € G’ (|p, q| > 1) verbinde. Dann folgt 





i) Der Hilfssatz. (2.5) enthalt (I) von [9], S. 573, als Spesialfall. Die weiter unten 
folgenden Hilfseitze (2.7) und (2.9) enthalten (II) und (IV) von [9],.8. 574, 575 als Spezial- 
falle. 
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nach (2.4) A(@”’) <n. Da h(@U k) = n gilt, folgt wegen G’ 1 (@’ Uk) = 8 
nach (2.5) h(G@’ Uk) = n. Also ist G’ (und analog G’”’) maximal. 
In dem speziellen Falle, daB G’ und @” lings eines Simplexes S = S(n — 2) 
zusammengeheftet sind, gilt auch die Umkehrung von (2.6) und daher: 


(2.7) Gilt: G' UG" = G und @’ AG” = S(n—2), 
so folgt: G € H*(n) <> G@’, GE H*(n). 


Beweis: Wir kénnen G’, G’’¢ $* (nm) voraussetzen. Nach (2.4) und (2.5) 
folgt zunachst: G ¢ $*(n). Da G’ und G” maximal sind, brauchen wir nur 
Gu k mit einem k zu betrachten, das eine Ecke p’ ¢ G’ — G” mit einer Ecke 
p’ ¢ G’— @ verbindet. Wir nehmen an, Z’ sei ein Kantenzug von G, der p’ 
mit einer Ecke g €¢ S(n — 2) verbinde und mit 
S(n— 2) nur seinen Endpunkt q gemeinsam 
habe (s. Abb. 3). Ware dann |p”, g| +1, so 
wirde sich durch Zusammenzug von Z’ auf die p* 
Ecke gq ergeben, da G” maximal ist, @\ k~ S(n). ee 
Falls es ein p’, q verbindendes Z’ (oder analog / 
ein p”’, g verbindendes Z”) gibt, bleibt somit wr 
\p’’,q| = 1 und daher auch |p’, g| = 1 allein tibrig. 

Wir k6énnen daher die beiden Fille unterschei- Fig. 3 

den: 1. Es gibt eine Ecke 7 ¢ S(n — 2), die weder 

mit p’ noch mit p” durch ein Z’ bzw. Z” verbunden ist, 2. |p’, g| = |p”, q| = 1 
fiir jede Ecke g ¢ S(n — 2). Im 1. Falle betrachten wir simtliche Ecken g von 
S(n — 2) mit |p’, g| = 1 und das von p’ und diesen g aufgespannte Simplex 8’. 
Ferner sei G,, die Vereinigungsmenge aus S’ und sémtlichen in p’ beginnenden 
Kantenziigen™) von G, die mit Ausnahme héchstens ihrer Endpunkte keine 
Ecke mit S(n — 2) gemeinsam haben sollen. Es folgt 7 ¢ G,-. Bedeutet S(n — 1) 
das von p’ und S(n — 2) aufgespannte Simplex, so wiirde nach (2.4) und (2.5) 
wegen h(G@’)<n und S(n—1)G,= 8S’ folgen A(G’ US(n—1)) <n im 
Widerspruch dazu, daB G’ maximal ist. Es bleibt somit nur der 2. Fall tibrig. 
Dann bilden aber die beiden von p’ bzw. p” und S(n — 2) aufgespannten Sim- 
plexe zusammen mit der Kante k ein S(n) ¢ GU k. Also ist G maximal. 

Werden zwei Graphen G’, G’’¢ $* (n) langs eines Simplexes zusammen- 
geheftet, so braucht der zusammengeheftete Graph keineswegs wiederum in 
se (n) zu liegen. Jedoch gilt: 

(2.8) Werden zwei Graphen G’, G’’ ¢ 9*(n) lings eines Simplexes S zusam- 
mengeheftet (G’ r\ G” = 8), so liegt auch der zusammengeheftete Graph G’ UG" 
= Gin *(n). 

Denn aus h(G’) < n und h(@”) < n folgt nach (2.5) ja h(G) < n, d. h. nach 
(2.4) G € H*(n). 

Weiter gilt fiir die ibrigen, in (2.7) nicht erledigten Fille: 

(2.9) Man habe zwei Graphen G’, G’ € $*(n) und zwei Simplezxe S'(v) ¢ G’, 
S"(v) ¢ G” mit » S n—3. (v = 0 ist zugelassen; in diesem Falle sei S’ = 8” 


12) Die Ecken an den Kanten dieser Kantenziige mit dazu gerechnet. 
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= 0). Man hefte G’ und G" lings S'(v) und 8S” (v) zusammen. Dann liegt der 
zusammengeheftete Graph G = G’ UG" (Gn G” = 8'(v) = 8” (v) = S(v)) dann 
und nur dann in $*(n), wenn es entweder in G’ oder in GQ” kein S’(v) bew. S’’(v) 
enthaltendes Simplex mit mehr als v Ecken gibt. 

Beweis: Wir setzen zunachst voraus, in G’ existiere kein S’ (v) enthaltendes 
Simplex mit mehr als » Ecken. Nach (2.8) folgt G € *(n). Um zu zeigen, daB 
G maximal ist, geniigt es wegen G’, G’’ ¢ S* (n) eine (neue) Kante k mit End- 
punkten p’ ¢ G’ — @” und p” ¢ G”’— @’ zu betrachten. Dann folgt analog wie 
im Beweise von (2.7),'da8 einer der beiden Fille 1 oder 2 eintritt. Da aber p’ 
mit wenigstens einer Ecke 7 von S(v) durch keine Kante von G@ verbunden ist, 
bleibt Fall 1 allein tibrig. Es sei S’ (wohl zu unterscheiden von 8’ (vy) !) das von p’ 








Fig. 5 


und denjenigen Ecken von S(v) aufgespannte Simplex, die mit p’ durch eine 
Kante von @ verbunden sind (s. Abb. 4). Analog wie im Beweise von (2.7) be- 
deute G,. die Vereinigungsmenge von S’ und samtlichen in p’ beginnenden 
Kantenziigen von G, die mit Ausnahme héchstens ihrer Endpunkte zu S(v) 
fremd sein sollen. Dann wiirde fiir das von p’ und S(v) aufgespannte Simplex 
S(» + 1) nach (2:4) und (2.5) wegen h(G’) < n und S(v + 1) G,, = S’ folgen: 
h(@’ U 8(v + 1)) < n im Widerspruch dazu, daB G’ maximal ist. Hieraus folgt, 
daB G maximal ist. Wir setzen nun umgekehrt voraus, es existiere ein Simplex 
S’(v + 1)> S8’(v) in G’ und ein Simplex 8” (vy + 1)> S” (v) in G”. ¢’ und q” 
seien die Ecken von S’(v + 1) — S’(v) bzw. 8S” (vy + 1) — 8” (v). Wir verb/uden 
q' und q” durch eine (neue) Kante & (s. Abb. 5). Wegen » < n — 2 folgt nach 
(2.5) h(@ UR) < n. Also ist G nach (2.4) nicht maximal. 

Mit ungenauen Worten besagt (2.9), daB wir die maximalen Graphen még- 
lichst ',,fest“‘ zusammenheften miissen, wenn wir wiederum einen maximalen 
Graphen erhalten wollen. Hat man einen maximalen Graphen G von $*(n), 
so ist jedes in G enthaltende Simplex trivialerweise ein maximaler Graph von 
$*(n). Es sei G ein maximaler Graph von 9*(n). Wir nennen @’ einen nicht 
trivial mazimalen Untergraphen von G, wenn @’ ¢ $*(n) und @’ c G gilt und 
@ kein Simplex ist. Man beachte hierbei, da8 aus G’ c G nach (1.1) @’ € H*(n) 
folgt. Ferner ist zu beachten, da8 jeder maximale Teilgraph eines maximalen G 
ein Untergraph von G ist. 














Bemerkungen zu Hadwigers Vermutung 


Es gilt: 

(2.10) Es sei G ¢ $*(n). Es existiere ein nicht trivial mazimaler Untergraph 
G’ von G. Dann gibt es zwei Untergraphen G, und G, von G mit den folgenden 
Eigenschaften : 

1. G,, Gc G, 

2. G, UG, = G, 

3. GA G, = S(v) mity < n—2, 

4. G,, G, € H*(n), 

5. G’c G,. 

Beweis: Da G’ ein echter Untergraph von @ ist, existiert eine Ecke 
p € G— G’. Wir kénnen voraussetzen, daB an p mindestens eine Kante von @ 
anst6Bt, da sonst unsere Behauptung trivial ist. Dann sei @”’ die Vereinigungs- 
menge sémtlicher in p beginnenden Kantenziige"*) von G, die mit Ausnahme 
héchstens ihrer Endpunkte zu G’ fremd sein sollen. Es sei: 


GAG"=E. 
Da wir je zwei verschiedene Ecken von F durch einen Kantenzug in @” ver- 


binden kénnen und G’ maximal ist, spannt E in G ein Simplex S = S(v) auf. 
Dann erfiillen die beiden Untergraphen : 


G, = G” US, G4,=(4—@) U8 


von G die genannten Eigenschaften von (2.10). Denn zunachst gilt G, v G,=@ 
und G,7\ G, = S. Daher sind G, und G, nach (2.6) maximal. Da uhser p nach 
Konstruktion von G’’ mit jeder Ecke von S durch einen Kantenzug von G” 
verbunden und G@ + S(n) ist, hat S = S(v) eine Eckenanzahl y < n — 2. Weiter 
ist G, wegen p ¢ G, ein echter Untergraph von @ und desgleichen ist G, wegen 
G,7\ G’ = S und G’ + S ein echter Untergraph von G. Die letzte Eigenschaft 
von (2.10) ist wegen G’ -\ G” = E erfiillt. 

Def. 5. Wir nennen einen Graphen G ¢ 3* (n) einfach"*) dann und nur dann, 
wenn es keinen nicht trivial maximalen Untergraphen von G gibt. B(n) bedeute 
die Menge siimtlicher einfachen Graphen von $* (n). 

Dann folgt: 

Satz 3. Hat man einen Graphen G ¢ $* (n), so laBt er sich stets mittels ge- 
wisser G,,..., @, € B(n), wie folgt, zusammenheften: 


I A-1 
Y, G,=G, Gn A J G, = S(y,) 


mit », =< n—?2 fiir A =2,. 1 soba in jem Pell v, S n—3 mindestens 
einer der beiden Graphen G, oder u. G,, kein Simplex S> S(v,) enthalt. Um- 


18) Streng genommen, miiBten wir ,,einfach in bezug auf $*(n)‘‘ oder Ahnlich sagen. 
Die einfachen Graphen @ sind also durch die beiden Eigenschaften charakterisiert: 
L. G € H*(n) und 2. fiir jedes von den Simplexen von @ verschiedene G’ CG gilt 
@ € H*(n) — F%(n). 

Math. Ann. 141 30 
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. gekehrt ist jeder, mit dieser Einschrinkung aus beliebigen G,, ...,G,€ B(n) zu- 
sammengeheftete Graph 
On U6, 
stets maximal (d. h. G € H*(n)). 
Beweis: Ist G € $*(n) einfach, so ist nichts mehr zu zeigen. Andernfalls laBt 
sich G nach (2.10) in zwei maximale Untergraphen G, und G, von @ mit 


G, A G, = S(v), » S n— 2, zerlegen. Wir nehmen nun an, G sei wie folgt in 
die maximalen Graphen Gj, . . ., G,, zerlegt: 


m a a pol 
Yu, a= @, VU G, € H*(n) fir jedes w= 1,..., m und G0 VU a= S(v,) 


mit », < n—2 fir jedes u = 2,...,m. Wir betrachten ein (festes) G,. Ist 
dieses G, nicht einfach, so l4Bt es sich nach (2.10) in zwei maximale Unter- 
graphen G,, und G,, von G mit G,,7 G,.= S= S(v) mit » S n—2 zer- 
legen. Ist speziell unser u = 1, so kénnen wir in der Folge G,, . . ., G,, ohne wei- 
teres G, Sie G,,, G,, ersetzen. Es sei daher unser yu = 2. Dann setzen wir 


(kurz): U. G,= U, G6, U = 8’, G4. U = 8”. Wir zeigen zunachst, daB 


aint 8’< S oder 8” ¢ S gilt. Denn aus S’ US” = S(v,) folgt |p’, p”| < 1 
fiir je zwei Ecken p’ ¢ S’, p’’€ S’’. Ware weder S’ noch S” eine Teilmenge von 
S, so gabe es ein p’ € S’— S und ein p’’¢ S”— S. Wegen |p’, p”| <= 1 und 
G,, UG,,= G@, wirden dann aber beide Ecken p’; p” gleichzeitig entweder in 
G1 oder i in “ks also mindestens éine von ihnen in S liegen. Wir kénnen somit 
s” ¢ S annehmen. Dann folgt: 


GynU=8' C Sly Vy)> G42 (U UG wa) = S” US=8. 


Nach (2.6) folgt hieraus weiter: U UG, ¢€ 3* (n). Wir sehen hieraus, daB die 
Zerlegung G,, . . ., G1, Gur, Gua, Gr, ---» G_ Von G unsere iiber G,,..., G,, 
gemachten Annahmen wiederum entsprechend erfiillt. Mittels Iteration ergibt 
sich eine Zerlegung von G in einfache Graphen. Die Nebenbedingungen in 
Satz 3 sind dann wegen (2.9) erfiillt. Der letzte Teil von Satz 3 folgt unmittel- 
bar aus (2.7) und (2.9). 


Wir nennen G(n) (wegen Satz 3) die Basis) von $* (n) oder auch (wegen 
(2.2)) von $*(n). Satz 3 liefert die folgende mit (H,) aquivalente Aussage: 


(B,) G €B(n) > O(G) < n—1. 


Da jedes Basiselement G ¢ G(n) in H*(n) liegt, folgt (B,) aus (H,). Gilt 
umgekehrt (B,), so folgt (H*) nach Satz 3 fiir jedes maximale G von $* (n) und 
daher nach (2.2) fiir simtliche G ¢ H*(n). Da (H,) mit (H*) aquivalent ist, 
folgt aus (B,) auch (H,). 

4) Da der einfache Graph S’(n—1) U 8S” (n—1) (S’(n—1) 1 8S” (n—1) = S(n—2)) 
mittels der beiden einfachen Graphen S’(n—1) und S’’(n— 1) langs S(n— 2) zu- 
sammengeheftet ist, ist seine Aufnahme in G(n) an sich iiberfliissig. Wir denken uns 
deshalb im folgenden diesen Graphen in G(n) nicht aufgefiihrt. 
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§ 3. Aufstellung der Basis von $* (mn) fiir m < 5 und von §* (1, 1, 1, 2). 
Die Basis der $* (1, ..., 1, 2) 


Satz 4. Ist n <= 4, 80 besteht die Basis*) G(n) von H*(n) (nur) aus den 
Simplezen S(v),» 3 n—1. 

Beweis: Fir n = 1 und n = 2 ist unsere Behauptung trivial. Da G + S(3) 
gleichbedeutend damit ist, daB @ keinen Kreiszug enthalt, besteht $* (3) aus 
S8(0), S(1) und sémtlichen zusammenhangenden Baumen. Nach (2.7), n = 3, 
besteht daher G(3) aus S(0), S(1) und S(2). Es bleibt somit der Fall n = 4 
tibrig. Es sei daher G ein maximaler Graph von $* (4). Wir kénnen annehmen, 
daB G kein Simplex ist und folglich zwei Ecken mit einem Abstande > | besitzt. 
Denken wir uns diese Ecken von G durch eine (neue) Kante k verbunden, so 
lassen sich wegen G Uk ~ S8(4) leicht zwei Ecken p und q in G finden, die durch 
drei bis auf die gemeinsamen Endpunkte pund gq untereinander fremde Kanten- 
zige Z,, Z,, Z, von G verbunden sind. Hierbei kénnen wir annehmen, daB Z, 
auBer p und g noch mindestens eine Ecke enthalt. Wir betrachten nunmehr fiir 
simtliche Ecken p, + p,q von Z, simtliche in p, beginnenden Kantenziige Z 
von G, die mit Ausnahme héchstens ihrer Endpunkte keine Ecke mit Z, UZ, 
gemeinsam haben sollen. Es sei G’ die Vereinigungsmenge™) dieser Z. Dagegen 
sei G’’ die Vereinigungsmenge simtlicher Kanten von G — @’ mit Hinzunahme 
der an diesen Kanten liegenden Ecken von G. Wegen G + S(4) ist G’r Z, 
= @’ rn Z, = p Ug und nach Konstruktion von G’ und G” daher: 


Qn G’=pugq. 


Ware |p, q| > 1, so kénnten wir p, g durch eine (neue) Kante & verbinden und 
es ware G UE ~ S(4). Wegen @ + S(4) lagen p und q in zwei verschiedenen 
Urbildmengen der vier Ecken von S(4). Die beiden anderen Urbildmengen 
miBten dann wegen @G’7\ G” = p gq gleichzeitig entweder in G’ oder in G” 
liegen. Hieraus wiirde aber G ~ S(4) folgen im Widerspruch zu G € $* (4). 
Es folgt daher |p, g| = 1. Ist unser G einfach, so sind die beiden (nach (2.6)) maxi- 
malen Graphen G’ Uk und @”, worin k die p,q verbindende Kante von G 
bedeutet, Simplexe. Also ist auBer den Simplexen S(v), » < 3, nur noch der in 
FuBnote 14 fiir n = 4 genannte Graph einfach. 


Aus Satz 4 folgt unmittelbar (B,) fir n < 4 und wegen der Aquivalenz von 
(H,) mit (B,) auch (H,) far n < 4. Satz 4 liefert also einen neuen Beweis von 
(H,)**). Auch G(4) an sich ist, im Zusammenhange mit den ebenen Dreieck- 
graphen betrachtet, aufschluBreich. Denn nach [6], 8. 29, kann jeder ebene Drei- 
eckgraph mittels Aneinanderlegung gleichvieler ein- wie ausspringender Drei- 
ecke von G aufgebaut werden. Nehmen wir an, da8 wir hierbei zundchst simt- 
liche ausspringenden Dreiecke aneinander legen kénnen, so erhalten wir nach 
Satz 3 und 4 (n = 4) einen maximalen Graphen von $*(4). Da die ebenen 
Dreieckgraphen maximale Graphen von $* (5) sind, sind die maximalen Graphen 
von 9* (4), kurz gesagt, ,,halbe“‘ maximale Graphen von $* (5). Weiter gilt: 


16) Vgl. den Beweis von Dmac, [3], 8. 87—89. 


30* 
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Satz 5. Die Basis B(5) von 9*(5) besteht aus den Simplexen S(v), v < 4, 
stimtlichen einfachen, ebenen Dreieckgraphen und einem nicht ebenen (in die pro- 
jektive Ebene einbettbaren ) reguliren Graphen 3. Grades mit der Ordnung (Ecken- 
anzahl) 8 (s. Abb. 6). 

Der Beweis dieses Satzes ist in [9], § 1 und 2 gefiihrt. Ubrigens deckt sich 

der in [9] am SchluB der FuBnote 14, S. 573, ausgesprochene Satz mit (H#). 
Es ist zu bemerken, daB G (5) im Gegensatz zu G(n), 

_<” n& 4, unendlich ist. 
In @(n) ist der simplexartige Graph (1, ..., 1, 2) 
(Eckenanzahl n) der unmittelbare Vorginger von 
S(n). Wir kénnen uns (1, ..., 1,2) mittels Zusam- 
Pi *.. menheftung zweier Simplexe S’(n —1), S’’(n — 1) 
Fig. 6 lings eines beiden gemeinsamen S(n— 2) aufge- 
- baut denken. Wir wollen im folgenden zeigen, daB 
(analog wie *(n)) H*(1,...,1,2) stets eine bestimmte Basis besitzt. 

Es sei G’ = EF’ K’ ein Teilgraph von G = Eu K. Wir sagen, @’ zerlegt G, 
wenn o(£ — E’) > 1 gilt. Zunachst gilt: 

(3.1) Es sei G € H*(1, .. ., 1, 2). 5 sei ein Simplex von G, das G zerlege. Dann 
gibt es zwei Untergraphen G’ und G” von G mit den folgenden Eigenschaften: 
1.4,4°CG, 20 UG"=G4, 3.4 A@"=8 ¢ 8 (S = Simplex) mit «(S) < 
<a(l,...,1,2)—3, 4.6',@’€$*(1,..., 1,2). 

Beweis: Wir betrachten ein G@ zerlegendes Simplex S¢S minimaler 
Eckenanzahl. Es gibt dann zwei echte Untergraphen G’ und G” von G mit 
G’ UG" = G und G@’n G” = 8. Die Anzahl der Ecken von (1, ..., 1,2) sei 
(kurz) a(1,...,1,2) =n. Da S minimal gewahlt 
und G4 (l,...,1,2) ist, folgt «(S) < n—3. 
G’ und @” erfiillen also die Eigenschaften 1, 2 
und 3. Ferner folgt nach (1.1) G’,@’’€ H* (1,... ,1,2). 
Wir brauchen daher nur noch zu zeigen, daB G’ 
und @” maximal sind. Hierzu sei & eine (neue) 
Kante (s. Abb. 7) mit den Endpunkten p’, q’ ¢ 
€ @ (\p’, q'| > 1). Dann folgt: 


GuUksx(l,...,1,2). 


Ist g die nach Def. 1 gegebene Abbildung bei dieser Homomorphie und sind 
G1» - + +» Un die Ecken von (1, ..., 1, 2) mit |g,_,, q,| + 1, so kénnen wir bei den 
Urbildern g-'(q,), » = 1, ..., , drei Arten unterscheiden : 


1. p-3(q,,) ¢@—@", 2. p(q,,) ¢ G’— G’, 3. SA op G,) +9. 
Gibt es kein ¥,, so folgt mittels der g-*(g,) \ G’, » = 1, . . ., n leicht: 
G’UE~(l,...,1,2).. 


Wir kénnen daher annehmen, daB es ein », gibt. Da mit Ausnahme von —_ 
Gn je zwei verschiedene Ecken von (1, . . ., 1, 2) durch eine Kante von (1,...,1,2) 
verbunden sind und andererseits keine Kante von G das G’ — S mit G’’— 8 























Fig. 7 
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verbindet, bleiben die beiden Fille ibrig: Es gibt kein »,, bzw. jedes »y < n — 2 
ist ein v, und es gilt n — 1 = », und n = », (oder umgekehrt n — 1 = »,, n = »,). 
Im ersten der beiden Fille folgt aber-mittels der g-"(g,)\ G” (» = 1,..., n) 
leicht G” ~ (1, ..., 1,2) im Widerspruch zu @ ¢€ 9*(1, . . .; 1, 2). Im letzten 
Falle folgt, da jedes » < n— 2 ein 9, ist, a(S) => »—2 im Widerspruch zu 
a(S) < n— 3. Also ist G’ (und analog @’”’) maximal. 

(3.2) Werden zwei Graphen G’, G’’ € H*(1, . . ., 1, 2) lings eines Simplezes S, 
dessen Eckenanzahl a(S) = a(1,...,1,2)—3 sein soll, zusammengeheftet, so 
liegt auch der zusammengeheftete Graph G = G’ UG" in §*(1, . . ., 1, 2). 

Beweis : Wir nehmen an, es sei (entgegen der Behauptung) @ ~ (1, .. ., 1, 2). 
Gi» - + -» Qn Seien die Ecken von (1,..., 1, 2) mit |g,_,, ¢,| + 1. Dann kénnen 
wir analog wie im Beweise von (3.1) bei den Urbildern g-'(q,), y= 1,..., n, 
drei Arten (1), (2) und (3) unterscheiden (s. 0.). Gabe es kein », (bzw. kein »,), 
so folgt analog wie im Beweise von (3.1) @” ~ (1, . . ., 1, 2) (bzw. @’ ~(1,...,1,2)) 
im Widerspruch zur Voraussetzung von (3.2). Auch der letzte Fall, daB jedes 


vy=1,...,n—2 ein », ist, fahrt zum Widerspruch mit a(S) < »— 3. Daher 
folgt: G + (1,...,1, 2), d. h. @€ H*(1,..., 1, 2). 
Hat man ein G € H*( 1,..., 1, 2), so ist trivialerweise G und jedes Simplex 


von @ maximal"*), Wir nennen G’ einen nicht trivial mazimalen Untergraphen 
von G, wenn G’ ¢ $*(1, ..+, 1,2) und @’ c G gilt und G@’ kein Simplex ist. 

Dann gilt: 

(3.3) InGe $* (1, : .«, 1, 2) existiere ein nicht trivial maximaler Untergraph 
von G. Dann gibt es zwei Untergraphen G, und G, von G mit den folgenden Figen- 
schaften: 1. G,, G,c G, 2. G4, UG,=G, 3. OG, G, = S (S = Simplex) mit 
a(S) < a(l,...,1,2)—3, 4. G, G, € $*(1,..., 1,2). 

Beweis: G’ sei ein nicht trivial maximaler Untergraph von G. Dann gibt es 
wegen @’ c G eine Ecke p ¢ G — G’. Es sei F die Menge derjenigen Ecken von 
G’, die mit unserem p durch mindestens einen Kantenzug von G, der mit Aus- 
nahme seines in G’ liegenden Endpunktes mit G’ fremd sein soll, verbunden 
werden kénnen. Da G’ maximal ist, spannt Z in G ein Simplex SJ auf. £ trennt 
unser p in G von den Ecken von @’ — E. Eine Ecke von G’ — EF gibt es, da @’ 
kein Simplex ist. Daher folgt (3.3) aus (3.1). 

Def. 6. Wir nennen einen Graphen G ¢ * (1,..., 1, 2) einfach dann und nur 
dann, wenn es keinen nicht trivial maximalen Untergraphen von G gibt. Wir 
bezeichnen die Menge siimtlicher einfachen Graphen von $* (1, +. 
B(l,..., 1, 2). 

Dann folgt: 

Satz 6. Hat man einen Graphen Ge H*(1, ..., 1,2), 80 laBt er sich stets 
mittels gewisser G,,..., G,€ B(1,..., 1, 2), wie folgt zusammenheften: 


I a-1 
U G, = G, Gyn U G,= S(y,) 
Awl a=l . 


mit ¥,<a(1,...,1,2)—3 fir A=2,...,1. 
4 1%) Wir betrachten, genauer gesagt, maximale Graphen von 9*(1,. . ., 1,2). 
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Umgekehrt liegt jeder auf solche Weise aus beliebigen G,, . . ., G, € B(1,...,1, 2) 
1 


zusammengeheftete Graph G = pe G, stets in H*(1, ..., 1, 2). 

Beweis : Ist G einfach, so ist unsere Behauptung trivial. Andernfalls kénnen 
wir G nach (3.3) in zwei maximale Untergraphen G, und G, von G mit den 
Eigenschaften (1) — (4) zerlegen. Wir nehmen nun an, man habe eine Zerlegung 
von G in m maximale Untergraphen G,, .. ., G,, von @ mit: 


m aol 
ps G, = G und G17 A G, = S(v,) 


mit », < a(1,..., 1,2) —3 fir ¢ = 2,..., m. Hierin sei G, nicht einfach. Dann 
148t es sich nach (3.3) in zwei maximale Untergraphen G,, und G,, von G mit 
G40 G,2= S und a(S) < a(1,..., 1, 2) —3 zerlegen. Im Falle u = 1 kénnen 
wir in G,, . . ., G,, ohne weiteres G, durch G,,, G,, ersetzen. Es sei daher yu > 2. 


aol 
Wir setzen (kurz): U. G,= U, G,,0 U = 8, G7 U = 8”. Analog wie im 
Beweise von Satz 3 ergibt sich dann, daB entweder S’¢ S oder S’’¢ S gilt. 
Wir kénnen daher 8S” ¢ S voraussetzen und wegen 
G40 U = 8'¢ S(v,) und G,.0 (UUG,,) = 8” US=8 


" 


anstelle von G,, . . ., G,, dann G,, . . ., G,-1, G41, Gua, G41, ---, G, betrachten. 
Hieraus folgt mittels Iteration schlieBlich eine Zerlegung von G in einfache 

Graphen. Der letzte Teil von Satz 6 folgt unmittelbar aus (3.2). 
Bei der Zusammenheftung einfacher Graphen braucht sich keineswegs aber 
ein maximaler Graph zu ergeben. Zum Beispiel zeigt die Abb. 8 einen Graphen 
G von $*(1, 1, 2), der mittels der beiden einfachen Gra- 


a phen G, und G, von 9*(1, 1, 2) langs S = S(1) zusam- 
mengeheftet, aber wegen G Uk € $*(1, 1, 2) nicht maxi- 
mal ist. 

+" & Wir nennen %(1,...,1,2) die Basis von 9*(1,...,1,2). 
Fig. 8 Nach (2.2) und Satz 6 besteht H*(1, ..., 1,2) aus simt- 


lichen Teilgraphen von mittels Basiselementen zusam- 
mengehefteten Graphen. 
Nach (1.1) folgt: 


9* (4) ¢ H*(1, 1, 1, 2) ¢ H*(5). 


Wir wollen im folgenden @(1, 1, 1,2) bestimmen. Hierzu nennen wir einen 
Graphen mit den Ecken qo, q;, . . -, Gn—1(m => 4), worin g, mit g,-,, g,-, mit q, 
und g, mit g, fiir jedes y = 1, . .., m — 1 (und nur diese Eckenpaare) durch eine 
Kante verbunden sein sollen, einen Stern X(n) mit dem Zentrum g,. Nennen 
wir (aus formalen Griinden) auch noch jedes S(n) mit n < 3 einen Stern X (n), 
so folgt leicht, daB jeder Stern X(n) in G(1, 1, 1, 2) liegt. Nennen wir weiter 
einen Graphen mit 6 Ecken q,, gg, 73 und gj, 9, g3, worin jedes dieser beiden 
Tripel ein Dreieck aufspannen und jedes q, mit g; (i = 1, 2, 3) durch eine Kante 
verbunden sein soll (s. Abb. 10), ein Prisma P;;;, 80 folgt mittels der Maximali- 
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tat von X(5) leicht: P,,,;¢ B(1, 1, 1, 2). In B(1, 1, 1, 2) liegt ferner noch ein 
Graph, der sozusagen die Rolle eines ,,AuBenseiters“ in G(1, 1, 1, 2) spielt. 
Heften wir nimlich zwei Simplexe S(3) und S(4) lings einer Kante'’) zu- 
sammen, so liegt der zasammengeheftete Graph S(3)  S(4) in B(1, 1, 1, 2)**). 
Betrachten wir schlieBlich den (nicht ebenen) Graphen (3,3). Da an jeder Ecke 
von (3,3) drei Kanten von (3,3), an drei Ecken von (1, 1, 1,2) jedoch vier 


13 


, % 9 
L Qe 9% (34)uk 
Na xs) Pa 
% 


% % 92 
Fig. 9 Fig. 10 Fig. 11 














Kanten von (1,1,1,2) anstoBen, folgt (3,3) + (1,1,1,2), d.h. (3,3) €H*(1,1,1,2). 
Fiigen wir zu (3,3) eine (neue) Kante & hinzu (s. Abb. 11), die also zwei Ecken 
desselben Tripels von (3,3) verbindet, so folgt leicht (3,3) U& ~ (1, 1, 1, 2). 
Daher ist der Graph (3,3) maximal und nach (3.3) einfach. Mit den aufgefahrten 
Basiselementen aber ist G(1, 1, 1, 2) erschdpft. 

Satz 7. Die Basis G(1, 1, 1,2) von H*(1, 1, 1,2) besteht aus den Sternen 
X(n), n=0,1,..., dem Prisma und dem (nicht ebenen) Kuratowskischen™) 
Graphen (3,3). 

Beweis: Wir zeigen zunachst, daB der Graph (3,3) das einzige nicht ebene 
Basiselement von $*(1,1,1,2) ist. Hierzu sei G¢ G(1,1,1,2) ein nicht 
ebener Graph. Nach einem Satz von Kuratowsk1"*) enthalt dann @ eine 
Unterteilung 7 von (3,3) als Teilgraph. Wir wollen zeigen, daB jede Ecke des 
einen Tripels mit jeder Ecke des anderen Tripels von 7' durch eine Kante von 
G verbunden ist. Andernfalls gabe es auf einem der neun Kantenziige von 7’, 
die die beiden Eckentripel von 7 verbinden, etwa auf Z, eine Ecke p, die von 
den Endpunkten q,, g, von Z verschieden ist (s. Abb. 12), und auBerdem ware 
ld, Y2| > 1. Es sei dann G, die Vereinigungsmenge samtlicher in p beginnenden 
Kantenziige™) von G, die weder g, noch gq, passieren (d.h., die g, bzw. q, 
héchstens als Endpunkt enthalten) sollen. Dann folgt: 


Z¢oG, und (T—Z)VG,= 0. 


17) Genauer gesagt, lings eines S(2). 

1*) Dieser Graph ist in G (1, 1,1, 2) an sich iiberfliissig, da er ja langs einer Kante 
mittels zweier einfacher Graphen S(3), S(4) zusammengeheftet ist. Wir denken uns 
deshalb im folgenden diesen Graphen in & (1, 1, 1, 2) nicht aufgefiihrt (vgl. FuSnote 14). 
Der mittels zweier Simplexe S’ (4) und 8” (4) lings einer Kante heftete Graph 
4 ¥ U 8” (4) ist maximal; aber er ist nicht einfach. Dieser Graph liegt also nicht in 
B (1,1, 1, 2). 

1%) Vgl.: Sur le probléme des courbes gauches en topologie, Fund, Math. 15 (1930), 
8. 271, oder auch [10], S. 63. 
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Denn, gabe es ein g ¢ (7 — Z)\ G,, so kénnten wir eins der beiden durch p 
erzeugten ,,Teilstiicke“‘ von Z und analog, falls g kein Endpunkt der Kanten- 
zige von T' — Z ist, eins der beiden durch g erzeugien ,,Teilstiicke‘ des g ent- 
haltenden Kantenzuges von T' — Z zusammenziehen, so daB bei passender Wahl 
dieser Teilstiicke ein in qg, bzw. g, beginnender Kantenzug von G, resultiert, 
dessen Endpunkte beide im selben Eckentripel von T lagen. Da (3,3) maximal 
ist, lieBe sich dann aber G nach (1.1) auf einen (1, 1, 1, 2) zusammenziehen. Der 

Durchschnitt von G, mit T — Z ist also leer. Es gibt 

Z daher eine Zerlegung @’, G” von G mit: 


9 26@',T—Z°G@", UG" =6,6 NG" =4VU%.- 


Es sei k eine q,, q, verbindende Kante. Wegen |q,,q,| > 1 
liegt E nicht in G. Nach (1.2) folgt dann aber: @’U k ¢ 
€ H*(1, 1,1, 2) und @’ UV k € H*(1, 1,1, 2) und nach 
(3.2) weiter GU k ¢ H*(1, 1, 1, 2), im Widerspruch zur 
Maximalitét von G. Hiermit hat sich ergeben, dab G 
den Graphen (3,3) als Teilgraph enthalt. Da der Graph 
(3,3) maximal und G einfach ist, folgt G = (3,3). 

Es sei nunmehr G ¢ G(1, 1, 1, 2) ein ebener Graph. Wegen S(v) ¢ G(1,1,1,2) 
fir »< 4 kénnen wir a(@) = 5 voraussetzen. Dann gibt es zwei Ecken 
p,q € G mit |p, q| > 1. Denken wir uns p,q durch eine (neue) Kante & ver- 
bunden, so folgt G Uk ~ (1, 1, 1, 2). Daher enthalt G einen Kreiszug*°). Da @ 
in der Ebene liegt, gibt es, flacheninhaltsmaBig betrachtet, einen maximalen 
Kreiszug C in G. Aus (3.2) folgt, daB G durch kein S (1) oder S (0) getrennt wird”). 
Daher liegt @ in I(C) U C (1(C) = Inneres von C). Wegen G Uk ~ (1, 1, 1, 2) 
gibt es eine Ecke p, € I(C) von G. Gibt es nur zwei Ecken auf C, die wir von py 
aus durch Kantenziige von G in I(C) (d. h. in J(C) mit Ausnahme des auf C 
liegenden Endpunktes des betreffenden Kantenzuges) verbinden kénnen, so 
folgt nach (3.1) und (3.2) leicht, daB G gleich S(3) U S(4) (vgl. Fubnote 18) ist. 

93 Wir kénnen daher voraussetzen, daB es drei 

Kantenziige Z,, Z,,Z, von G mit einem ge- 

C G meinsamen Anfangspunkt gq, ¢ J(C) und drei 
Endpunkten 4q,, qo, 73 « C mit Z,— q, c I(C), 


i= 1,2,3 und Z,-. Z, = q fiir je zwei t +) 

% =1,2,3 gibt. Hierbei kénnen wir noch vor- 

a aussetzen, daB Z,, Z, und Z, unverkiirzbar 

d sind, das soll heiBen, daB keine zwei auf Z, 

—> nicht benachbarte Ecken von Z, durch eine 

Kante von G verbunden sein sollen, i= 1, 2,3. Die Ecken 4q,, qd», qs zer- 
legen C in drei Kantenziige C,, C,, C; (s. Abb. 13). Auch C,, C, und C, kénnen 
als unverkiirzbar vorausgesetzt werden, da G andernfalls durch die ,,verkiir- 


zende“ Kante in zwei echte Untergraphen zerlegt werden kann und diese 





% 











Fig. 12 


g, 


2°) Da G in der Ebene liegt, ist jeder Kreiszug von G eine (aus Ecken und Kanten von 
G@ bestehende) geschlossene Jordankurve. 
1) Das heiBt, G enthalt keinen Isthmus und ist zusammenhangend. 
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beiden Untergraphen nach (3.1) wegen der Einfachheit von G Simplexe sind 
(vgl. FuBnote 18). Weiter kénnen wir aus ahnlichen Griinden voraussetzen, 
daB an jeder Ecke von G jeweils mindestens drei Kanten von G anstoBen. Wir 
betrachten nunmehr die Kreisziige (s. Abb. 13): 

C,VU2Z,U Z,= C0’, Chu 2,0 2,=C”", C630 2Z,02,=C". 
Wir unterscheiden die Fille: 

(I) Samtliche Ecken von @ liegen auf C’\ C’\/ C’"; mindestens vier 
Kanten von G liegen an q,. 

(II) Samtliche Ecken von G liegen auf C’ UC’ C’” ; (nur) drei Kanten 
von G@ liegen an qp. 

(III) Es gibt eine Ecke p’ € G—(C’ UC” UC"). 

Wegen der Unverkiirzbarkeit von Z,, Z,, Z, endet im Fall (I) jede an q, 
liegende Kante von G —(Z, UZ, UZ) auf C (und zwar in einer von den End- 
punkten q,, d2, ¢; von Z,, Z,, Z, verschiedenen Ecke von C). Daher kann (I) 
auf (III) zuriickgefiihrt werden, wenn nicht simtliche an q, liegenden Kanten 
von G auf C enden. Enden aber simtliche an q, liegenden Kanten von @ auf C, 
so ist G im Falle (I), da an jeder Ecke von G mindestens drei Kanten anstoBen, 
ein Stern mit dem Zentrum q,. Es bleiben daher die Fille (IT) und (III) tibrig. 
Wir betrachten den Fall (II). Sind é.., &. Z, Kanten*), so folgt, da an jeder 
Ecke von C mindestens drei Kanten und an q, genau drei Kanten anstofen, 
G = 8(4). Wir kénnen daher annehmen, daB es eine Ecke p, EZ, gibt. Es 
existiert dann eine an p, liegende Kante k, ¢ G, die entweder nach J(C’’) oder 
I(C’”) hineinfihrt. Wir kénnen (aus Symmetriegriinden) annehmen, daB k, 
nach J(C’’) hineinfihrt. k, endet dann auf C’’"—Z,. Dann fihrt’ wegen 
G * (1, 1, 1,2} von Z, aus keine Kante von G nach J(C’’’) hinein (also kurz, 
nicht auf die zu k, entgegengesetzte Seite von Z,). Auch von Z, — g, aus fihrt 
dann keine Kante von G nach J(C’’’) hinein, da andernfalls, wie leicht wegen 
der Maximalitét von X (5) zu erkennen ist, G sich auf (1, 1, 1, 2) zusammen- 
ziehen lieBe. Da C, unverkiirzbar ist, folgt somit: 


EnI(c’’)=80. 
Wegen k, € J(C’’) fihrt daher auch von keiner Ecke p, ¢ Z, aus eine Kante von 
G nach J(C’) hinein. Ferner fihrt von keiner Ecke von Z, — g, aus eine Kante 
von G nach J (C’) hinein, da andernfalls entweder G sich, wie aus der Maximali- 
tat von X(5) leicht folgt, auf (1, 1,1, 2) zusammenziehen lieBe oder @ ein 
Stern mit dem Zentrum q, ist. Weiter folgt also: 

EnI(c’)= 90. 
Da an jeder Ecke von G mindestens drei Kanten liegen, ergeben die beiden 
letzten Gleichungen, daB 0, Cs und Z, Kanten siud. Wir unterscheiden nun die 
weiteren Fille: k, endet auf Ly C, bzw. in qs. In jedem der beiden zuerst ge- 
nannten Fille (Figur 14 bzw. 15) ist der Teilgraph @’ = C’ UC” UC” Uk, 
a Ist allgemein Z ein Kantenzug mit den Endpunkten p, g, so verstehen wir unter Z 
das ,,offene“ Z, d.h. Z = Z—(pUq). 
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von @ Unterteilung eines Prismas P,,;. Da Z,,Z, und C, unverkirzbar sind und 
Py; maximal ist, folgt G = Py. Im letzten Falle (Abb. 16) fihrt von keiner 
Ecke von C,— q, aus eine Kante von @G nach I(C”) hinein, da diese auf Z, 
enden mite und G dann wegen der Maximalitét von P,;; homomorph zu 
(1, 1, 1, 2) wire. Analog folgt, daB von keiner Ecke von Z, — g, aus eine Kante 


g. 
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von G nach J (C’’) hineinfiihrt. Hieraus folgt, G ist ein Stern mit dem Zentrum q,. 
Somit ist allein noch der Fall (III) tibrig geblieben. Wir kénnen dann an- 
nehmen, daB es eine Ecke 
p’ <1(C’) 

gibt (s. Abb. 17). Es sei G,. die Vereinigungsmenge samtlicher in p’ beginnen- 
den Kantenziige’*) von G, die mit C’ héchstens ihre Endpunkte gemeinsam 
haben sollen (d.h. die mit Ausnahme héchstens ihrer Endpunkte in J(C’) 
liegen). Hat G,, mit C’ nur zwei Ecken gemeinsam, so folgt aus der Maximalitat 
von G, daB diese Ecken durch eine Kante von @ verbunden sind. Da G einfach 
ist, besteht G dann aber aus zwei Simplexen, die langs dieser Kante zusammen- 
geheftet sind. Wir kénnen daher im folgenden voraussetzen, daB G,,-\ C’ min- 
destens drei Ecken enthalt. Liegt eine Ecke von G,,- C’ auf C,, so miissen 
wegen 0’ UC” UC’ UG, * (1, 1, 1, 2) und |@,.r- C’| = 3 sémtliche Ecken 
von G,,7\ C’ auf C, liegen. Betrachten wir dann diejenigen beiden Ecken von 
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Fig. 17 Fig. 18 


G,, 7 C’, die auf C, ,,am nachsten“-bei g, bzw. q, liegen, so folgt analog wie 
oben, daB G aus zwei langs einer Kante zusammengehefteten Simplexen besteht. 
Es bleibt wegen G + (1,1, 1, 2) iibrig, daB G,.-\ C’ entweder auf Z, oder auf 
Z, liegt. Aus Symmetriegriinden kénnen wir annehmen, daB G,,- C’ auf Z, 
liegt (s. Abb. 18). Es sei g’ bzw. r’ die auf Z, ,,am nachsten“ bei g, bzw. q, 
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liegende Ecke von G,, 7 C’. Bedeutet Cj’ bzw. Cjj' den q’, r’ verbindenden 
Teilkantenzug von Z, bzw. den hierzu komplementaren Kantenzug von 
C'' (Cy UC = C’”), so verbindet keine Kante von G eine Ecke von C;" mit 
einer Ecke von Cj’. Denn nach den Ecken von Z,—C;" fihrt keine Kante von 
G hin, weil Z, unverkiirzbar ist. Nach den Ecken von C’’’— Z, fihrt keine 
Kante von G hin, da andernfalls der aus dieser Kante mit C’, C’’”’ und G,, zu- 
sammengesetzte Teilgraph von G homomorph zu (1, 1, 1, 2) wire. Gibt es keine 
Kante von G, die von einer Ecke von C;" aus nach J (C’’”’) hineinfiihrt, so folgt 
mittels G,.  C;’’ analog wie oben, da8 G aus zwei lings einer Kante zusammen- 
gehefteten Simplexen besteht. Gibt es dagegen eine Kante von G, die von 
einer Ecke von on aus nach J(C’’’) hineinfiihrt und daher notwendig in einer 
Ecke p’’’¢ I(C’’’) endet, so kénnen wir unsere Bezeichnungen und Schliisse 
ohne weiteres auf das (analoge) G,... tibertragen. Da G,,.. bereits eine Ecke auf 
Z, besitzt, kénnen wir (analog wie bei G,-) weiter voraussetzen, daB G,,... ~\ C’”’ 
wiederum auf Z, liegt. Ferner folgt, daB die zu q’, r’ analogen Ecken q’”’, r’’’ 
beide auf C;”’ liegen, da sich andernfalls C’ UG, UG, auf ein (1, 1, 1, 2) zu- 
sammenziehen la8t. Hieraus folgt, daB g’ Ur’ unser G trennt. Da G einfach ist, 
besteht daher G wiederum aus zwei Simplexen, die lings der (notwendig in G 
liegenden) q’, r’ verbindenden Kante zusammengeheftet sind. Ein p’’’ existiert 
also nicht (s. Fig. 18). Hiermit ist Satz 7 bewiesen. 

Da nach Satz 7 jedes Basiselement von 9*(1, 1, 1,2) mit héchstens vier 
Farben farbbar ist, hat sich als Folgerung von Satz 6 und 7 ergeben: 

Satz 7’. G¢€§*(1,1,1,2)3 0(@ <4. 

Da als Spezialfall von Satz 7’ weiter: 

@(G) = 5 = G x (1, 1, 1, 2) 

folgt, sehen wir, daB die unmittelbar unterhalb (H,) (d. h. unterhalb des Vier- 
farbensatzes) liegende Teilaussage von (H#) richtig ist. 
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